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关 于非楼性微分 方程粗 的

周
’

期解的 某些简 题

王 寿 松

(数学力学系研完生 )

摘 要

木文借助于在廷动稳定性理输中广泛采用的犷函 数方法 〔 1 )
,

较系貌地封渝 了关

于非找性 ( 非驻定 ) 微分方程粗的周期解之存在性和稳定性以及其局部的和非 局邻的

简题
。

文中所得的精果是工作 〔 4一9) 的推广和发展
。

前 骨口 .

本文借助于在麓动稳定性理希中广泛采用的 犷
一

面数方法 〔 ’ 〕 ,
较系就地研究了

非接性 ( 非驻定 ) 微分方程粗的周期解之存在
J

连和稳定性以及其局部的和非局部的

简题
。

5
.

毛e f s e h e七z 〔曦〕 ( 参圈〔 3 〕r 江
.

xl
.

9 8 ) 曾利用二次型函 数 犷 和 B or : , w e r 不

动点定理 〔“ 〕靓明了某个二阶非倏性振动方程存在周期解
,

以后在工作 〔” 一 `“ ’ 中道接

推广〔 4 〕的方法甜湍了某些类型的非毽性微分方程的周期解之存在简题
。

而本文所

得的拮果便是这些工作的推广和发展
,

其中也包含了其他一些工作 (例如 (场
,
1 1〕中

用不同方法所得到的某些相似桔果
。

舒 周 期 解 的存 在 定理

考虑非接性微分方程粗

半
= f ( `

, `
)

O `

1
.

1 )

本文于 19 6 5年 7 月 5 日收到
。

几

月州
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其中 、 E . ,

f( 艺,

x) 是在 I x E ”

上的
。
推速擅向量 函 数

,

且 对 云有 周 期 。 > 0 :

f( 云十 ` , 二 ) 三 f (艺
,

x)
。

假段粗 ( 1
.

功满足解在 ( 一 oo
,

+ co )上的存在
、

唯一性条件
,

且保靓在包含坐标原点
` = 。 的任意有限区域丑 C 砂 内没有静止点

。
.

.

毅
二
( 亡) = 二

(艺; 二 ( O ) , t 。 )表示粗 ( 1
.

1 )的解
,

痛足
二 (亡

。
) = 二 ( 。 ) ,

如果望 ( r )表示如

下变换
:

(
:
> O )

少 (
: ) x ( “ ) 二 二 ( 亡

。
+

: , 二 ` “ ) , 艺。 ) ( 1
.

2 )

则双
:

)为一个把 砂变为 自己的拓扑映象
〔屯 , ’ ` 〕

.

令 T 三叹的
.

我们知道
〔 4 , “ 〕 ,

变换 少 的不动点就是对应着 ( 1
.

1) 的 。 一周期解的初始点
。

一

般地
,

如果有某 个 点 妙
“ ) ` 砂 使得 妙 娜

。 ) 二 矛
“ ) ,

其中正整数 无》 1 ,

而当 无> 1

时罗矛
“ )笋 州

。 ) ( 1 簇 l < cl)
,

刻 由初始条 件城艺。 ) = 州
“ )
所确定的解 戏 O 二式勺

妙
“ ) , `。 )就是 加

一

周期解 ( 即 x( O有周期 无的
。
因此我佣依据变换全利用 B r o u w er 不

动点定理
〔 “ 〕可以建立周期解的存在定理 ( 今后所应用的有关定正面 数 的某些定义

取自书 〔 1 )中第八章 )
。

定理 1
.

1 如果对粗 ( 1
.

1 ) 可以求得莲擅可微函数 V (艺
,

幻
:

1) V
l

(幻镇 V (t
,

x) ( 评 2 ( x)
,

其中才
, (劝

,
附 2 (幻为无穷大定正面数

,

ii) 对一切 `

到
。
和 与引冈 } < 下成立不等 权

:

(卜 劣` 2

a V
一二二二一 十
口亡

g t
a汉 V

一

f ( t
, 二 )或 一评 3 ( 二 )

其中 详 a ( 二 )为定正两 数
, , 。

和
,

是适 当抬定的正常数
, t 。 。 1

.

则粗 ( 1
.

1 ) 必存在周期解
。

能明 假殷抬定 丫。 > 0
,

合

c 。 二 S 。尹 W Z( x )
!1
二
!1《

, o
( 1

.

3 )

对 C 。
> O求得

r : > : 。 ,

C z

使当 11川 }》
, , 时有『 ,

(劝 ) C。 .

同理假殷

= 召、 尹 『 2( 二 )
劣

II<
: ;

( 1
.

4 )

对 c ,
> C o

求得
: 2 >

, ,
使当 }{

二

日>
,
·

: 时有 坪
, ( : ) > c :

.

此时在定理的条件 ii ) 中选 取丁= , : 便足够了
。

1 0

靓明
:

凡初始值痛足
r 。

( 1!
二 ` “ ’

}】《
,
·

1的粗 ( 1
.

1 )的解
二
(亡) 二

劣
(￡

; 二 ` “ ’ , ` )

对一切 ` 》 t。 有 l}
二 ( ` ) 11<

, :
.

事实上
,

只须靓明沿着解式心当 ` 》 枯时有 V ( 艺
,

城 O ) 咬 C ,
.

假若 不 然
,

存
在一 个了> t 。 使得 犷 ( 不

二 (乃 ) 二 c : ,

而对某个充分接近了的 , , > 几 当反
`《 “

时有 r ( 亡
, 二 ( t ) ) > C ,

,

但另一方面电 ( 1
.

拱 ) 当 t < 亡《 亡’ 时 有 !j
二
}i >

?
,

1 , 由 解
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的建擅性及选取 艺̀ 充分接 近 于 艺使 当 悉镇 悉《 亡’ 时仍 有
, , 峨 ! }川1 <

r ,
J比时由

条件 ii ) 对一 切 云< “ “ 都有 V ( `
,

城心) < V ( ` ,

城 : ) ) = C , ,

这便发生了矛盾
。

o2 靓明
:

对 l “ 中 成 )t 必有一个时刻 才, > ot 使 }{城云: ) }} <
r 。 .

假若不然
,

对一切 艺》 艺。 都有 1}成 O }{》
, 。 ,

此时由 o1 场靓对一切 杭 ) 亡。 亦

有 l’o 簇 日成 O 日 < , .

假役 l 二 饥 f 砰 3 ( x)
.

则由 ii) 得到
:

, 。
戈 日

二
}]簇

,
·

2

V ( 亡
, 二 (艺) ) 《 V ( 亡

。 , 二 ( 。 ) ) 一 l (亡一艺
。
)

, 艺》 `。 ( 1
.

4 )

但这是不可就的
,

因为当 艺足够天时
,

例如当 咨> 云。 + C ,
/ l 时 ( 1

.

4 ) 便与 犷是定

正函数相矛盾
。

3 0

靓明
:

若有 }}
二

(艺, ) 1} <
, 。 ,

具U对一切 云》 云1都有 }}
二 (乙) 日<

, , .

事实上
,

利用类似 1o 的靓明及其桔果可靓得之
。

` 。
引进韶号

“ `
三 {

·

1
“争“ < ,一

}
( ` 一 。 , ` , 2 ,

, “ `

一
{

·

}
“ · “

`

杯 }
,

拜只

凡 和犷分别表示五
`和尹的朗苞

。

由上面所征
,

对 任一 郊
“ ) `

凡都有一个 艺, ) 场使 成亡1 )
` R 。 ,

且对一切 能》 云: 有
二 (忿)

` 五 ;
.

合
:

= 艺, 一 艺。
,

员[J当 艺> : 时 二
(￡

o + 悉) ` 五 ,
.

现在考虑 由某个初始 护
“ ) ` 五 ; 出发的 解 城约 “ 城 老;矛

“ ) , 亡o)
,

据上越有
: 》 0

使 T ( 约矛
“ ) ` 五

。 ,

由变换 卿 动的 莲 擅 性
,

存 在 城气 + 动的邻域 尸 , C 五
。 ,

若令

尹
’ ( : ) F , 二 F

,

F n 五 ; 二 G
,

lHJ 由 2。所 靓有 少 ( : ) G 亡刀
。 ,

又 由 o3 对一切 亡》
二

有
望 ( 0 G C 五 ,

.

假毅 碱 G )表示满足
,仙》 :

的最小正整数
“ ,

刻对一切正整数 卜》 可 G )

有
J

少 “ G e 刀 : ( 1
.

5 )

如果对每个点 娜
。 ) `五 ,

( 此时 ￡。 固定 )
,

都同理建立如此的邻域 G
,

则 得 到

复盖住灭
,
的邻域粗 { G 奈

,

因为瓦是有界紧致集
,

lRJ 存在有限个邻域 { `
:
一

,
G , }

复盖。 灭 1 ,

假。 N 一 1

黑
。

卜
、 G `

)

}
,

类似 ( 1
·

5 )对一切
· > N有 T “ G

.
C R I ( `一 ;

,

2 , … , , ) 因而对一切
, 》 万有

T “
天

, c 瓦

此时根据 B or u w er 不动点定理山
,

变 换 犷 ”
至少有一个不 动 点

,

因此粗 ` 1
.

1) 存

在周期解
,

其周期等子
,
城

; 》 N )
.

馥毕
.

我们可看出
,

粗 ( 1
.

1) 当满足定理 1
.

1的条件时可有无穷多个周期解
, 它们的周

期都为 。 氏整倍数
,
如果它没有 。 一 周期解 (万》 2)

,
lAJ 对每个厦数 夕》 N

,

祖 ( 1
.

1)

都存在最小周期等于 卿 的周期解
。

然而
,

粗 l(
.

1) 是否存 。 一 周期解呢
, 对于二雄

一 目心
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系扶
,

我俏郎可 肯定 ( 参阴〔3〕 r 兀
.

皿 号5 ) 在定 理 1
.

1 的条件下 粗 ( 1
.

1 ) 必有
。 一周期解

.

但对于更高推 ( 、 > 3 )的系兢却不能立即下此流断了
〔 ’ 3 〕

.

因此为保靓对

一般的高推系扰存在 。 一周期解— 寻求与粗 ( 1
.

1) 的右端有相同周期的周期解 ( 称

为稠和解 ) 对物理简题的应用是特 别 重 要 的
〔 6 ’

川— 必须对定理 1
.

1 中 的面数

犷( t , 二 ) 加级一些补充条件
.

定义
.

定正面数 犷 (云
,

x) 你为具有凸性的
,

如果对任意拾定的有 限 数 艺。 和 C 。

( 。 习
。
< + co

。
o < C 。

< 十 co )
,

集合 久
。

三 { `
}V (老

。 ,

幻 ` c 。
} 是 一个 有 界的

凸的阴
”
雄胞腔 ( 胞腔定义见

〔 3 〕 )
.

引理
.

如果无穷大定正画数 V (云
,

幼具有凸性
,

lllJ 对任意脸 定的有 限正 数
:

和

co
,

集合 夕三 { 刘V (忿
,

劝戈口
。 ,

0 《 艺` : 圣是一个有界的朗
。
雄胞膝 ( 但不

一

一定是

凸的 )
。

豁明
.

显然 夕是阴的
,

因为 夕 “ U 夕。 ,

而对每个 亡 , 习:
都是包含有原点

二 二 0

O摇 亡簇 r

的凸单速通集
,

因此 习也是包含原点
x 二 O在 自己内部的单莲通集 ( 一般不 是 凸

的 )
,

由于从
二 二 O 出发的每一条半射技与每个 忍。

的边界交于一点
,

因而与 忍的边界

也只交于一点
,

故 只的边界为筒单的阴曲面
,

即 招为阴的
?`

推胞腔
.

江毕
.

定理 !
.

2 对于方程粗 ( 1
.

1 )
,

如果存在莲植可微面数 V (亡
,

幻除满 足 定理

1
.

1的条件 i ) ii )之外
,

更且
111) V (艺

, 二 )对 云有周期 。 :
V (亡

.

+ 。 , 二

)三V (云
, 劣 )

.

iV ) 下(亡
,

劝具有凸性
.

lHJ 粗 ( 1
.

1) 至少有一个 ` 一 周期解
.

敲明
.

依定理 1
.

1的征明
,

假投 C 。 二从
`

户几 (
。
)

.

合
!】二择簇 、

只兰 { 二 }V ( t
, , ) 簇 C 。 ,

0 咬 t 峨 。 }

lllJ 由定理 1
.

1及引理知集合 招是有界的阴
? 乙

雄胞腔
,

且

刀
。

C 夕耳大 , ( 1
.

的

我们靓明
:

凡有 初 始 值 衫
“ ) 。。 的 解 成今= x( 亡 , 矛

“ ) , 艺o) 对一切 七》 ` 。 都有

代O
` 绍

.

假若不然
,

即有一时刻 艺: 》 云。 使当 `。 簇 云咬 艺1时 x( 艺)
`忍 ,

而对某个 亡’ > 云1 当

艺, < 云咬 艺` 时
二 (云)

` 卫 ,
具J由 ( 1

.

6 )当 艺: < 云咬 艺̀ 时 }!
二 (亡) l}>

?
、
。 ;
但另一方面根据

解的建擅性及定理 1
.

1中 o1 之靓明
,

当 艺,` 亡戈 t ` 时必 有
?

·
。 ` 1{成心 }】< : : ,

则由

条件 ii )得

V ( 悉
` , 二 ( t

’

) ) < V (亡:
, 二 (艺1 ) ) ( 1

.

7 )

如果 云: “ 沦: 。 + o丈 , 艺’ 二 无` 。 + 口` ,

其中 无1 , 无’

是正整数
,

而 。 戈 a : , o 尸

< 。 ,

贝lJ由云11 )

有 V 。 , , 二

(艺; ) ) 三 犷 ( 0
1 , 二

(亡: ) )
,

V 。
’ , 二 (云

’

) ) 三 下 ( 0
` 。 , (亡

`

) )
,

因 :
(云

I )
。夕故
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下 ( 0 1 。 二 (亡,
) ) ( C 。 ,

由 ( 1
.

7 )得 下 ( o ’ , 二
( 之̀ ) ) < C。 ,

良口二 (艺
,

)
`夕 ,

这与归斟假毅相

矛盾
,
故对一切 亡》 艺。 有 成 O姗

,

郎 对 一 切
:

> O均 有 T (叻夕 C 夕
.

特别是
少夕 亡夕

.

IRJ 依据 Br
o u w e r 不动点定理 〔2 〕 , T 至少有一个不动点

, 即粗 ( 1
.

1) 至少有

一个 ` 一周期解
. ’

推骗
.

对于粗 ( 1
.

1)
,

如果存在不显含 ` 的莲擅可微西数 V (幻
,

它满足如下条件
:

i) 犷 (劝是无穷大定正面数
,

11) 对一切 。》 `。 , , 。
簇 11

二
}!戈

r
有 夕, a 己F (

二
)

·

f (`
, 二 )喊 一 l < 0 ;

iii ) 对某个正数 口,
使集合 夕三 {引 V (动 戒 C : 于为阴 , 、 雄胞睦

.

剧粗 ( 1
.

1) 必存在 ` 一周期解
。

能明
.

考虑具有初始值矛
“ ) ` 五 。

的解 式 O = x( 云, 矛
” 〕 , 亡。 )

,

存在
, , > , 。

使得

}}称
。 + `

l)I 喊 : ,
.

殷 c : 二
二

即尹 V(
`
)

.

期有
尹 2> 9’l 使当 }!

二
}}》

, 2
时 V (幻 > c l .

此
}}川咬勺

时在 ii ) 中可 取下二
,
·

2 .

由于 豆
, C 习 C爪

,

若
沈 ` “ ’ `

豆
。 ,

员lJ成 ,
。 + 。 ) 叨

,
若

二 ( o , ` 忍\ 天
。 ,

具巧沿着解
二
( ` )

,

由 11 ) V ( 二 ( `
。 + 。 ) ) < V ( 二 `“ ’ )戈 C : 。

巨p
二 ( `

。 一

, 。 )
` g 卜

故 少夕亡 9
.

靓毕
.

定理 1
.

3 对粗 ( 1
.

1)
,

如果存在莲履可微面数 V (艺
,

幻
:

i ) C ,
l
二
11仍 《 V (云

, 二 ) ` 几 l{
二
!I
仍 ,
其中正常数 C ,

( C : , 。 ) 1 ;

, i ) 当 。 > `。 , · 。
、 !}

· 。

俪
有
臀 + g , a d V ( 亡

, 二
)

·

f (老
, 二
) 《 一 C :

口
二
11饥

,

其中>ca
” ,

下
’

一

a(z 升了
`。 二 o(r

。
> ” , “ >

.

` 为某个常 数 ,
·

lRJ 粗 ( 1
.

1) 存在周期解
.

更且有类似定理 1
.

2的枯果

靓略
.

此定理实盾上是定理 1
.

1及 1
.

2的特殊情形
.

定理 1
.

4 如果对粗 ( 1
.

1) 可似求得理擅可微西数下 (`
,

幻
:

i ) 『 1 ( 二 ) ( V ( `
, 二 ) ` 评 2 ( 二 )

,

其中 平
,
(
二 )

,

平 ,
(
二
)为无穷大定正函数

,

ii) 对一切 云》 杨 和 C 。
《 V 嘴 C 成立不等式

:

等
一

臀
+ 二; 己: (`

, ·
)

·

了( :
, 二
)《 , (。

,
; )

其中 c
。 ,

履适当选取的常数 (0 < C 。
< )C

,

而 0( ` ,

叼

, }上的速擅两数
,

且 0( 亡,
C
。
) < O

,

同时方程

( 1
.

8 )

是在 { 亡
。
《 t< + oo

, C 。
喊、

<

d舫
一 I J ~ ~

二 口L名, 舫 )
U L

〔1
.

9 )

痛足初值条件 c 。
< u ( `

。
) 二下

。
《而上解 u ( ` )

’

。 u (亡
,
下

。

)必有时刻` ,二 : : ( v
。

) > `。使

U (忿
: ,

V
o

) == C 。 。

娜礴
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lRJ 粗 ( 1
.

1) 必存在周期解
,

更且有类似定理 1
.

2即精果
。

靓明
.

对 C 。
> o求得

, , > 0使当 11却 ) , j时详
,
(劝 > C 。 。

假毅 C , = S 、 尹 评 2 (劝
,

1}
二

}1簇
,
·

工

此时在条件 ii ) 中即可选取口 二口
; 。

首先考虑粗 ( 1
.

1) 具有 初 值 拼 “ ) : V (艺
。 ,
拼 “ )) 镇 C 。

的 解 城约
,

刻 由 关 系 式

d 「

d七
}
, .

。 < 。。。; 口对一切。> 。。有v ( , , 二 ( , ) ) > 。 。 ,

因而对一切 `> : 。有 u成 ,列 < , ,

1下 =
t o

如果 }{
、 ` ” ’ 11二

r , ,

即 C 。
< F 。 。 , ` ( “ ’ )三 V

。

簇 c , ,

员lJ根据条件 11)
,

利 用 此 较 定

理
` ’今” 5 ’ 可知

,

沿着具有初值 1卜` ” ’ !1二
, ,的解

劣 (亡)有 V (艺)三 V (云
, 二
(云) ) 戈 U (尤)

,

且必

有一个` : > `。使 V (`
, ) ` C 。 ,

又由上述对一切 `> ` ,有犷 ( `
, 二
( ` ) ) < c 。 ,

即 11
劣
(亡) 1}<

, , 。

因此凡初值痛足 1卜( “ )
11戈

, , (固定亡。 )的解 二 (艺) 二 二 (亡;二 ( “ ’ , 云。 ) 都 有 ` 个 时刻

老: “ 老, ( 二 ( “ ) ) 》 云。使当`》 ` 1时有 】1出 (` ) ! } < , 1 。

必后用定理 1
.

1之o4 的 dlI 样靓明
,

即知粗 ( 1
.

1) 存在周期解
。

再由定 理 1
.

2 可保

靓粗 ( 1
.

1) 存在少周期解
。

靓毕
。

〔注 〕很据本节所建立的共本定理可以引导出 , 系列判别粗 ( 1
.

1) 存 在 周期解

的充分条件
。

因篇幅所限
,

从略
。

即 周期解的稳定性定理

在这节我侧于 谷1的基础上豺流。 一

周期解的稳定性
,

并顺便解决了。 一

周期解的

堆一性简题
。

定义
.

粗 ( 1
.

1) 的 , 周期解城 O = 城云;娜 “ ) , ￡。 )称为在区域 D C砂 内 渐 近稳定

的
, 如果它在 几只n y H o B 意义下稳定的

,

且对于粗 ( 1
.

1) 的具有初始值 拼
“ ) 。 D 的 解

二 (亡) = 二 (亡; 二 ` 0 ) , 艺。 )有
:

l艺” 乙

卜 ) + oo
}}
二
( `) 一 二

( `) }} 。 o
。

定理 2
.

1 对于粗 ( 1
.

1) 潇足 号 l 定理 1
.

2( 或 1
.

3 ,
1

.

4) 的全部条件
,

且存在一个

建擅函数犷
,
(亡

, 二 , , )
:

a ) V l。 + 。 , x , y )三 V : ( 乙
,二 , , )

,

对一切亡̀ I和二 , 乡`习 ,

b ) V , ( t
, 二 , , )》 0对一切云。 I和二 , y 。 习 ,

而 V ,
(七

, 二 , , )三 0 当且只当
二二夕时

,

。 ) 沿着粗 ( 1
.

1 ) 具 有 初值
二 ( “ ) , , (“ ) `夕的 任 意 两 个解

二 (云) == 二
( t ;

二 (” ) , 亡。 )
,

少 (云) = 夕(七; , (“ ) , 艺。 )成立不等式
:

V , (艺+ 。 )气 V ; (云)

其中V : (云)三下
, (云

, 二
(亡)

, 夕(艺) )
,

而当V , (老+ 。 ) == 犷 , (亡)时便有
二 (云) 。 , (￡)

。

lRJ 粗 ( 1
.

1) 存在唯一的在区域习内渐近稳定的。 一

周期解
。
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靓路
。

可只仿照工作 〔 ’ “ 〕的方祛靓明之
。

定理2
.

2 对于粗 ( 1
.

1) 满足 号1定理〕二 2的全部条件
,

且可求得建箱 可 微 函 数

V : (亡
, z

)
:

a ) 评 : 带 (
。
)咬犷 :

(亡
, 。
)《 IF Z带 (

。
)

,

其中平
, * (

:

)
, 『 2 * (

:

)是定正两数
,

b) 对一切作 I和任意两点
x ,

外D ( 越里夕 CD C砂 ) 有
:

a 犷
,

一

万了
`

+ 夕r a d r l ( 亡
, ’ 一 , )

’

〔 J叹亡
, ` 少一 J `亡, , ) 〕戈职 (亡

, r : ( 亡
, x 一 夕 ) )

其中 , (。
, 。 )是 : ·。 。肠、 的。 , 面数

, , (。
, 。 )二 。 使微、 方程 令

一 。 二̀
, 哪 )的

零解
。 “ o 在 IJ 只 n y H o B

意义下稳定的
,
而对具 有 初值

二 。 = V , (名
。 。二 ( “ ) 一夕 (” ) ) > o

( 二 ( o )笋 , ( “ ) , 二 ( “ ) ` D
, y ( 0 ) ` D ) 的上解 U (忿) = U (亡

, “ 。
)今 o ( 云令 + OO )

。

lHJ 粗 ( 1
.

1) 的。 一

周期解在 D内渐近稳定的
。

能明
.

由
一

9 1定理 1
.

2所征
,

粗 ( 1
.

1) 在夕内至少有一个护周期解
,

假投越个解为

只
。) = 二

( `
,

万` o , , ` o

)
,

其次投
二 ( 。 ) 二 二

( ,
, 二 ` o , 。 : 。 )是粗 ( 1

.

1 )的满足初值条 件
二 ` o , : 刀

的任意解
。

会
:
(云) = 二 (亡) 一 二 (￡)

,

lIH 根据 ( 1
.

1 )
, :

(亡)满足方程

d。
_

.--
- .

一
, 、 、

一

夜丁
一

= J ( t
, “ + ` 又云) )一 J t 亡

, ’ L名) ) 三 J ,气名, “
) ( 2

.

1 )

由 b )
,

沿着 ( 2
.

1 )的解
: 二 。

(云)
,

面数 V l (忿)三V ,
(云

, :
( ` ) )满足不等式

:

V l
( ` )喊 U (云)

,

任抬 e 夕0
,

假毅对
二 , 夕` D

,

(云> 亡。 )
`

( 2
.

2 )

刀= 艺。
.

f 详 , * ( x 一夕)
,

由 b )
,

对刀> 0 求得 a l ) O

}
` 一 , }1) e

使当
、 。
簇 a ,

时对一切 t》 老。有 U (云) < 刀
,

且存在 a > o使当 ! 1
2

1! ( 舀时砰
2 . (

。
) < “ : 。

若选取
二 ( 。 ) 。 D 使 !】二 (“ ) 一 二 ( ” ) }!咬 a

,

因而有V ,
( `

。 , 二 ( ” ) 一二 ( “ ) ) < a , ,

振叮沿 着

( 2
.

1 )具有初值
:

(艺
。
) = 二 ( ” ) 一 二 ( ” )的解

。
(云) = x (云) 一 二 (云)

,

由 ( 2
.

2 ) 对 一切
;: 》 亡。 有

牙 , *

(
。 (艺) ) 《 犷 , (亡) < 刀

,

宫口}l
:

(云) 1} < e
,

故
另
(也)为 IJ ” n y H o B稳定的

,

其次
,

对任意
二 ( ” ) ` D 使 V : (艺

。 , 二 ( ” ) 一 , (” ) ) > 0 。

由 b )及 ( 2
.

2 )沿着
。
(艺)有 l￡”

艺峥 + 。 口

犷 , (亡
, 。
(亡) ) = 0

,

巳口 l艺。 If
:

( ` ) 11 = 0 。

因此
刃 (云)在 D 内渐近稳定

。

征毕
` ,

艺兮 + oo

定理 2
.

3 假没 芬1定理 1
.

3的一切条件成立
,

且如果函数V ( 亡
,

劝满足如下 不 等

式
:

(
。
二 仍一约

a丫 (云
, 二一 夕)

口云
+ 夕, a d V ( ,

, x 一 夕)
·

〔f (。
, ,

) 一 f ( `
, , )〕咬 一 C ;

11
: 一 夕 (

.

2
.

3 )

对一切杯 I , 簇 :
川 川! (

r 成立
,

其中介是正常教
。

翩娜了
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RlJ 粗( 1
.

1) 存在唯一 的在五
工内渐近稳定斑* 周期解

。

征明
.

假 毅 二
(云) = 二

( ` ;
二 ( “ ) , 亡。 )是粗 ( 1

.

1 )的旷周期解
, 二

( 亡) 二
二 ( 亡; 二 (“ ) , 云。 )表

示具有初值矛
。 ) ` 五 1的任意解

,

则由定理 1
.

1所靓对一切艺> 亡。 有 }!城 O 日<
, ,

且
二( 亡)

`
R : 。

合
。
( O = 《 O 一 二

( O
,

井考虑定理 1
.

3中粉出的画数丫 (艺
, :

)
:

e :
{卜 }1仍喊 V (云

, 。
)戈。
川

:

}{仍 ( 2
.

4 )

贝U
。
(亡)适合方程 ( 2

.

1 )
,

且由不等式 ( 2
.

3 )和 ( 2
.

4 )息口得

d V (云
, 。
(云) )

d乙

e 连 , , , 、 、

蕊 一

—
F 咬艺

, 么
( 右J )

c Z
-

、 , , ( 2
,
5 )

根据比较定理
c ’ , ’ ` 5 ’ ,

对 V (艺
。 , : ( “ ) ) > O , : ( 。 ) = 二 ( “ ) 一 二 (。 ) ,

由( 2
.

5 ) ( 2
.

4 )得

“ ` , ·
( ` , ,戈犷 (`

。 , · ` , ” 二 ,
卜 令

( `一 `。 , , “ ) `。 ,

一l
二 (: )一 蔽` ) xl 、 lr

二 、。 )一承
。 ) l}(势丫/

仍 . 。二 , 〔一 毛冬 ( `一 `。 )〕 ( `> ,。 )
\ ` 1 / 了 , ` U Z

这挽明成 O在区域 五 : 内渐近稳定的
。

其次由不等式 ( 2
.

5) 有

佘{
V ( `

, ·
( 。) )二 , 〔

令
(`一 `。 ,〕

}
叹 0

因此当 “ `· 时 有 V (`
, ·
(` , )》 V (`

。 · `。 , ) … ,

〔
一

令
( `一 `。 )〕

,

又由 ( 2
.

4 )得

.1
· ( ` ,一万(` , 11》 l,

· `。 , 一牙`
。 , 11

·

(音 )
`

/…
,

〔
一

贵
(`一 `。 )

(云《 亡。 )

故当 `兮 一 oo 时 !}成云)一
二 ( O !1今 + oo

。

筵靓明不同于
二 ( O的具有初值 矛 ” )` 丑 1的 任

何解成云) ( 当亡今一 oo 时 )都是无界的
, 自p成 O不是周期解

,

因此。 一周期解戏 O 是唯

一的
。

靓毕
。

那 局 部 性 周 题

所硝局部性周题
,

是指在坐标原点
二二 O ( 相对于某个抬定的周期运动 ) 的小邻

域内豺流在很小的挫常作用的周期扰动下周期运动的存在及稳定性等尚题
。

首先我俏考虑含小卷数的微分方程粗

令
一 f ( `

, · , + , ( `
, · , + ” (` : 一 “ ,

( 3
.

1 )
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其中
二 ,

了
, p , 。都是

,
雄向量

, 产> o是小参数
,

假毅当卜1}《 h , “ I
, o < , 《 风h挤是 某

些正常数 ) 时痛足如下条件
:

1 ) f
, p 、 q是其所含变元的莲覆向量两数

, 对 公有周期。 > O ,

“ ,对任意

一
” `
刀、 (其中 D

·

三 、 ·

}
! }

X

! ,、 “ , ) 有
:

}1,P (`
, 二 ’

) 一 尹( `
, 二 ”

)
.

}卜 o ( !】二
`

11 + 1}
二 `

川 )
·

}卜
’ 一 二` ,

日

}】g (忿
, 二 ’ , 。 ) 一 9( `

, 二 `, , 召 ) 11叹Q (声 ) !1
o r 一 二` ,

1!

其中Q ( # )今 0 当户今 O时
,

其次 9 ( 亡
, 二 , 0 ) 三 O

,

而尸 ( `
,

0 ) = 0
, 9 (云

,
0

,召 )沪 0 ,

3 ) 保靓 ( 3
.

1) 的解在 ( 一 oo
, 十 oo )上之存在唯一性

,

定理 3
.

1 如果粗 ( 3
.

1) 满足上远假段 l) 一3 )
,

且对方程粗

d男
.

骊厄一 = J吸云
, 二

) 《
、

3
.

2 )

存在连擅可微面数犷 (￡
,

约满足如下条件
:

i ) e ;

!1
二

!}
仍簇 V ( t

, 二
) `

e :

!1
二
11仍

,

对二 `
D

、 , 老̀ I
,

其中常数
e Z> 。 ,

> O
, , ) 1

.

_
_ _

一

a V
1盲 ) 对一切“ 刀、和 亡̀ 里有飞丁

`

+ 。 r o d 犷 (亡、 )
·

f (云
, 二
)簇一

e :
}!
二
}!价

而且 }}g
r a d V ( t ,二 ) }}戈

e ;
I}
邵
{{协

一 ’ ,

其中常数
e 3
> o , 。。 > O

。

111) V ( ` + 。 , 二
) 二 V (亡

, 二 )
,

对一切
x `

D 、 , 亡̀ I ,

加 ) 犷 (艺
,

劝对于、 D 、
具有凸性

。

V ) 对任意
二 ’ , 二 ’

“ 刀 ,和比 I成立不等式
:

(
: = 二 ’

一尹 )

一

旦塑塌二
竺生 + 夕r a d V (艺

, , ’
一 二 ”

)
·

〔f (艺
, : ’

) 一 f (亡
, 二 l)

)〕` 一 e s

ll
二 ’
一

二 “

}}

则存在充芬小的群。
> O ,

、

使对每个肛 ( O
, # 。

〕
,

粗 ( 3
.

1) 在 D 、 内有 唯一 的 在

IJ 朋 y B O H
意义下渐近稳定的。 一

周期解
。

琵明 假投 叹拼 ) = } 11
。 ( `

,

一 “ )一I `
, 显然 , (“ ,是 “ ·

( 0
,

乃 的” ” `

数
,

且 势( 0 )任兰0
。

,
_

,

_
,

~
_ _ _ 。 , _ 、 _ :

~ ~ 。 3 _ _

一一~ _ ~ 一 _ h

刁双垢 1民敌朵忏么儿 阿 第双
一石万, 户 U , 月 水仔止数

T

、
一

不
` 七 4 自

使得对任意
二 ` 。
砂 `五 *

( 其中户 二 {
二
111

二

{1( 厂} )和 `。 I有

11, (`
, x ’

) 一 , (`
, ` ”

) I}《 亩 11
` ’

一分 , ( 3
.

3 )

刻由11) 及 ( 3
.

3) 将两数下 ( 亡
,

劝通挂粗 ( 3
.

1) 对亡求全导数
:

谧
密

/
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乎
一

臀
+ 。爹“ 犷

·

( , + , + 。 ) 、 一

号一 Ir· + 一 , (“ )“
·
11
。一 ( 3

·

` ,

当 ! {
二

“ 叹
, , 作 I时成立

,

选取充分小的声
, < 产 使当O < # 《 产 ,

时

殉 ) 、 诀粉 〔约
’
/二 二

4口` 。一 \ e Z
I

, 二厅、
,

, 代 , ` 、 、 。 , 二
_

_ 二 (红、 2
/.

_

。 ,
二 ` 。 二 、 。

_

~
一

些些
-

其中 a > 1是任意常数
,

如果殷
, 。 = 蔽【一 l

` 仍 ,

刻由 ( 3
.

5) 得
, 。
》 笼

二进 ~

一 、 ’ 产 一

~ 一
’

~
` ..
一 “ ~ ` .、

~
“

少 c\ 2 , “
、 `

~
、 一 ’ 一 了

” 一 勺

由 ( 3
.

4 )知当
, 。
簇 n

二

!1镇
,

时有

d V
c , ,

二
,

晶
一 , 二- - 毛 ;一 代二 】l川 l

`川

d t 一

4

( 3
.

5 )

抓产 )
,

因而

此时由 9 1定理 1
.

3郎知当O < 产 ( 拼 ,
时粗 ( 3

.

1) 必存在周期解
。

更且 11 1)
,

iV )满足时
,

对每个声`
( 0

, 户 ; 〕粗 ( 3
.

)T 至少有一个。 一

周期解
。

假毅 城艺, 召 )是对应于召`
( O

, 产 : 〕的某个 , 周期解
,
而成亡, 群 )是对应于这个召 的任

意解
,

其 初值
二 、 。 ) `元

1 ( 其中万
1
三 {

二

!11城l、
, , }

, , : = 菩 冬̀丫l
。 , 凹 写1定 理

·
-

- , · · ·
- 、 - - ·

一
· -

一
’ ` “

l
”

` · `

”
`

。 、勺 , 一 一
” 一 `

一 尸

3 )
。

具叮。 (亡
, 召 ) = 二

( 云
, 声 ) 一

二 (云
, 产 )潇足方程

d名

万厂 = J ,吸忿
, “
) + 尹

;吸亡
, “

) + q`仁忿; “ , 产 ) ( 3
.

6 )

其 中 f
l。

, :

) 三 f 。 , 么 + 二
(云沪 ) ) 一 f 。 , 二

( 亡沪 ) )
, 尹 , ( `

, z

) 兰尹 ( 云
, 。 + 二 ( 云

, 召 ) ) 一

一 尹( 艺
, 二
( 亡

, # ) )
, g ,

(￡
, : , 召 )三 g (亡

, : + 二 ( 云, 召 )
, 产 ) 一 g (云

, 二
(艺

,声 )
, 召 )

。

根据 号 1定理 1
.

1的类似靓明可知
:

对一切 老》 枯
,

成老, 声 ) ` R气而且
男 (忿

, 召 )
: 五 , c R *

alJ 由假投条件 2) 及 (3
.

3) 对一切 ￡》 ot 有

、},
1 ( ,

, ·

( , , “ ) ) lr、 会 }}
·
(`

,

认) u
,

rlo
l
( `

, ·
( `

, “ )
, “ ) !l、 Q ( “ ) 11

· ( `
, “ ) 。 ( 3

·

7 )

因为 }}代` , , ) 1} `
二十 , ,

< h ,

由定理的条件及 ( 3
.

7 )即得
:

成一击d V (亡
, 。

些)工
-

、 ( 一 冬
+ 。 4

。 ( 。 ) ) 11
。
( 亡

, , ) 11
。

`

如果选取正数户
。
簇 # ;使当 O < 产《 召 。

时 Q(户 ) ( 粤
任 c 4

,

具叮对亡》 老。有
:

d犷 (云
, 。
(

d艺

户 ) )
` 一 辛

一
下( 。

, :

( :
, , ) )

仕 ` 2

此时再根据类似 号2定理 2
.

3的靓明
,

即知。 一周期解城艺,声 )是在丑
,内撕近稳定的

,
且

这样的解对每个产 ` ( O
,户 。

〕是唯一的
。

靓毕
。
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〔注 〕 工作 〔7
’ 8” ” 〕

的拮果可作为本定理的特殊情况
。

其次在本定理中所得到

的 。 一周期解 城 云, 产 )显然有如下 性 盾
:

当召令 O时 式云, 粼 )分 0
。

下面我们利用 且1 ,

号2的桔果来豺湍 E
.

A
.

B a p 6 a lll H甘在工作 〔`“ 〕 中所指出的

不含小参数的微分方程之局部性周题
。

考虑如下形式的非楼性微分方程粗
:

斋
一 j ( `

, · , + 印 (` ,
(

.

3
.

8 )

其中。 砂
,

了和印是
二
雄向量函数

,

对 亡有周期“ > O
。
我们要封流的简题是

:

值毅 f (云
,

劝

是抬定的
,

而寻求怎样的函数代 O
,

使得方程 ( 3
.

8) 在巳抬的周期运动 r
: 二 = 价(艺)的

某个邻域内存在渐近稳定的沙周期解 ( 这里代 O的周期亦为。 ,

但 它 一 般 不 是粗

( 3
.

8 )的周期解 )
0

假毅沪(名)是速擅的且分段可微的
。

引进变换
二分二十 动( O把方程粗 ( 3

.

8) 化为

半
一 f : ( `

, · , + ’ (` ’
( 3

.

9 )

其中 f l。 , 二
) 三 f (云

, 二 + 沪(亡) )一 f (艺
,
沪(亡) )

, 下(亡) 三 砍(亡) 一价
’

(云) + f (亡
,
沪(亡) )

《 ,

若 按

某个法 lRJ 从f
: (云

,

劝中分出其裁性部分
,

剧粗 ( 3
.

9 )有如下形式
:

面 一一

砚不 目 I’ 吸亡)劣 + g叹右
,劣 ) + y L乙 ) ( 3

.

10 )

假殷当 !1
,

卜
h , 一 OO < 云咬 十 OO h( 是某个正常数 )时满足条件

:

1) 矩阵 p ( O的元素和 向量 武云,

幻
,

袱 O 的分量是 亡的 。 一

周期画数
,

且保靓解在

( 一 oo
, + oo )上存在唯一的

。

2 ) n , (`
, 二

) 一夕( `
, , ) t}咬 L !1

二 一 , n
,

其中 11
二

!!喊 h ,

11, ! }̀ h , L 为某个正数
。

击 _
,

_ 、 _ _ _ . ,

_
,

_ _
_ _ ,

二
、

_ _
、 _

_
、

3) 楼性粗 万了 = 尸“ 沁 的基不解短阵 式 气̀ , `“ ) 涌足关杀式
,

1{X (`
, 。。 ) 11( 脚一

“ (云一￡。 )

而 X ( `
。 ,

ot ) 二 E
,

其中 E 为单位矩阵
,

口
, “
是与 枯无关的正数

。

具lJ根据书 〔 ’ 8 〕 号7 3和 怪7 5 的定理
,

存在两个定正二次型 V (云
, 二
)

,
U (名

, 二 )
,

的系数是 悉的。 一

周期函数
,
且成立等式

:

a犷
_ _ , . 、

_
, _

-

万了 + g r “ r 戈忿
, 劣 )

’

尸`名) ` 二 一 U `亡, 劣 )

它们

1 1 )

我仍选取正常数 C l , C Z ,

ca 和 C ;
使得 C :

11
二

11
2 《 V (云

,

幻 ` C 2

11
,

11
2 ,

”夕
, a dV (￡

, 二

川` C。 }}
二

}}和 U (云
, 二 ) 》 4C 1}

二

1{
2。

假毅

_

翩自岁
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S“ 尸n
,
( `川`

0咬云戈田

h C ;口
-

4 a 之C 3C Z ( 6 > 1 ) ( 3
、

12 )

C
, _ _ . _ _

_ C
,

如果令
少 。 二 育万下 九 ,

且在 2) 中取 1J = 万万丁 ,

n1J 由仁3
.

11 )及戈3
.

12) 得知当、 ` 11川咬九
. 心 2

“
U 3

时对一切 亡》 亡。 有

令
一

等
十 二

必
〔(P

亡,· 十 。 (`
, ·

,+ 、 , , ` 一

豹、
’

此时由 号
.

1定理 1
.

3即知粗 ( 3
.

]
_

0) 存在 。 一 周期解
,

再根据 愁2 定理 2
.

3 可只靓 明粗
` 。 , 八 、 、 石 ,

,
,

二 _
_ 立了鱼丫八

, \
, 、

。 * * , , 、
。。 , 。 、

。 、

。 , 。
( 3

.

10 )在五
,
(其中

, 1 = 母 {升 】` 2 ` > 1) 内存在唯一的渐近稳定的 。 一

周期解
。

、 一
’

一
`

一
’ 、

/ 、

”
口 \ 〔少2 /

,
- - 一 ” 切 ’ `

一一
『

一 ` ’ 口 `

一
, `甘
~

` 一

“
“

’ J “ ` .

因而我们靓明了如下桔果
:

定理 3
.

2 如果粗 (3
.

10 )满足假段条件 1) 一3 )
,

剧当 & 甲 11代 t)I I满 足 不等式
0 ( 亡戈口

( 3
.

12 )时粗 ( 3
.

10) 在丑
, 内有唯一的渐近稳定的 。 一

周期解
,

因而粗 ( 3
.

的 在巳抬周

期运动 r 的充分小邻域内存在唯一的渐近稳定的少 周期解
。

〔注 〕 我们还可么适当推广 E
.

.A B a p 6 a lll H任提出的简题
,

按照定理3
.

1 的类似

条件豺肃此 ( 3
.

8) 更一般的微分方程粗在已抬周期运动 r 的某个邻域内 存在渐近稳

定的 田一 周期解
。

号4 非 局 部 性 简 题

所稠非局部性简题是指
:

在天范围的区域甚至在全个塞简 E ”

内豺湍 周期解的

存在和稳定性等尚题
〔“ 、 在这种情形

,

挫常作用的周期扰动力一般是可以很大的
。

我们考虑如下类型的微分方程粗
:

瓮
· , (`

, ?

卜 ” ( `
, · ,+ · (` ’

( 4
。

1 )

其中 形召“ ,

了
, h , 。

是
、
推向量函数

,

对 云有周期 。 > 0 , 假段
:

l ) f
, h , 。

对一切 狂 I ,

形砂 都有定义且莲糟
,

使 (4
.

1) 痛足解在 ( 一 。 , + 二 )上的

存在唯一性条件
。

2 ) 1】h (云
, x `

)一 h (云
, 二 ,

) 1}( L 卜
’ 一 二 ”

1}
,
其中

二 ` , 二` , ` 石伟 , L 为某个正常数
。

划 1
。

()t }}簇叮 对一切 炸 I
,

,1I 是正常数
。

在这些假投条件下
,

微分方程粗

d 男
一

~

蕊万
~

= J ( 艺
, ` ) ( 4

.

2 )

起着重要的作用
,

如果把它看作是相对于粗 ( 4
.

1) 的未扰动粗
,

lRJ 在 ( 4
.

1) 中的函数

h( 亡, ,
)和 “

(均便是描述某些挫常起作用的周期干扰因素的随机两数 ` ’ “ ’ 。

此 时 可以
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类似 号3定理 3
.

1作出相应的定理
, 由于定理的叙远和靓明很相似 ( 只不过甜箫的区

域扩大了 )
,

故不再作扣群箫远
,

在这方面对非局部简题的研究已有不少工作
,

例

如〔4
,
5

,
9

, 1 1 , 1 7〕 ,

其中在〔1 1〕中所提到的一些粘果都可用本文的方祛甜希之
。

值得注意的是
:

利用工作〔9
, 17〕的方抉和 怪1 ,

芬2 的基本定理
,
可么作出一系

列的判别周期解存在及其稳定性的充分条件 ( 包括局部的和非局部的简题 ) ,
作为

示范
, 我俏可只对粗 ( 4

`

1) 建立如下定理
:

定理 4
.

1 对粗 (4
.

1)
,

假 毅浦足条件 1) 一 3 )
,
且 f( 云,

习对
劣
有 莲 擅的一阶

偏导数
,

如果存在定正的
” 叉 ” 阶实对称常矩 阵 A ,

使得对 称 化 矩 阵 J (云
,

约 二

二士 { A f
: ’

(`
, 二
) + 〔f

: ’

(云
, 二 )〕* A } 的最大特征数

A 〔J (亡, 二
)〕《 一 a

< O ( 4
.

3 )

对一切 拄 I
,

。 砂 成立
,

其中
a
为常数

,

剧粗 ( 4
.

1) 存在唯一的全局渐近稳定的。 一思

期解
。

歌
.

考虑定正二次型 V (幻 二 (A
二 ,

劝
,

由假殷条件得到

l d犷

Z d云

_ _

d劣

二 r A 一 , 二 -一 .

a 芯

` )峨 (」几
’

( t
,
奋)

二 , 二
) + 。 L !{

`

}}
2 + 。卫1}

: c

!}
.

其中 右二 s 二 ( o 戈 s咬 i )
, p 二 }IA I}

,

如果毅
?

, 。
=

( 4
.

3 )
,

当 1}
:

}}》
, 。

时有

4夕万
a

,

且取 L ` 一

不矿 lRJ 由 上 式及

雀合
一

喊 一 aI }万}“
肠 `

根据 怪1定理 1
.

3 ( 此时
, 二 + oo ) 即知粗 ( 4

.

1 ) 必存在 , 一 周期解
。

假投
二 ( O是 (4

.

1) 的沙周期解
, 城 O是它的任意解

,

合 Z (约二城 O 一 二林 )
,

具吐

由假毅条件郎得

己V ( Z (亡) )

d亡

、 一 Z a*}z ( ` ) }1
2 + 2 。二 )}: ( ` ) }{

2 二 一
鲁

。
}}z ( , ) }}

2

`

利用类似 号2定理 2
.

3的希靓郎知 城 O是全局渐近稳定的且唯一的
。

就毕
。

〔注〕如果只是考虑周期解的存在简题
,

而不保就其稳定性和唯一性
,

lPJ 对方程

的类型和定理的条件都可只放得更竟一些
。

作者对胡金昌教授的热情指导
,

表示衷心的榭意
。
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