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二阶淮性自共顿矩障微分方程解的定性

沈 舜 愉

(数学力学象 )

摘 要

本文封渝微分矩障方 程 ( 土 )
。

在 9 1 举出振动的
、

强振劫的
、
和非振 动的解的

某些充分条件
。

在 9 2引进与双曲正弦余弦比拟的矩障函数
,

从此推得在有 限 幅度内

的非振动定理
。

最后
,

在 9 9 3
,

4 考虑这些矩障解的渐近性态和有界性的条件
。

由于大范围变分法共扼点的研究 ( 例如 M
.

M or se 〔幻 第四章 ) 当 其时 引起矩

阵微分方程解的研究
,

W
.

M
.

W h y b ur n〔2 〕用 K r o n
ee k er 矩障乘积来作 出矩障解的

定解
; w

.

T
.

R e id 〔3〕作出了` 系列矩阵解的定 性
。

近年 J
.

H
.

B a r r e t t 工作〔4〕〔5〕

有 T 很多新的进展
。

本文随着 B ar er tt 工作
,

进行作矩阵解的定性研究
,

企图将二 阶楼性自共扼 ( 碗

量 ) 微分方程的某些性质推广到矩阵微分方程

( P X
’
)
` + Q J == 0

其中 J
、

p ( 亡)
、

Q (亡)替为 、 阶方阵
,
p 。 )

、

Q (艺) 为 之(亡
。
《 艺 < OO )

r

表对 亡的导数
。

( 1)

的莲值面数矩障
,

在 怪1 中箱出判定方程 ( 1) 的振动
, 强振动

,

非振动的充分条件
。

在 怪2 中对此于工作 〔5 )引入双曲正弦矩阵 S 和双曲余弦矩阵 C ,

井 由此 得出

一个 ( 在有限区简上的 ) 弈振动定理
。

在 号3 中
,

考虑方程 ( 1) 的解的渐近性态
。

对 p
、

Q作出若干限制后
,

可得到一

系列的拮果
,

这些桔果是推广了 R
.

B e l lm a n 〔6〕,
A

.

W i n t n e r 〔7〕
,

W
.

F
.

T r e ll c h 〔8〕

等的工作
,

并且还得到一个非扳动的充分准 lRJ
。

最后
,

在 9 4 中
,

考虑方程 ( 1) 解的有界性
。

对于非自共朝方程

本文于 19 65年 5 月收到
。
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X
,` + p (亡) X

’ + Q ( 亡) X 二 0 ( 2 )

若合
致

! )

一 ( {:
。
p ( · , d·

)

甲 (艺) = I, (云) Q (艺)

剧方程 ( 2 )可写为 自共扼方程
:

( p (艺)工
产
)
` + Q(云) J = 0

因此
,

不失一般性
,

我们只考虑方程 ( l) 便够
。

本文所采用的矩障 A = (勺 ) 的范数 }IA !!为 其 各元素 平 方和 的 平方 根即

, ,̀ ,,一

丫)蔚硫
而 `

” (
次 )B 意“ ” (“ 一 ” · ( 0 ( Z̀ (` 一 ”

x0<
,

其中 义为 。 行 1列的任意非零矩阵
,

而 护 表 x 的棘置矩阵
。

粼 振动性
,

强振动性和非振动性

考虑方程

( P J
’
)
’ + Q J 二 0

其中 p
、

Q满足条件
: i ) p

,

Q 在亡) 艺
。

建植
, 11) p 为定正对称炬障 (艺》 艺。 )

, 111) Q 为

对称矩障 ( t》 云。 )
。

首先引入此后挫常要用的基本定义

定义
〔弓〕 方程 ( 1

.

1) 的两个解 U
、
V 的 W or n sk ian 定义为常矩障

W ( U
.

V ) = U *
p 犷

` 一 U ` 带 p V

趁类似于种量方程 关于 两个 解 的朗 斯基行 列式 的 定 义
,

但 一般地有
:

秘 ( X
.

J )笋 O 其中 了 是方程 ( 1
.

1) 的任一解
。

评 具有一系列的性质
,

这里引用若干对于下文的豺希是必需的性质
.

毅 U
.

V 为 ( 1
.

1) 的两个解
,

lHJ 砰 ( U
.

V )具有如下性厦
〔 ` 〕 :

( 1) W ( U
.

V )是常矩障
.

(2 )若 砰 ( U
.

U ) = O
.

A是常障
,

RIJ U A 也是 ( 1
.

1) 的解
.

且 干以 U A
.

U A ) 二 0 。

( 3) 若 W ( U
.

下) 二 E ,
伴 ( U

.

U )二 l以 犷
.

V ) 二 O ,

又存在 尹
、

使 U ( 艺
带

) 非奇异
,

而 X (均是 ( 1
.

1) 的任一 解刻 存 在 常 矩 障 A 二 一 汗 ( V
.

J )
, B 二 丫 ( U

.

了 )
.

使

万 二 U A + V B

(4 )若 U (协是 ( 1
.

1) 的非奇异解
, 艺

。

簇 亡` 奋
,

使 『 ( U
.

U ) 二 O ,

fllJ 存 在 解

犷
·

使砰 (犷
·

F , 一 “ , I犷 ( U
·

犷 ,一 “ ,
犷一 U “ 其中“ 一 f:

U 一 (
·
,尸一 (

·
) g

,
一 (

·
) “

·

枯 <
。 < 睿

,

更且 五 是定正障 V 是非奇异
。

定义
￡弓 ’
方程 ( 1

.

1) 称为振动的 (对很大的协
:

若对于 ( 1
.

1) 的每一解 X (亡)
,

有
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W (X
.

X ) = O
,

且对每一数 亡》 枯 有数

首先抬出两条引理

引理 1
`

1 投 p
.

Q痛足 条件 i )
, 11)

,

解 ,
作变换 J = H r

,

RIJ Y满足方程
:

尹 > 乙存在
,

使得 i J (之勺 } = 0

且 rcot
, 一 (· )“ · 存在又 J (` ,为 (`

·

` , 的

( H p H Y J
’ + H Q H Y 二 0 ( 1

.

2 )

其中 H (O “

引理 1
.

2

是振动的
。

J
:的 p一 川 击 是非奇异对称矩障

。

若 P
.

Q满足引理 1
.

1所殷条件
,

且方程 ( 1
.

2) 是振动的
,

lRJ 方程 ( 1
.

1) 也

根据上述引理并应用工作 〔们 中定理2
.

1及 R
.

A
.

M oo er 〔” 〕工作可得出如下的

定理 1
.

1 若 p
.

Q满足条件 i )
,
11)

, 111)
,

毅 G = H p H
,
五 二 H 叼 H = (

, ` , )
,

伊
’ 二 ( H尸刀犷 ’ = ( 翔 )

.

若人 是半定正阵
,

且对于某个 万 = 1
.

2
,

…
。。 ,

有
:

r OC 一

J
_

g丑叹哪 = + 阅
公q

r OC
J

_

T K丑 a L = 十 OO
一
名O

剧方程 ( 1
.

1) 是振动的
。

其中 G 二 是矩阵 G 一 ’
以 O代替 gE

二 后所成的矩障
。

定义方程 ( 1
。

1) 称为强振动的
:

若对于任一 艺》 云。 及 解 J (艺)
,

存在尹 > 云 ) 亡。 ,

使 X (户 ) 二 0
.

显然强振动必定是振动
,

但反之不真
。

定理 1
.

2 毅 p 二 E ,

Q = (夕̀ , )痛足条件
:

存在 亡, > 云。使 叮̀ , > o (￡
、

了== 1
.

2 ,

…
, ”

)

.

OC`> ` : , 并且 J
。: g “ d`一 + OO ( ￡一 1

·

2 ,

…
, `
)若 ( 2

·

1 ) 的解 X 一 (“ , ) 具有性质
:

存

在 t Z》 t。当 艺> ` 2时 ,
有

二` , ) O
,

( :
,

了= 1
.

2 , … ? ; )
,
具叮方程 ( 1

.

1 )是强振动的
。

征明
:

殷 了。 ) = (
二 ` , )为 ( 1

.

1 )的解
,

当 艺》 忿2 > ￡o

时
,

有
, ` , 》 o 令 亡 = 万 a 劣。 : , 云2 )

,

只IJ当 云> 艺> 亡。 时
,

有
: 二 ` , > 0 , 外 I> 0

,

(艺
、

了= 1
.

2 ,

… 。 )

现在题明
,

在万> `之后
,

必有 尹 ) 云使勺 ( ` , ) 二 o
,

i(
.

j 二 1
.

2 ,

… 。 )
。

若其不然
,

刻有 勺 > O
,

对某个 ￡
、

了
, 1 《 ￡

、

J ( 。 , ;》 t
.

由此
“

U
北二 l

g `。二 : ,叹 一夕“ “ , < 0
,

(亡》 亡)
,

因而
二` , ’ 单稠减少

,

此时有二种可能
:

1) 对于一切 ` 》 云 ,
恒有甸

’

> 0 ,

勺单稠增加
, 从而当 ￡> 亡时

,

勺 》 “
) O

于是一 、 - g `! 。 ,

一 、 一
玲

g“ “ ! + 一 ,

一
当 ! 咔一 (

一
(7) )与一 > 。

相违背
。

2) 存在下》 下
。

使当 ,

沂时
, 二` , , < o

,

因为 二 ` , ,单稠减少
,

且 气 , (介 < o
,

故

当 : 》 了时
,
有

二“ , < 一 C Z
( C

Z
> o )

。

由此得
: 二` , < 一 e Z̀ + C 3 ( C 3 = co

, `对 )
,

当 `咔 。

时 气 , 今一 oo
,

与 气 , > 0相违背
。
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故此必存在
·
艺帝 > 亡) 艺》 亡 。

使
二 ` , ( t

带 ) = 0 ( 艺
、

了== 1
.

2
一

?` )
,

即 二
(艺
带
) 二 0

.

注
。

若将定理条件 勺 》 O
,

改为 勺 咬 O
,

lRJ 定理仍具
。

现在斡到非振动性态的豺盼
。

定义
.

〔幻方程 ( 1
.

1) 称为非振动的 (对租大的 幼
:

若存在数 ` ) 亡。
和解 J ( 亡)

,

使

得
: [汽工

.

J ) = o ,
且 !工 (约 }产 。 ,

对 丁《 , < oo
。

易靓如下的

引理 1
.

3
.

段 p ( O 非奇异
,

且二阶导数存在
,

若 p 一 ’ p
’

是反对称障
,

则存在具

有二阶导数的正交矩障少 (灼作变换 X 二 T Y ,

可将方程 ( 1
.

1) 化为

Y `, + 名(￡) r = 0
,

其中 8 (亡) 二 少
一 ,
( 毒 ( p

一 , p
,

)
2 + p

一 , Q一 告p
一 , p

, ,

) T ( 1
.

3 )

由此
,

有时我们可将对方程 ( 1
.

1) 的考察斡化为对方程 ( 1
.

3) 的考察
。

定理 1
.

3 毅 p 满足引理 1
.

3所殷条件炬阵尤 ( O = 毒 ( p
一

毕
’
) 2 + p

一 ’ ( Q一 丢P/
,

)

的对称部分 兀
“ 二 丢 ( 无 十 K 裕 )

,

殷 K
“

的最大特征根为 A ( 亡 )
,

若碗量方程 砂 +

n ( ` )
二 二 0 是非振动的

,

则方程 ( 1
.

1) 也是非振动的
。

靓明
:

根据引理 1
.

3 方程 ( 1
.

1) 可通过变换化为 ( 1
.

3)
,
并且 S (O = 少一 ’万 T

.

即 = T一 ’兀
“

烈户为 S 的对称部分 )
,

因而 oS 与 K
“

有相同的特征根
,

故 (A 幻 E 》 S根

据 P
.

H a r t m a n a n d A
.

W i n t : l e r 工作
〔 ’ ” 〕中的推湍知方程 ( 1

.

3 )是非振的
,

再由 少的

非奇异性知方程 ( 1
.

1) 也是非振动的

即 由 P r 叮 er 变换所引起的双曲函数矩障

这里引入所硝双曲正弦矩障 S 和 双曲余弦矩阵 C ,

其性厦与碗量函数 hs
,
he 相

类似
,

此外
,

藉助于 5
.

亡
.

可推得一条在有限区周土的不振动定理
。

为了下面的需要
,

廷里仅限于有限区简 老。 ` 云 ( t : < co 上豺希
。

考虑方程粗
:

r
产
== Q Z

, Z 夕 二 QY

其中 份是 亡 ( 老
。
戈 云叹 亡, < oo ) 的建擅函数对称矩阵

,
剧由存在定理 (2

.

1) 存在一粗

期竺
:

r 二 习 ( t、 二 S ( t
o ,

_

且滞足初始条件
:

` ;
乃

,

Y (云
。

) =

Z 二 C ( t ) == `少(亡
。 , 亡; 叼) , (艺

。
镇 艺咬 t : < OO )

0
,

·

Z ( t
Q

) 二 召
.

当
。 二 l 或 印痛足条件

:

份汉
: 二

t o
,

爪
`
卜

吕“

(

{:
。

吓d ·

。 。
.

石(老,
一 ( {:

。

奋己
·

)

r
`

se
`

一份

、、、,/

rd
ù份

O

三咨乙L

r.ee
J
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当 。 = l 时
,

熟知有
: e h Z一

。 h Z 二 1

对于
, ;

> l 情况
,

我俏也有类似的精果
:

C * C 一 召* 名 == E , C * 召 二 召* C

C C *
一 5 5 * 二 石 , C名* 一 刀〔件

其靓明方诀与工作
〔 ” 〕中定理 1

.

1
.

相同
。

定理 2
.

1 若 J ( O 是方程

( P J
`

) ’ + F J 0 0 ( 2
.

1 )

的非平凡解
.

其中 P
、

F是对称莲擅矩阵
,

且 P是定正阵
,

若 工 ( t
。
) 二 O

,

lHJ 在 云。 《 云( 艺1

< oo 上
,
甲 ( J

.

X ) 二 O
,

且存在一个对称莲箱矩阵 Q 和一个非奇异连履可微矩阵五
,

使得

工 (它) 二名
*

(忿
。 , 艺; Q )人 (老)

P (亡) X
’
( ` ) 二 C *

(云
。 , 亡; Q ) R (亡)

而且 丑
、

叼潇足方程

万
, = 一 {加

一 ,
石

* +
加万

*

} 弃
,

反
`。 ) = p ( `

。
)X

`

( `
。
)

.

Q = C P
一 I C * 一 名尸 S *

因为我们仅限于有眼 区 简豺篇
,

故由S
、

C 的 速擅性知 S
、

C 是有界的
, 因此可

仿照
〔 5〕中定理 2

.

1
.

题明之
。

定理 2
.

2 若芬是连擅对称定正矩阵
, 员J

万( ,
。 , 。。 ;

奋) = o
,

I欲
`。 , 。 ;

奄) }产 。 (` > : 。

)

i 若(`
。 , 。 ;
扔 j笋 。 ( , > ,。 )

靓明
:

假投 }氏
` 。 , ` ;

奋) ! = 0
,

对 , = 犷
.

尹是使得 !若 }。 o的最小 `值
,

显然户 > `。

合 无 = S C一 ,
.

老。 《 ￡< 云
*

IHJ K (亡
。
) = O

,
_

且 K ( O是对称障
。

又 丑 ,二户手
1 一 蔽介

1

子子
1 二 奋一 无心吮 (枯二 。 < `* )

这方程可写为形如
:

丑
夕 + A兀 + 兀 A * 二 Q ( 2

.

2 )

其中 A = 告 K Q

齐次方程 万
, 十 月K + 万A 辛 = 。 的解是 无 “ J (约M J *

(的

其中万是常障而 J (均是方程
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J 护 = 一 A J

的解
,

故非齐次方程 ( 2
.

2) 痛足K (气 ) 二

J ( `
o

) 二 E

O 的解是

、 ( , )一 J (` )
{ r:

。 J 一补一 “ ·

}
J ·
( ` ) `。 、 ` < `·

因而 K ( O ( 钻咬 亡 < 尹 ) 是定正的
。

现在 S = K C ,

C }二
。二尹

C ` = 心S = Q尤 C ,

故有
:

{ r{
。 `· (社 , “

·

}
(`

。

“ <
’̀
)

因为 QK是定正障
,

故 艺, ( Q无 ) > O
,

( 几戈 亡< 亡串 ) 因而

忿, ( QK ) d
:

O

,甲J乙
三

l
甘`

之
.
.

P劣6

根据速擅性 加 ( Q尤 )击产 一 oo 因而
*OJ卜Jó

.rJ

e ? ,

{f::
七· (初 , d·

}
护 “

但与 }仇 *t ) 1二 O 相违背
,

故此得

}C ( , ) 1笋 O

又 歹一袱
。

沙奋莎
一 ’
介

(亡> 亡。 )

因此由 1酬笋 O

}
> 。

可推得 }闰产 。 (。> `。 )

推骗 假毅在方程 (2
.

1) 中 p
、

F 是对称连擅矩障
,

且 尸 是定正阵
,
F 是定负阵

,

若 X ( )t 是 ( 2
.

1) 的满足条件 X (场 ) = O 的非平凡解 lRI

! 万( 云) I笋 0 1工
,

( t ) l产 0 亡> t。 ( 2
.

3 )

靓明
:

由定理 2
.

I J ( t ) 二 5 . (亡
。 , 老; Q )人 ( 艺) ,

P (之) J
’

(之) = C带 ( 艺
。 , 亡; Q )大 ( ` )

,

其中刀是非奇异阵
, 奄= C p 一 ’ C帝 一 S F S .

因为 户 是定正障
,

故 p
一 ’
也然

,

而尸是定负对称阵
,

故夕是定正对称阵
,

因而

由定理 2
.

2焉上得出粘希
。

此推希的拮希乃表示若把相应于 ( 2
.

1) 的向量方程

( P 以
r
)
` + F 以 二 0

( 其中 , 为向量 ) 作为 Jac o ib 方程
,

刻其在区简 t。 戈 亡《 t : 上跳解所对应的极值曲接

不存在共朝点
,

即沿着其所对应的极值曲接
, 普适合 aJ co id 的极值判定条件

。

由 ( 2
.

3 )看出
,

在痛足推瑞的条件下
,

方程 (2
.

1) 在区周 t。 《 乙 ( 亡, 上是非振动

的
。
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虽3 解 的 渐 近 性 态

在这一节中将拾出方程

( P X
夕

)
护 + QX == 0 ( 3

.

1 )

( 其中 p
、

Q 是 亡 (亡
。
《 ￡< oo )的述精两数矩阵 )解的若千表示形式似及渐近性状由此

更可判定解的稳定性及振动性
。

定理 3
.

飞 。 p (` )为、 正对称矩 ,
.

H (。 )二 Jcot
p 一 (

·
)汉

·
存 在

,

且 方程 ( 3
.

, )

存在解 U (约
.

潇足条件 W ( U
。

U ) = O
,
U今石 (亡分 oo ) 若

,

`;仍 二一 ( `)
_

!
` p 一 (

·
) `一 。 ,

、 ` , ,、
: 、 ` ,

( ;
,

,
, 、 一 ,

, 2 , 二

;
,·
)

其中 C为非奇异常矩阵
, l 为 常数

,

从p
为 H

一 `
的元素

,

lRJ 方程 ( 3
.

1) 存在一个解

V ( ` )
,

使 H
一 ’ V今 E , :今 oo

,

且 ( 3
,

1) 的每一解可表为
:

J (￡) 二 ( E + Z : (忿) ) A + H (亡) ( E + 2 2 (亡) ) B

其中A
.

B是常矩障
,

而几 (约峥 O
, `峥 oo

, 无二 1
,
2

。 明
:

二 v , 、` ) 一 H一。

!
根据题段可征明 玖 (约兮 C ,

亡

( U
*
尸 U )一 ’ d :

亡o

(云咔 oo )

( 3
.

2 )

由 ( 3
.

2 )
,

二 V ! 一 U

{
根据甲的性盾 ( 4 )知 V Z = H V :

( U
带
p U )

一 ld :

云o

是 ( 3
.

1) 的解
,

且

W ( V Z ,

V Z ) = 0
.

W ( V Z , U ) 二 E

故由详的性盾 ( 3 )
,

方程 (3
.

1) 的每一解可表为
:

J ( O = U A + V Z B
.

其中 A , B是常阵
。 . `

又由 U及V Z的性态
,

更可表为
:

X (亡) = ( E + Z 一(艺) ) A + H (忿) ( E + 2 2 (亡) ) B

其中 Z试灼今 O
, 老令 ao

, 无二 1 ,

2
.

此定理排除工作
〔弓〕中定理 1

.

]
.

.

的情形
,

实际上
,

由于H (约的 存 在 性
,

显 然

p (约不可能趋于某个常阵
,

由 H 的涵义
,

更可看出
,

当 `今 oo 时
,

H (O峥 O
,

因而在
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痛足此定理的条件下
,

方程 ( 3
.

1) 的一切解智有界
,

而在
〔今〕中定理 1

.

1
.

的情形
,

由解

的表达式看出 ( 3
.

1) 的一切解替无界
。

利用 〔心〕中定理 1
.

1和定理 1
.

3可得

印
定理 3

·

2 若 尹 一 E ,

{
、 亡! ,? lId乙 <一 , lJ̀ 3

·

, ,的任一解可表” :

X (艺)二 ( E+ Z ,
(亡) ) A + 亡( E + 2 2

(亡) ) B

其中A , B是常阵
, Z 。 (乙)今 0

,

(老分 oo )
, 无=

注
.

上远二定理可作出力学某些推希
,

2 ,

抬动力系就
:

J q ,

d乙

a H
a尹

r

d尹,

汉艺
( , = 1 , 2

,

… , ?:
)

了
二
一口孟a一口

一一一

段
Z H 二 g * Q(乙) g + P

*五 (亡) P

这在橙平衡位置的振动
,

H不含趣傅填 叹̀约 是应有的事实
,

看 E
.

T
.

W ih 七t a k e ;书 〔 ` ’ 〕 ,

C h
.

V ll
.

故可按此推广到非胜定系貌

合 五二 p 一 ,
剧得

:
p y , ’ = Y Z , r Z ’ = 一 QY :

启p ( P r , ’ )
` + QY , = 0

故若定理 3
.

1
.

条件适合
,

lBJ 雾解为稳定
,

此敲断包括在力学中临近平衡位置的

振动稳定性粘果 ( 例如见书 〔” 〕 )
:

其动能
、

位能分别为 p
, q的正定二次型

,
若适合

定理 3
.

2
.
,

lRJ 零解为不稳定
。

若考虑尹
,

Q取某些特殊形式
,

刻可得救深刻的拮果 ( 群见作者毕业蔬文 )
。

只上抬出矩阵方程解的表示形式
,

实际上
,

我们关心的是当 云峥 ` 时
,

解的性

态如何
,

下面就这简题进行探时
。

定理 3
.

3 若 p
,

口浦足条件

1 ) p 非奇异
,

叼羊 0 。

( 3
.

3 )

2 ,

J
, 。

!;
。

,̀ p
一 ’

(! ) ,, ,,。 (
吕

” ,“
吕 “ ` < -

剧 ( 3
.

1) 的任一解告存在有限的极限 X ( co )
,

靓明
:

方程 ( 3
.

1) 的解可写为
:

( 3
.

4 )

且方程 ( 3
.

1 )
,

是非振动的
。

二
一 j; r二

尹一 (
·
)。 (吕 ) X (

吕

,“ 吕 “ · +
J;

p一 (
·
,` , 1“ · + C Z ( `》 少 ) `。 , ( 3

·

5 ,

其中 C ; , C Z是常矩障

万。 二
」I “ 不

T 《 丁
簇 乙!}

X ( : ) 1}
,
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饥 一
丁厂,.p 一 (

·
) ,,,̀ C

l

口“
· + ,,仇”

·

无 一 r厂j二!
}p一 (

·
, ,, ll Q(

吕 , ,l“
吕击

由条件 ( 3
.

3 )
、

( 3
.

4 )
,

且当 T今 oo 时
, 无峥 O

,

知
“ , 无均存在

,

满足
:

M : 戈M :忍+ 跳

故可选取足够大的 T ,

使无了 1 ,

因而得
:

” 。 `

尚
< OO : 故有 hx( )ltI `

尚
特别地

,
’

当 老兮 , 时
,

( 3
.

1) 的任一解有界
。
由 (3

.

5) 有
:

.

加
. , ,

的
J ( , )三 一 1 1

`

p
一 ’ ( : ) Q (。 )工 (

s

)己
3 d: + { p 一 , ( r ) c l d : + C Z

户 全 ` 工 ’ 了

由定理所抬条件
,

知上式右端收傲
,

故X ( OO )存在且有限
。

砚在解明 ( 3
.

1) 是非 振 动 的
,

郎 要 靓 明 存 在 一 个 解 J o( O 和 誉) 枯
,

使

W (X
。 .

X
。
) 二 O

,

}J
o
( ￡) 1笋 O 老) 右

兹取C : 二 O
,

仇 , E ,

lHJ

J
。
( , ) = 一 f

’

f
r
尹一 ` ( : )。 (: ) J

。
( : ) d o d : + E

痛足上述条件
。

这里选取足够大的 T ,

使无簇 e
,

其中 e 是任意抬定的正数
。

首先 `
。 ,

一 J;
p 一 ( ` ,。 (吕 ) J

。
(
吕

,“ 吕

由上远靓明 J
。
( O是有界的

,

故对足够大的 T ,

有 J
。 了

( O咔 O
, 艺今 OO

,

因而甲 ( X
。 .

x
。
)今O

, 老兮 oo
,

由『的性盾 ( 1 )
,
甲是常阵

,
故『〔X

。 ,

J o) = O
,

其次靓明存在右》 T 》 枯
,

使 }J o( 云) }笋 O , 亡》 誉
。

若对老) T ,

IX
。
(约 }笋 0

,

fRJ 定理成立

若存在 亡: > T ,

使 IJ
。
( 云

1 ) } = O
,

刻存在非雾常矢量
a ,

使X
。
(亡, ) a = 0

。

合
二 ( t ) = X

o

(￡)a

一
,

八 l t f :
劣戈曰 = 一 1 1

J 了 J Z

员叮: ( O满足方程
:

p 一 ’ ( : )叼( s )二 ( s ) d s d : + E a

由此得

0 二 二 ( 老1 ) “ 一 {
` ’

!
r
p 一 ( · ,。 (吕 ,; (

3 , “ 吕“ · + “ “

2 2

此时
,

等式右端可充分接近 E a
沪 O

,

而左端为雾
,

这是不可能的
。

故此 }X
。
(云l) 笋0

t 》 少 ,

因而方程 ( a
.

1) 是非振动的
。
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当“ = 1时
,

本定理便是 2
.

O iP al 工作 〔` 2 〕中的定理 亚
。

推渝 抬出方程

X
口 + F (约 = O

其中F是连糟面数矩障 ( t
。
《 亡< oo )

,

若存在二次可微画数泥(艺)
,
使

( 3
.

6 )

,

伪一
.

J`
。 又 1ID , (孟 ) !j d艺< `

其中

的
。

一
一 ,

。 d r
孟 = 泥(艺) I

es ; 下二 , 一二一
’

J 云 流`

吸r )
又二 之(忿) E

,

D 尸 ( 又) = 孟
`, + F 孟 员IJ ( 3

.

6 )是非振动

定理 3
.

4 投尹
、

Q痛足定理 3
.

3
.

所毅条件
,
更段存在足够大的 T ,

使

二一 (` ) f;
。 ( · , d· , “ , `” OO

( 3
.

7 )

r OC
.

}Ip ( ` ) 1I J
` jl p

一 ’
(
r ) l}“ r 一 口 ( ` )

’ ` 今 `

刻 ( .3 1) 的任一解 X ( t )
,
有 了

`
(O分 O , 艺兮 OO

,

更且存在解 X
。

( 0
.

使

X
o
(艺)兮 0 ,

`

p (云) J
。 护

( 之)今 E (云今 aO )

靓明
:

因为 尸
、

Q满足定理 3
.

3 的条件
,

故此 (3
.

1) 的任一解 X (约当 乙兮 oo 时有
_

_ _ ,

OC
_

_ _ _

界
,

又由条件 ( 3
·

4 ) 知 J
。 !I p

一 ’
(亡) Il d 亡收献

,

因此 p 一 ’
(云)今 o

,

当 亡今 OO
·

现在迭取这样的 T ,

使当 艺> T 时
,
p
一 ’
(忿)今 O

,

X ( O有界
,

且 ( 3
.

6) 成立
,

由方程 ( 3
.

1 )得
:

工
,

二 一 p
一 1
( ` ) f

’ 。 ( , ) x (
。
)己

: + 尸
一 , ( ` )。 ,

一

2

显然等式右端收欲
,

并且趋于零
,

故此 X
`
( O兮 0 , 亡兮 co

,

此外由定理 3
.

3 知存在

解 X ( )t
,

使 万 ( oo )非奇异 ( 因为 ( 3
.

1) 是非振动的 )
,

因而存在解 X
,
( O

,

使

J ,
( 艺)峥 E ,

工 1 ’ (亡)峥 0 亡分 00
.

毅

了
。

(` ,一 X
l (` ,

{厂
(` ! ` p ` 1

,一 “ ·

则 X
o

(艺)也是 ( 3
.

1 )的解
,
且 J

。
( t )分 0 而

P X o’ = 一 P X (了 , * p J ;
)
一 ’击 + x

, * 一 ’分 E ` 峥 。

氏

作为上述定理的一个应用
,
有如下的
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例
.

拾出方程

J
, , 一 ( L (沂) + 沪(云) ) J = 0 ( 3

.

8 )

其中 L (￡) = l (亡) E
, l (亡) 》 l 。 > 0

,

对 云》 艺l > 艺。 ,

且役

!一奥J
:

心 l
< oo

,

若 }}叫 1击 < oo
,

lHJ ( 3
.

8) 有如下形式的解

二 ( : 。 一 。

了:
,
寸
孙

: + 。

(
。

代
,

奸勺
:

一 、 , , 一 、 二 。

l ;
1“ 和

· : + 。

(
。

I:
,“ 了 “ ·

)
:

.

虽4 解 的 有 界 性

炬阵微分方程解的有界性与向量微分方程解的有界性
,
无 大 区 别

,

题
, 已挫多见于通常稳定性书本

,

例如 〔的这里只作如下一些补充

考虑方程

( P J
护

)
护 + QX 二 0

故这一希

( 4
.

1 )

定理 4
.

1 投 p *
p 为牢定正矩障

,
p

*

Q为对称定正可微矩障
,

若 ( p
*

Q )
`

的 最大

特征 , 阳 , >0
,

且” 耕
:

仓
老,
叔一 ” 程 (

,.l)
之 “ 是有“

。

靓明
:
投 X ( O为 ( 4

.

1) 的任一解
,

令了
` “ X E ` ,

其中 E `
表

、 x l 阶矩阵
,

位于

第 艺行的元素为 i
,

其余元素为 O ,
剧 J `

痛足方程

( p J ` ,

)
’ + Q J ` , o (

、

￡= 1 , 2 , …
, ,`

)

以 ( P X ` ’
)
*

左乘之得
:

( p X “ )
*

( p J
. ’

)
` + ( p X ` ’

)
*

QX ` = 0

积分得
:

,

云

香 ( p 了` ’
)
*

( p 了` ’

) + l ( p X “ )
水

QX ` d : = C ,

利用分部积分法
,

并注意到 P
*

Q的对称性可得
:

打妙
·

xP
` , 十

打产叨
x `一

刻
`

对 ( ,叨
,

x
` d : 一 。 2

其中

仇 “ 香 (瓜
’ *
p

*

X
` ’ + J `*

*P QX `
l)

。二。。



300 中 山 大 学
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,

故有
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X

一
。X ` 《

J{
。
X 。· `二。 ,

,

X `己二 2 C 2

( 4
.

2 )

由于 P
带

Q为定正阵
,

故有
:

凡
*
p

.

QX `
>

a

戈
带 J

由 ( 4
.

2 )得
:

a
> O 为常数

a
X

` ’
X“ {{

。

由 B e l l m a n 弓1理 〔 6 〕

J ` ’ J “ 誉
e · ,

(告

口( : )万 `带
X

` 十 Zcz

J:
。
日(· ) 己·

)
(

斗
。
二 ( {刃

口(· ) 己·

)
< -

故 J `
有界

,

从而 X (均 也有界
,

同样方法可靓明

定理 4
.

2 拾出方程

J
ll + QX = O ( 4

.

3 )

殷 Q二 L + 价(艺)
,

其中 L 是对角形常阵
,

其元素为 l“ ,

且 l 一̀ > 0 , ` = 1
,
2

, … , ;乙 ,

的
若
{
,。 “ 沪“ “ ` < 一 ” lJ方“ (`

·

3 ,的一“ 解” “ 导数有界
。

利用逐步逼近法可靓明如下的

定理 4
.

3 若 存在常数
a
> O

,

使 l一Q+ 。 2召 11戈 。 `
<

a Z , 亡> 0 具叮方程 ( 4
.

3 )满

足条件 了 (0 )产 0 的解及其导数均有界
。
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