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蔡 承 武

( 数学力学系 )

摘 要

本文应用积分方程逐次逼近法分析了扁球壳在边缘力矩作用下的对称屈曲 简 短
。

敲尚题为胡海昌 〔” 研究过
,

但文献 〔1〕提出的方法不能解决当边奋力矩是 边 搽搏角多

植函数时的情形
。

本文所用的方法没有这个限制
。

一 引 言

早在二十五年以前
,

卡阴和旗学森 〔2 〕就已指出壳体屈曲简题具有非裁性特点
。

由于求解非旗性微分方程数学上的困难
,

早年有关壳体稳定性的文献大多用讹量法

处理
。

基于非接性微分方程积分的研究
,

才是近十年来的事情
。

扁球壳朝对称屈曲是壳体屈曲简题中最筒单的一个
,

由于它的相对商单性
,

使

得有较多的可能找到各种有效的近似途径
。

扁球壳在拉椽力矩作用下的大 揍 度 简

题
,

已为胡海昌 〔` ’
、

别列佐夫斯基 ( A
.

.A B eP e3 0
cB

K H益 ) 〔” ’
研究过

,

胡氏么两个

技性简题为基础
,

近似地求得 M (边椽力矩 )与口 (劲胳棘角 )的关系
,

不足的 是这

种关系仅当 M 是口的单值面数时找到
,

至于当 M 是口的多值函数时的情 形
,

尚有

待研究
。

别列佐夫斯基引入平板中的格林两数
,

将简题归拮为求解非接性 积 分 方

程
,

井必边椽力矩为摄动参数用小参数法求解
。

十牙遣俄
,

这种方法不能用来研究

跳跃境象
。

因产生跳跃时
,

边椽力矩 已不能唯一确定揍度面 数
,

这时选择边椽力矩

作摄动参数是没有意义的
。

本文将扁球壳朝对称天揍度微分方程粗化为含有两个未定参数的积分方程粗
,

这两个未定参数由扁球壳的边界条件决定
。

作者应用逐次逼近法求解
,

对三粗近似

进行了封希
,

并得到 M 与夕的关系
,

这种关系是用参数方程表廷的
,
包含 M 与曰

互相多值的情形
。
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二 符号与基本微分方程〔 1 〕
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扁球薄壳在边释力矩作用下的无量桐方程和边界条件为
:

d l d
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, 。 、 0月
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巧 =
,
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J l d
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口
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p
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:

= 0 5 = O

S
召

.

= —P

_ d习
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其中第二式可从径向平衡条件得到
。

巳知扁球壳弯曲成平板状态时的解答是
:

几4

0 = 无
z P

,

召二 一 一 ; 下一 P ( 1 一 P
乙
)

,

仍 。 ( 1 + F )忍
z

1 0

( 1
.

1 )
卜

( 1
.

2 )

( 1
.

3 )

( 1
。

4 )

( 2 )

咬3 )



第 4 期 扁 球 壳 对 称 屈 曲 44 1

若把平板状态作为新的起始状态
,

只要作如下的变换
:

_ 无4

口“ 无` P + 口
了 , 召 = 一

下下 , p ( 1一 P z

) + S ’ 饥 = ( 1 +
F )无2 + 仍 于

( 4 )
1 U

将 ( 4 )式代入方程粗 ( 1 )
,

便得

箭告箭
( p , ,

卜会
(卜

。 2 ) ,
, 一

婴
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.

1 )

参 d l d
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一 一 u

当 夕二 0 时 口’ 二 0 尽
夕 二 0

5
.

2 )

5
.

3 )

5
。

4 )

将 ( 4 )式代入 ( 2 )式
,

得
:
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)
“
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`
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}
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, )希2 + 仇 , ’ ,
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今
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佘
, 饥 , ,
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鲁
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髻
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髻
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2 )

方程粗 ( 1 )或 ( 5 )是扁球壳在边椽力矩作用下的基本微分方程
。

三 基本 积 分 方 程

引入新的面数

, ,一

告晶
( p。

,

)
, · 、一

髻
, 2一

去晶
( 。。

,

)
, · 2一

令
( 7 )

从方程 ( 5 )不难导出 , ` , ” `
(￡= 1 ,

2 )应满足如下积分方程
。

, ; 二 , I。 + f
p 〔。 1: 2一

黑( , 一 , 2 ) : I〕 ;己。 ( 8
.
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{
. 0 工 U

一奋f少
立。 “ , ` 8

·

2 ,

“ 2一 ” 2’ +
J:

(一 `
· , , , “ d“

一

( a
.

3 )

一春r二
、 p“ p ( 8

·

` ,
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其中 夕: “ , 夕2 0

分别为 夕 , , 夕: 当 p = O 时此值
。

通过 ( 6
,

2) 式和 ( 7 )式
,

可得到内力和新面数的关系
:

1
, , ` 了干万气饥

`
’

+ 饥 f
’

少 , “ , .

1

1一 夕 2 (
, `。护一 , 。 , ’

)
, , 2 = 召: ` + 名

, ’ , : : = S
, ’

或 哪 , , 二 夕: 一 ( 1 一 , )
: , , 。 。 ` 二 , 夕i + ( 1一

,
)
: , ,

召
, ` = 毛 , S 。 ` == 夕2一 : 2

( 9
,

1 )

( 9
.

2 )

因此
,

边界条件 ( 5
.

3 ) ( 5
.

4) 可表为
:

当 p o l 时 夕: 一 ( 1 一
,
)
: 1 = , ’ 。 2 = O ( 1 0

.

1 )

当 p = 0时 夕̀ , “ `
(艺== 1 ,

2 )有界 ( 10
.

2 )

方程 ( 8 )中的常数纵
。 ,
处

。

决定于扁球壳中心处的弯矩和薄膜力
,

但廷是拍先无法知

道的
。
因此

,

方程 ( 8 )的解中包含两个未知常数
,

廷两常数应敌用边界条件 ( 10
.

1)

式确定
。

积分方程 ( 8 )和确定 , 1。 ,
脚

。
的 ( 10

.

1) 式构成本文分析的基础
。

四 基本积分方程解的存在定理

方程 ( 8 )可写成下面救为一般的形式

夕1二 夕一o + l少
: ( ,

,

一
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.
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.
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.

4 )

其存在定理叙远如下
:

假投
:

( 1 )面数几在阴区域

~ _ _
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_
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:
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其中 。 , : ; ` , : 2 ’ ,

和 p , , : ” ,
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勺 ”

是属于 D 的任意两粗值
,

万是某一正数
。

满足上远假投下方程粗 ( 11 )存在唯一的一邻解案 , ` = 夕̀ ( p )
, , ` “ 《 刃
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。
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,
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,
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。
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,
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。

它俏的极限

r ` = l￡, ,李
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奋
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,
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。

( 3 ) Y ` ,
Z ` (￡二 1 , 2 )是积分方程 ( 1 1 )的解

等式 ( 12
.

的可写成
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( 1 7 )

Y ` pd p (玄= 1 , 2 )

这就完成了积分方程 ( 1 1) 解案存在性的靓明
。
至于唯一性的靓明

,

完全可么仿照通

常微分方程教裸书上关于高阶微分方程存在定理的靓明来做 〔咤〕 。

应 胶 指出不能从

方程 ( 1 1) 解的唯一性推断方程 ( 5 )的解也唯一
。

因对于脸定的 。 ’

并 不 唯 一确 定

夕一o , 夕2 0 0

存在定理只保靓方程 ( 1 1) 在〔。
,

幻区周内有解案存 在
。

若 当 p 二 h 时 p ,

lZ (心
,

几 (的仍在区域D的内部
,

那么可么延拓解案
。

总可级使 p 。 2 1 , Z : 任意接近区 D 域

的效界
。

五 近 似 解

积分方程 ( 8
`

) 显然满足存在定理中的假定
,

夕一 ( o ) == 夕一o

因此可只用逐次 逼近法求解
。
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.

3 )

l
_

.

。

=
,

又
一

y Z一 一
名

1
_

丁丁 y l

O任

作为零叙近似
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,
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此 零极近似为方程 (8 )

的准确解
。

按照上节抬出的程序
,

可求得只下各粗近似
。
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矗
, ! 。

(髻
+ “
)
。 4 一

斋 y l o a口p 6+

+ - 2
` 一

3 , 8 4 0

夕一O 口2 p 8

( 2 0
.

2 )

, : 。 一

蠢
, 1
子 p Z+

(纂
+

普)
。 6 +

+ 卫亡竺旦。。 一
2

夕一O

月2

4 6
,

0 8 0

P t o

6 , 14 4
( 2 0

.

3 )

2

夕2 0 夕 , o
2

介。 ; 一 夕一o

了 a ,

~ r se二 , 一性二二 , , , .

—1
,
6 3 6 \ 1 6

口
十气丁

吕

军

6 4
产 +

尹

O一no
口

勺一ǐO夕一
.

侧望
`

二了

2

夕l o a口

6 1 , 4 4 0

P 8 P 1 0
( 2 0

.

4 )一nU

,一ù6

2召一刃O一Q白.

门一一勺刃公一ù式叹
`
一附a

O一

夕一8

2工PP
.

a
么 2 ( 2 )

夕1 ( 3 ) = y 1 0 一
夕一o

4

2

(誓
+ ,

)
p 4一

糯 (
8 , +

譬
一

釜 )
。 6 +

2

夕, o r _ 。 , .

5
_ , 。 夕: 0

f 5 a 2
.

口\ 飞
_ 。 夕, O a f 2 3口2

十 芍下下丁 l 名护 十 ;下 “ `
口 一一刃井

.

飞 一戈不 , 十 茸犷 . ! p . 一 下万, 戈不 ( l ee育下 , 一
` U O ` 1 ` J` \ 1 0 0 / J ` , O O U ` 1 0
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夕, o

十
0曰 .孟

P

、 .,.J
ó

、1.才
.

了a Z + 粤口
汀 9 , 2 16

a 4

12 8

护a 口夕z切 a 俘

12 3 , 8 6 3 ,
0 4 0

〔譬
一

诺 (粤
十

糯
1 +

+ a `

)
p ,` -

+
门石

P

、 lesJ、、,/
尹

3

y r o 口2

(半

)
。 1“ +

3

4 7 y r o a口3

8 4 9
, 3 4 6 , 56 0

矛
1 14 , 6 6 1

, 7 8 5
, 6 0 0

P 18 一2a

,`一6乃J一,土

+O尸ú为

才了̀..、、

夕一
`

侧,护 口4

4 2 , 4 6 7 , 3 2 8 ,

0 0 0

P 20 ( 2 〕二 1 )

乞 l ( 3 ) =
夕20 夕一O

2 1 6

a 沪 +
一如呈`里
4 8 \ 8

+ ,

)
p 4 -

偿于争(
, +

号
一

2

一

诺 )
。 6

炸佬箭〔
2 ,

’ + 5 a 2口

1 2

2

一
.

奥旦 {
.

母攀
+
攀、l

p。 一

J艺 \ 1 6 3 / J

+

.

争l一、 ,
,

l ǎ口一厂叭
。一
。

迪心.2l2
尹. ..̀/.̀、

、

自é夕I O a

9 2
, 16 0

2

「 2 3归2 y l o
f 7 a 2 .

3口\ 1
, : n

,

! 一
.

-二二丁
一

.

一 一丁
,

丁- 压- 二二丁
,

个
- 二 , 1 . .f

- -

--t
` 1台 1 6 \ 夕O 办 / J

夕r o

12 9 ,
0 2 4

2

一里二 (里旦二
9 6 \ 5

+ · ,

)
p 1 4 -

8 3
十 代二二丁

`

艺 4 U

a Z口十
a 4

12 8

犷口2

1 5 , 2 8 8 , 2 3 8 , 0 8 0

)〕
, 1 ,

(
5“ +

3

夕r o a尽
气 ~

—
1 , 9 8 1 , 8 0吕 , 6 4 U

器
a Z

)
p ! “ +

3

4 7 y一
O a口3 扩夕一O

月4

2 : 2 9 3 , 2 3 5 , 7 1 2 , 0 0 0

夕1 8 一
9 3 4 ,

2 8 1 , 2 16 ,
0 0 0

P Zo

式中
a

无4 夕2 0

口=

2

无4 y , o

1 6 2 1 6 64

2 2 )

乒 取 y , ( 3 ) , 。 : ( 3 ) , , 2 ( 2 ) , : 2 ( 2 )作为方程 ( 8 )的近似解
,

分别犯作 Y : , Z , ,

Y Z ,

2 2 。

硬过变换 ( 7 )
,

可得
:

o , 二 p z : 。 ` == 。艺:
·

( 2 3 )

式中Z , ,

几 的表达式为式 ( 21
.

2)
,

20
.

4 )
,

其中尚含有两个常 数 头 “ ,
为

“ 。
它们应

从边界条件 ( 10
.

1) 式决定
,

郎 , , 。 ,
为

。

应浦足

当 。 == 1时 Y : 一 ( 1 一
,

) Z
: ` * , 2 2二 0 ( 2 4 )

当抬定饥
护

后
,

从上式可解得相应的 夕1。 ,
先

。 ,

( 可能不止一粗值 ) 将它们的值代入

( 2 3 ) 式
,

便得方程 ( 5 )的解答
。
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六

将 ( 2 3 ) ( 2 4 )式中 0 ’

边椽力矩与边椽蒋角的关系

二 ’

的表达式代入 ( 4 )式
,

可得边椽力矩与边椽斡角如下

、 `
= ( i + , )无, + ( Y

,
) 。二 i 一 ( 1一

“

) ( Z
, ) 。 = i

口 三 ( 0 ) p 一 l 一 忍, + ( Z
; ) 。 = i

( 2 5 )

( 2 6 )

其中参数 头 “ ,
处

“
尚须 痛 足 (几 ) p == 1 = o

。

此条件是失
。

的二次代数方程 式
,

由

此可解得 处
。 ,

它是 夕1。 和 无的两数
。

把它代入 ( 2 5 ) (2 6) 式
,

即得 , 一④曲

按的参数方程
,

参变数为 火
。 。

对于

抬定的忍
,

(2 5 ) ( 2 6) 式确定一条曲接

( 图二 )
o

每一条
” 乙一夕曲换都通扯三个特

另纤的点

当 , 10 二 0 时 (梦
2 0 0 0 )

, n , ( 1+ ; )无2 口 二 无2

ù .一一一一一一一

弃lrl
耐了一

一一一一一 一一

鱼勺戮

这是平板状态的解
。

当 “ 1。

一
2` , 时

(
、 。

,“ 二 0 日二 0

相应于初始状态
。

百一犷e一犷

二1111111.1卜l|!li:
I,I护

门
J

|川引洲渊叫̀仁厂“、 ||||||

一 J月资了r押-0I

图二 M 一口曲接

_
, 。 _

,

/
。 无4 \

当 头
一 , 盯 火先

一 = 了少
, ,乙“ 2 ( 1 +

,

)无2
口 二 2忍2

相当于扁球壳由内向外翻褥
。

参数 叭 。

从一 2砂 变到零 ( 通常不是单稠变化 )
,

由 ( 25 ) ( 2 6) 式可得到 扁 球 壳

从起始状态弯 曲到平板状态的哪 一国曲麟
。

至于 , : “ 从零变 到 2解 这一段 曲接
,

可

似从反对称性 得 到
。

因 (乙 ) p = 1
,

( lZ ) p 二 l 是 脚 。

的奇面数
, ?“ 一夕曲 袋 关于

* ` ,

曰
`

坐标是反对称的 ( 图二 )
。

对于不同的几何参数 无
,

进行数值舒算
,

当 无很小时
, 饥 一四曲接没 有极大和

极小值 ; 当 无大于某一值 无 , 时
, ? 伟 一口曲挂就有一个极大和一个极小

。

图二中胎出
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了三条这样的曲楼
.

它 俏 分 别 对 应 于

无二 3
.

8 , 4
.

0
, 4

.

4 , 泊松` 一
谭取晋

.

色
4川

, 的极大值称跳进力矩
,

韶 作 。 , ;

极小值称回跳力矩
,

靛作 9n 。 。 饥 , ,

饥 。 , J

与 无的关系表示在图三中
,

实接为本文的

桔果
,

虚裁是文献
〔 ’ 〕
得到的

。

七 临 界 k

* 一夕 曲接可分三类 ; 第一类
.

。 夕

互相单值
;
第二类口是二的多值画数但饥仍

是口的单值函数
,

如图二中 无“ 3
.

8 , 4
.

仍

第三类 饥 是囚的多 值函 数
,

如 图 二 中

无二 4
.

4 。

第一类不产生跳跃砚象
,

第二
,

站 赤 升 北 方 拓 叭 拓 碗5 月福

—
食

图三 9)z : 、

饥 b与无的关系

三类均产生跳跃
。

从第一类过渡到第二类的 无值称为产生跳跃现象的临界 石,

韶作

无, 。

从第二类过渡到第三类的 几值称为保征 哪 是夕单值函数的临界 石
,

靛作 气
。

我们注意到随着 无的增加
,

, 一夕曲毽在 o `
点的切接向顺时针方 向斡 动

,

当

切换斡过水平位置后
, , n 一夕曲麟就 出现有极大

,

极小值 ; 当切接斡 过贻 垂 位 置
_

一 J
, _

_ _ ~ ~
. , 、 ,

一_
、 。 ,

~ _
. _ _ , , , _ ,

, d仍 、
后 眺 就 不 再是口的单值面数了

。

因此
,

当 无一无:
时 !

~

书羚 、
_ , = O ; 当 无令气时

泪
’ 一

,
“

”
. `
~ ` ” “

~ ~ 四 ~
“ “

~ ` ~ 门
’ 一 ` 一 ` ” J

、 d夕 o]
` 一 ’

~
’ 一 ` ’

一 , ” `

I d ” 乞 、 _ 、 _ _
,

`
,

_
,

_
、 t _

_
二

、
, . ,

一 _
_ .

卜
_ . , 、 ,

`
.

摆
.

)
、

,

今 oQ
。

我摺将根据这两个条件分别求出 无: , 无, 。

、 d口 /
”

“
“ 一“ “ ` 一` “

`

~ ~ ~
一 ` ’ 一 ” ” “ ~ ” 一

~
” 一 邵 。

为了求出 饥 一日曲接在 口 ’

点的斜率
,

只耍考察平板状态邻近的解答
。

把 夕 , ” 当

作一阶小量
,

从边条件 (几 ) p 二 1 = o 可知失
”
应是二阶子量

。

略去 ( 2 5) (2 9 )式中二阶

及二阶么上的小量
,

便得平板状态邻近的解答
,

~ ( 1 + , ) 。2 + ,

小谙 (鉴 )
+

公渝 (刹
’ -

一丽漏嵘 )
` 一

宁〔
` 一

拭会 )
十

1 3 1 希4 \ 2 7 3 2 悬4 、 3 1)
月~

—
甩

—
. 一

- 尸 - - , 二二 一 ,
, 二 ,丁 I

—
. 砚了

5 , 7 6 0 \ 16 j Z ,
4 1 9 , Z UU \ 1 6 J J )

( 2 7 )

。 一 。 2 +

碧{卜矗(会)气橇
百
(会 )

’ 一 厄

斌丽 (刹
`

}
( 2 8 ,

无:
应适合如下条件

:
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( 2 9
。

1 )

二 O ( 2 9
.

2 )

从式 ( 29
.

2) 解得
:

,一、甘月r̀一nU
,

叨一卜州,的一U甘
一̀̀￡一

,

d|ù̀
lù忆, .二,J

取
F “

无l = 3
.

54

无,

应满足的条件是

( 3 0 )

( 3 1 )0一一?一解
解得

: 无, 二 4
.

2 2

无:

与
,

无关
。

表一列出了临界 无准确的上
、

下界
。

本文求得的 无:
十分准确

,

内 ; 但求得的 无,
已低于下界

,

毅差在 1
.

9%到2
.

4%之简
。

( 32 )

殷差在 0
.

6多以

表一 临界 K 的准确值

} K ,

1 K s

参 考 文 献 !

—
}

—
{ 上 界 { 下 界 1 上 界 { 下 界

〔1〕
3

·

5 9` 6

{ 3
.

48 13

、 , 。 , }
3

.

5 6 】 3
.

54
}一

~

五几乏- } 4
.

3。

上上 界界

444
.

3 6999

444
。

3 222

八 小 撰 度 解 答

这里指的小携度是相对于初始状态而能的
,

g[J o , S 很小
,

但相对于平板状态
,

乃是大揍度
。

在第六节曾指出过
,

扁球壳处于初始状态时
,

, ,。 二 一 2。
,

, 2。 二
髻
艺

`

代入 ( 2 2) 式得
a = 0

故在小揍度的条件下
,

高次填
,

可得
:

口= O

a ,
口都是小量

。

从 (2 5 ) ( 26 )式中略去包含在 Y , Z :

( 3 3 )

里的
a ,

月的

( , 、 ,

)、 2 + , ;。 ( : 一

普
+

普
) 夕 10无4

18 , 4 3 2

夕; 0无4

1 8 ,
4 3 2

( s a 一 召)

一 ( 1 一
别
)
「里己
L 艺

a
.

月
、

以 一百 十丽 )
口

\

1
、 “ 一 万灭 夕 l

I U J
( 3 4 )
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一
, ,

.

夕 , o

`树 = 招 `

十 下 -

一 艺
( 1 一下二 +

石

口
丈丁 】十
乞任

夕2 0无4

18
, 4 3 2

口
、

L以一 ;下 夕
1 U

( 3 5 )

而
a ,

口应适合如下条件

( : 2 一 其 ) , 一 ( 7 2一

黑
)
。 一 。

1 0 匕
( 3 6 )

这是从 (2 4) 式的第二式略去高阶小量后得到的
。

从上式可解 出 a ,

然后代入 ( 34 )
,

( 35 )式
,

便得到。 ,

夕仅包念参数 无与 y , ” 的表越式
。 二 一口曲接在起始点的斜率为

:

(备)
, ,。

一
2、 2 一

(斋)
, 1。

一
2* 2 :

(鲁)
, 1。 一二2 0 2

( 3 7 ,

取
, 二
粤

,

、 二 。 , 1 , 2 , 3 , 4
.

进行数值针算
,

把豁算精果与接性理湍的精确值 〔 1〕一井
J

歹叮于表二

表二
” ; 一夕曲接在起始点的斜率

“

}
“

·

o
}

1
·
0

斜 率
本文拮果

精 璀 值

1
。

333 1
。

3 4 4

1
.

3 33 1
。

34 4

一三兰一…
一

一全竺声…兰生~

二少生
.

一兰竺二
一一

卜竺竺
1

·

4 9 0 1
·

9 69 }
“

·

6 8 9

从表二 可必看到
,

当 无较小时
、

本文的精果非常理想
,

随 着 无的增加
,

簇差趣渐增

大
,

当 无二 4 时
,

蜡差增至 3
.

4多
。

这是不难理解的
,

( ’ 今
· ” ) 式表明逐次蓬近法的收

傲快慢与常数 无有 关
,

显然
,

当 无增大时万亦增大
,

这样就收数得慢了
。

因此
,

对

于较大的 无,

就应歌取更 高一极的近似
。

九 桔 输

本文用逐次逼近法分析扁球壳在边椽力矩作用下的天揍度周题
。

取三款近似进

行甜湍
,

获得下列桔果
:

1
.

求得
:

产生跳跃视象的临界 无二 3
.

5 4霆差小于 0
.

6怀 ; 保靓哪是囚单值两数的
临界 无 = 4

.

22
,

偏低 1
.

9男 一 2
.

4男

2
.

获得饥 一夕曲接
,

特别是得到 了。是夕多值函数时的曲裁
。

本文得到的。 一口曲接在起始点的斜李用接性理流的淮确解榆麟
,

发现随着 k的

增加殷差增大
,

当 无此 3小时
,

与准确解一致
,

当 无 = 4 时
,

殷差廷 3
.

4拓
。

这对大

揍度理谕来靓
,

仍然是良好的
。

但对于此 4大得多的 无,

应敌取高一极的近似
。

本文提出的方法适用于旋鸭扁壳 ( 中央不开 口 ) 在对称载荷 (无集中力 )作用的

大揍度简题
。

最后
,

作者在研究过程中曾多次与郭金基
,

张滁明
,

刘德良
,

陈树坚等同志共

同豺流
,

从中得到不少启发
,

向他仍表示咸榭
。
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附 录

临界 无的准确值
。

产生跳跃现象的临界 无是特征值周愚

d l汉
, _ . 、

_

尸
, _

而 下 而 ` p口
’

, + 元 以 一 p
`

)口
`

= u ( 3 8
.

1 )

当 “ 一 ` 时

鲁 + ,

牛 = 0
.

当p = O时口
’
= O

p
( 3 8

.

2 )

的最小特征值
〔 ’ 〕。

“ 。产 一 ?

毛
。 A Z、 + , 。 2’ ! 十 `

( 3 9 )

将上式代入方程 ( 38
.

1 )
,

解得

无4 无4

` 3 “ 一 互百百 lA
,

人* , = 一 丽
( A

, , _ , 一 A : 。 一 3 )
, `
(。 + 1 )

,` = 2 ,
3

, 4 ,

… …
,

( 4 0 )

将 ( 39 )式代入题条件 ( 38
.

2 )
,

便得 无,
应滴足的特征方程

D ( 2
? ; + 1 + ,

) A
Z , + 1二 0 ( 4 1 )

叽 = 0

由于 ( 3 8
.

1) ( 38
.

2) 是齐次的
,

因此幂粗数 ( 39 )可相差一常数因子
,

不妨合

A = 1

_ 1
j l又 夕 = 几歹

J

( 4 2 )

将 无从 小 增 大 逐 次 代 入 ( 4 1 )式的左端
,

发现 当 无( 3
.

54 时
,

鑫 ( 2
了̀ + l +

u

) A
Z。 + ,> O

,

而当 忍二 3
.

5 6时
,

D ( 2 。 + 1 + , )刁 2。 + : ( 0

” 二 0 ” 二 0

故 3
。

5 4 < 无
i

< 3
.

5 6 0

无,

是下面特征值尚邃的最小特征值 ( ` )

一

李一 工 攀 ( p , ,
) + 冀 ( 1一 p Z ) 。

, 。 o

以 P P 已 P
’

1七
( 4 3

.

1 )

当 p o l 时 8 ’
== 0 ; 当 p 二 O时 少 二 0

0

特征方程为
:

( 4 3
.

2 )

云 人
, + 、二 O ( 4 4 )

牡 . 0
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其中 AZ, + :
仍由 ( 4 0 ) ( 4 2 )式决定

。

当 无戈 4
.

3 0时 E 人砂
, > 0

,

而 当 无二 4
.

32 时
,

E

4 53

人卉
, < 0 , 因此有

几 = O 儿 二 0

4
.

3 0 < 无
:

< 4
.

32
.

从特征方程 ( 41 )
,

( 4 4) 原 l4J 上可只求得任意精确 的 无: , 无: 。

特 征方程 ( 4 1 )
,

(4 4 )左端的幂极数
,

除去前面几项以外
, /
是一般项艳对值递减并趋于零的 交 蜡 触

数
,

对于胎定的 k
,

容易利定粗数的符号
。
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