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时滞微分方瞿祖解的稳定瞥

韵于 大 来

火西北大学 )

摘 要

本文黔 助 于 B C
.

p a 3 y、 , 盆。 。 〔 2 〕 及 C 找
.

且 e p e
叭

e e ` 劝最〔 4 〕方 法和比较定理 〔 1 〕 ,

应用 V
一
函数

,

研究时滞微分方程沮 解的稳定
`

胜周 {越
。

打抬出了关于解的稳 定 性
,

渐

近稳定咋
,

对初始函数一致渐近稳定性及 不 稳 定 性 定 理
,

他们是文 〔 2 〕一 〔们 相应定

理的改进和推广
。

本文影: 助 于 W a : e w s ik 关于微分不等 式的 定理 〔门及 B
.

C
.

P a 3 y M H X H解 2 ’
的

思想
,

利用 月 H汀 y 万。 D 两数
: ,

研究时滞微分方程粗解的稳定性简题
。

所证明的解的稳定性
、

潮近稳定性
、

及对初始函数一致嘲近稳定性的定理
,

改

进和推广 了 B
.

C
.

P撼办筑 x H彭
2〕
及 文

〔 3 〕 〔峨〕 〔 5 〕 〔 6 〕的相应定理 ; 同时还证明了解的

不稳定性定理
,

它是 文
〔 3 〕相应定理的改进

。

我们研究肘滞微分方程粗
〔 “ 〕

d劣
之

骊
’ 一 二

“ I `气劣 i 弋̀ ) , x , “ 弋艺一 犷 ) , 艺) L , , 少二 1 ,
. ’ `

, ’ ` , 布 = 1 , ” ” , ,` ) L丑 )

其简各泛函 X `
在域 (刀 ) : U叭一

:

l)1 ` “ ’ < 万
, 之) 艺。 ,

傅箱有 界
,

且 对 除 艺之

外其它变元满足 刀尹
.

条 件
, 盛

一 、 ( O
,

… O , z ) 三 O
,

而 州
,

,:

个函数 J 九 ( `一 :
)在区措伯簇

了
簇勺;

臼 )上定 义
,

O簇 h , 、 ( 0 成 h
,

h 为常数
,

而

}} : ( 一
:
) ! }

〔 “ ’ 二 凡
,

`“ , ,

拭二 1
,

…
, ? `

o
戈

丁

簇 h

J,
` ( 一 :

) J }
; 口

二

IJ 于 “ , 。 ,

i 二 1 , “

{ j
二 `

, }
,

在以下豺谕中
,

我们 用到在区 域 (刀 ) :

{卜!!< fI
, 艺》 去。 中莲藏 拜 具 有 莲擅

本文于 1 9 6 5年 8 月 4 日收到
。

,

作者是在我校进修的西北大学教师
,

术文在胡金昌教授指导下写成
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偏导数的定正函数 叹
二 ,

心二
若

( 二
l ,

… , , ,
大 。 ,

没它通过方程粗 (八 )对 亡的 全 导数为
:

令
一 , (

· ,
, ) + : (

,
·

`、。 )
, · , 、 ( 。一 )

, 艺)

、 将方程令 一` ( 倪
: , )二足条件 呻

·

卜 砂 的解 、 为 :

, `
(艺) “ “ (

, 。
气 `气 `)

定义 1:
所谓向量函数 城 一的 (0 蕊百簇 l)t 在指定的 ` 值下满足条件 ( 2

)

)
,

指 :

夕( 0 ) =
: ;

( 云)
, 二 (云)为 (且 )的解

。
(岁( O )

, 之) 》
, `
(
、 ,

( 夕( 一 叮 )
,
亡一 6 )

, 云一 汀 , 艺)
,

( O簇 a 簇 h )

只材谕其附近解的性状
,

显然
,

若 、 为满足 :

的数
,

( 其中 、 。

可为 某 一 很 小 的 数 )
,

那末 如果

;
J

Ió

I
J

P
了.、
、

因研究零解 的稳定性时
,

? n
簇

。 , : ` ,:

{
`

f (
, ` ,
艺) }

帕 ( 亡< 、
0砚

, “ ` 2老。

:,(/ 一 6 )汀石:廷条件 ( ” )必淌足下 而的条件 (尸
’
) :

夕 ( O )二 劣〔艺)
, 二 ( 乙)为 ( J )的解

, ,

(了
`
( 0 )

: 艺) )
、 1

(岁( 一 a )
, 艺一 ` ) +

沪, , J

百
才1.

、 ,
了

于.

P

尹

`
、

其中
” 叮 一项

,

当 。 > O 时可略去
,

当 洲 < O 时可代以 、 几 。

有时
,

(例如不易求得
d 之̀

匕
Z云

二 八
、 。 ,

均 的解等情况 )用条件臼
) ` )代林 定理 中的

条件 ( 尸 )是方便的
二

川 月。

( 11
,
z 。 ,

心 言己一 切对应于初 始 两数 以 ` )
,
云。 一 人` z簇 ` 。 ,

1!州蕊 H 的 解

城护 , 云。 , 术)所构成的画数段的集合
:

{ 成切 , 艺。
,
乙一 6 ) 蚤O簇 a 叹 h , t势 t 。

用 尽( H
) 云。

,
表)祀某一包含 月。

( H
, 艺。 , 亡) 的雨数集合 ;

{ 贝 一 6 ) 于 O成 J 簇凡

定理 1 假戒 : ( i) 存在定正函数 叹二 :

均
,

一

其通过方程粗 (五 )对 t 的全 导数为
:

奈
一 f (

,
,
, ` , + 。 (· , (` )

, · ,无 ( `一 ’
, ` ’

( ii )夕对
一

于一切属
一

J
二

从

在 ( 汀 )中 )戊立关系

刀(少, ( 0 )
,

片
,
云。

,

约雨苗足条件 (川的向量 函 数 2(/ 一 a)
,

O` J 蕊 h ,

刀s ; ( 一
:

)
, 艺)蕊 O 孟) 场

`21

: 。 , 云) ( 厂 )

iii()
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f定 义于域 (口 ):
!

“ 。

}<刀. ,
产)

` 。 ; 其刀
, 派 尸二 从甲 扣

,

(
, 云)

,

(
二 , 乙)

`
(万 ) } 使祯

,

涌

足解的唯一性条件
,

.

l’( O
,

心三 O
,

且容解在初植
、 。 》 O 的条件下为稳定

。

则方程祖 (且 )的器解 为稳定
。

韶蝎
: 由 ,l( 二 ,

约的定正性
,

, (二
,
亡) >

存在定正雨数
? 。
(灼满足

, v

(二 )

今对任拾 e >
。 ,

有正数 l = l’),. 广 叹幼

( 1 )

( 2 )

pU
一一

由条件 ( 111)
,

对此 l > 0 ,

存在 刃> O ,
使

.

当 O <
、 。厂亡。 ) 二

, ` 。
簇 万 时解

, 。 ( , ` o
一

矛。 云) < l 对广) 云。

由 可 O
,

心二 O及其建械性
,

扑应用方程$j1 (且 )的解对初 始函数的速植 依牙铃性
,

可求得“ > o ,

( “ < 创使得一切定义于 `。 一 h成 ` ( 去。 一
卜的初 始 雨 数以 ` ) :

!1、 阵 a
,

所

对应的解戏沪
,
云。约在区简 派。 一 人簇 云簇 t 。 + h

_

L戍立不等式
:

。
(
二 (伊

, 云。 , 艺)
, 艺) (

, 。
( 刀

,
才。 , 艺〕 ( 4 )

可以证明
: ( 4 )式对一切

才> 老。 成立 ; 若不然
,

必有 尹 (约 :

及 产 > 云。 + h 使得下列两不等式同时成立
:

( 占

, ,

(
劣

(留
带 : 之。

·

云)
, 云 ) 簇

, `
(刀

, 亡。
,
云)

,
当 忿。戈 云簇 `

气

,

( x (护
* , 云。 , 乙)

, 云 ) ) “
(刀

, 沂。
,
t )

,
当 乙* < 云簇 亡* +

`· ,

( 5 )

( 6 )

(
尸

为某一很小正数 )

但这是不可能的
,

因由 ( 6 )及方程 ( E )解的唯一性
,
当 户 、 \

乙《

成立 :

时
,

以 下关系

。
(

。:
(叨气诱。 , 之\l , 亡 ) >

, `
(

,
】

( ` ( 沪
* , 班

。: , 艺一 6 )
, 云一 。 )

, 去一 6 , 之)

( 0 《 叮《 l)t

郎 城尹
, 户 ,

卜的
,

O簇 6 簇凡满足条件 (川
,

由定理假 敲 得知
: 当 产 < 乙《 亡

* ·

+ 。 时
,

g (
。 , ( 印

带 , 沂。 , 艺、 , 二 , : (切气艺。 , 广一` )
, 乙)镇 0 亦 12口

,
当 `井 < 艺簇云

*
+

。

时

d :

(
: :̀

( 切
辛 ,

z 。 , 表)
,
云)

比艺
` f (

,
,

( 二
`
;切
带 , 老。 , 衷)

, 欲)
, 亡)

对此微开不等式及方程 (助
,

应用此校定理
〔 ’ 〕 ,

拜注意到
:

?
,

( 二 ( 沪气了。 , 亡帝 )
, 盛* ) “ 。。

(刃
, z 。 , 才* !

,

得到
:

: ( 。
(沪

* ,
了C , 才)

, 云 ) (
, 。

(刀
, 云。艺` ( 7 )

尹 < 云《 声 +
。

( 7 )
一

与 ( 6 )矛盾
,

故证明 ( 4 )式当 { ) 亡。 时 匾成立
。

最后
,

证明对一切对
一

应于初始函数 《 )t
, 了。 一 几簇

`

簇
’

。 , }叫簇 口的 解
:
( 中

, ` 。 ,

的
,
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当 t》 t。 时
,

恒有 J}
二
(甲

, ` 。 , 云) {{< e
o

若不然
,

毅对某 一 个 }咧短 “ ,

存在 ` > 枯使得
:

l
二 ( 护

, t o , 云) }}
了匕e 当 艺。 叹 老< t ;

而 {}
二
( 沪

, t o , 乙 ) }卜 e

由 ( 1 )
一

与 ( 2 ) 式得到
。

。
( 二 ( 沪

, 公。 , 乙)
,
艺 )李 卜厂( :

( 留
, t o , t ) 》 l

得到矛后
,

故定理得证
。

注 1 考虑此定理的特殊
』

崎况 : 即 f(
” ,

心三 O
,

此时若定理条件 ( ii) 中 的 向量函

数 ?l( 一的 取 白一切莲掖函数 }?(/ 一的 }
` “ )

< 11
,

lHJ 得 文
〔 3 ’ 定理 1。

若还 要求满足条

件 ( )] ) flJJ 得 文
〔 2 ’ 定理 4 。

若 式一 a) 取 自 S 。

( H
, t。 ,

勺且涌足条件 ( 尹 )剧得文
〔 2 〕
定理 1 。

例 1 研究时滞方程

奈 一
。二 、 ,
卜 二 ( : ) + 乙(` )

几

( `一 入( ` , ,
, · 二> o , o燕 “ ( ` ,簇人

的琳解的稳定性
, ,

(
。 , ` ) 一

导̀弋力

佘
一

半
一 ( `卜 一 ( ,

卜华
父

(` ,
·

(`一 ,` (老) ,

二 分
。 , 云

· : 一 二 2 ( O +

夕(
。 , 二

(之一 h ) ) 二 一
。 : 2 ( t) +

竿
汉

( 。)
二

( 云一 、 ( , ) )

黔
· ( , )· ( ,一 、 ( , ) )

` Z,
;

而一
2 。 “艺

’ “ ` ,

其解 为
` ;

=
? `。 。; 2 ( ’ ` ” `一 s `乃 , o ) , , 。

三 O为稳定
。

条件 (川为
。 2 ( 乙)

2 。

,

(艺一 a )

护 (艺一 6 )

2 “

`
t

Z ( s 落” 卜 s `乃 (卜口 ) )

}蕊 {
, ( 亡) l

e一 ` s `路卜 , ` ,
( `一 6 ) ) 镇 }

二 ( ` ) {
。 ,

代入 刀,

易见当 1l,( ll) ` 。厂 2时 夕成 。

由定理 1得劣解为稳定

特别
,

当 .0 ( a

乓 1时
,

不流 O < l,( z )如何小
,

用 文 〔 “ ’或文 〔” ’ 的方 法 均 难 以牛d

、 一

佘
的符号

,

但可 ,。木定理 。 出、 、
。

推偏 1 照定理 l 的暇没
,

更若方程 ( E )的零解在条件

lHJ 方程采l([ A )的零解为渐近稳定
。

证明 由定那 l 知粗 ( A )的霹解为稳定
。

“ 。

) O之下 为 沁近稳定
,
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根据方程 (助的零解在
、 。

>O之下浙近稳定的假投
,

存在 刀。 ) 0, 使当 O咬 、 。
簇刀。

时
,

其对应解
, : ( “

。 , 艺。 , 艺)浦足
:

l ` , , “ ,` (
? ` 。 , t o , t ) 二 o ( 8 )

才令 。

类似定理 1 同样可证
:
存在 a 。

> O
,

使 当初始函数 以 , ) `。 一 h 《 `簇 `。 满足

扣仔咬 ` 。

时
,

将对应解 《 留 , 艺。 , 艺)代入 叹 , : ` )后
,

下列关系成立
:

, ,

( 二 (沪
, t o , 艺)

, t )戈
, `
( 刃

。 , 产。 , t ) 考》 亡。

由 ( 8 )式得
: l该。 :

( 二 (留
, 才。 , ￡)

, 班)
二二

O

卜 ) co

再由
, (

沼 , 亡) 的定正性
,

得 l` , ,` 。
(切

, 艺。 , 云) 二 o

忿- ) co

故 已征明粗 ( A )的零解为渐近稳定
。

定义 2 〔 4 “ 画数
:

(
二 ,
约称为强定正的

,

如果它在域 `11 )中是定正 的
,

其次若对
刀> O ,

用 D (对昆满足不等式 试二 ,

心簇刀的 ( H
`

)中的点集合
,

将集刀 (码与平面 艺二 艺* ) ` 。

的交甜为 a( 刃 , 广 )
,

则存在数 B > O使对一切满足 刀》 刀> O的刀
,

点 ( 艺
* , :

)
。
a( 刃, 乙* )涌

足条件
:

当 产兮 oo 时
, 二、 川 川 {兮 O

推骗 2 照定理 1 的假没
,

更若
:

( 二
,

约为强定正函数
,

则方程粗 ( 且 )的零解 对

初始函数为一致渐近稳定
。

靓明 由定理 1 得知系鱿
、

1) 的雾解为稳定
。

按定理 1 的靓明
,

对强定正面数
:
(二

, 艺)定义 中的 刀> 0
.

存 在 几 > O
,

使 得 当

11甲 }}簇口。
时

,

一切解
二

( 、
,
r 。

, ` )
,

当 , ) 者。 时护翁足
: ,

、

(二 (沪
, ,。 : , )

, , )咬刀

再根据强定正函数的定义
,

得到

对一切 }!留 }}蕊口
。 ,

一致的有 l艺, , ; 父:

( 留
, t 。 , 云) == o

云~ ) 。 。

故 ( A )的雾解对初始画数为一致渐近稳定
。

注 2 如将方程粗 ( A )代必常微分方程粗
,

推能 2 当然成立
,

此时它是文
〔 4 〕定

理 2 充分条件的推广
,

本身也是塔解对初值一致渐近稳 定 的 必 充 条件
,

井 包括

文
〔 5〕
定理 1 及文

` “ 〕
一定理为其特例

,

因在这些定理条件下
,

( E )的零 解为 稳定
,

且文
〔 5 ’ , 〔 “ 〕中的面数

。
为强定正函数之故

。

B
.

C
.

p a 3 y M H x H H ,

仅研究了器解的稳定性和渐近稳定性
,

在这里
,

我俏再抬

出雾解不稳定性的定理
。

其征明方法类似 文
〔 7 〕
靓明渐近稳定性的方法

。

定理 2 假役对方程粗 (挂 )存在满足习下条件的函数 《 二 , ` )
,

定义于城 ( H )
:

IJ
仍
J} < H

,
, 》 。。

( i )
, ,

( o
, 艺) 三 o

( ii) 对一切 云》 老。 ,

在原点任意小的邻域中
,

有域
。 > O存在

。

( iii ) 在域
:

> O 中函数
公

有界
。
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(i V) 没 叮重过方程粗 (皿 、
对 艺的至导数 汾

f半、
, 一 。 (

,
; ( ` ) 一 , · “ 一 、

, ` )

\ t之 (
·

/ J l

而在域
:
> O 手

卜的一切满足条积

( :)/ ( 一 口 )
,
洁一 6 ) )

一

f (
, ,
(
一
(艺)

,
z ) ) ( 9 )

O <
一

a 蕊 h

的赴械 21! l系毛:lj ( 一 口 )上有 U (军, ( 0 )
,

刀r 。 ( 一 百 )
, 沪
) ) 0

而丫f域
:

夯川 a 一 0) 中的一切满 星 ( 9 ) 的琐拓曲
;

矮叹 一的
_

l:
,

有己 (夕, ( O )
, 刀, 、 ( 一的

,

心

梦 l ( a ) > O。 _

上功-iI为
`

f ( 7 ) 为 任 一 莲 祯 雨 数
,

涌 足 条 件
:

O< j’( 哟
、 〔艺 下、 O ,

.

厂(下
`

)一厂(下
’

) > 0
,

当 下“ ) 下` 。

( 2 0 、

nl1 方程粗 ( A )的劣解为不稳笼
。

蔽明 a1 对巳粉的无流怎样小的数 。 > 0 ,

我们总可右域
:
> O中选初始两数 梦 ( 云)

,

使
:

}!叫 }乓口
,

段其对应瓜为 《 中
一

z 。 ,

约
,

韶
: 。 二伙 f { 城 《 )/

,

心 于
,

类 似且 前
广。 ~ h毛 产簇气

可靓
:

当 ,扮 ,。
,

而解 议切
, `。 ,

心未走出 ( 11 )时
,

恒有

, ,

( 二 ( 护
, 老。 , 艺)

, 广) )
。 。

( 1 1 )

2 “

现蔽
:

如呆对某个下 ) 0
,

存在有数c(t 咐 ) O ,

(T 劝 > O
:

使得每当 试》 产。 + ,l’( 幼
,

补,: , ,
(
二: :

( 护
,
产。

, l )
, ` )叹 7汗于

,

在曲耗段
二 ( 切

, ,。 , `一 a )
,

O辉百蕊几J 二
有

/ 浮和 、
、 一下下一 !

月

) a ( 7 1 。

\ 了矛不 / 了 l
( 12 )

那末
,

若 城 沪 ,
z 。

,

O不走 出 ( 11 ) ( 若走 出 ( 11 )则已蔽 不 稳 定 )
.

必 存 在 7
,

( 下 )
,

里竹

, 》 ,。 斗
叹 下 )日寸

,

有

, ,

( 二 ( 沪
,
z 。

一

云)
,
术 ) ) 7 ( ] 3 )

泞先氛明
:

若当 砂少云。 + 7’ (劝
`

!寸
, 、

( 叹 叨
, ` 。 云勺

,
t
’

) > 7
,

剧对一切 乙) 产 :f7 有
?

、

( 可 职 , 产。 , 云)
,

f) 少
一

下 , 若不然
,

没 当 艺* *
> 艺*

不等式开始破坏
,

具U豹 z* *

附近
,

一方而有
, ,

(
.

`
( 沪

, 矛。
,
沂)

, t ) ) 7
,

当 t。 (云
* 城 一 `

、

才* 味̀

)

另一方而山 ( 12)
.

了 :

( 刘留 , 浓。
, : )

,

帅 < 下
,

当 八 ( `
* * 一 。 , t 升̀ *

)

使得到子后
。

其次征明
: , , ( 对 中

, `。 ,
协夕

, 了) 必有某一时刻大
一

于 下
,

!封汉由 又1 2 )
。

在
:
气 7 的 一

一

切 !州}
L

}内
,

有
:

, ,

(二 ( 叨
,
广。

,
z 、

气

广)一 (
, , 厂叨

。
产。 , z 。 + 了

,

(下〕, 诱。 + 7
,

丫、 )二
。 。`

(下 )「l一 ro 一 7
,

(丫 )〕

但因
, ,

在城
,

,

一 O中 仃界
,

故
」

仔有某一时列
,

使 可 《 护 班。 , 乙)
,

均大于 7 。

泣抓以
_

卜证明
,

知 片解不走山 ( 11 )
, ,

必
一

仃岁
、

公
,

当 广夕 )。
一

卜 7
’

戈下、附
一

,
’

卜
一

几
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3 。

再川
:
在术定理条件下

,

对一切 Y 心
,

必存在数 叹均 > o ,

洲劝 ) O
,

使得

在满足条件
:

沁 ( 沪
,

枯
,
艺)

,

约戈 丫 的曲楼段 城 护 , 才。
:

卜的 ( O簇 6簇 l)/ 上
,

有

(奈 )
月 > 、 )

, `》 `· “
一

, (丫 )
·

显然
,
当下< 呢时

,

谕断成立
,

这因
。
(代 学 , 艺。 ,

勺
,

O )
: 。

的原故
。

现证对一切丫> O

箭断成立
,

若不然
,

没洲
:

为此
l

翻折成立的一切 7 的上界
。

积据 ( 1 0 )存在 刀> O ,

使得

当 尹 一 刀《 7蕊 7
浅

+ 夕 时
, 7 一八均 > 2刀

由2 。
及 尹 为上界的定义

,

存在 望 (尹一 约 夕 0,

当 亡》 亡。 浦
一

望 (下
*
一 刀 )时

,

有 味代切 , z。 ,

心
,

心 ) 下* 一 刃

故 当 t ) 钻 + 望 (尹 一 哟 + 人时
,

若满足不等式
:

叹成 沪 , `。 ,

约
,

心蕊尹十 万,

l3] 必满足不等式
? ,

(
邵 ( 沪

, 艺。 , 乙一 口 )
, z一 6 ) > 下* 一 刀> 厂(下

带 + 刀) 》
`

f (
吼

,

(
、
( 沪

, 泛。 , 乙)
, z ) )

,

( 0气 ` 《 h )

鲡* 以 9 )
,

; !: ( iv) 得 〔奥性、
.

) z( :
、 一 : ) 一

。
( ,

* + 、 ) > O ,

当 矛》 `。 + 了 ( :
, 一 、 )

一 , 一 `
JJ 一

“ `

”
` ’ 、

一
/ ” J

、 d乙 / A
一 、 ` ’ ` 、

”
” - 一 ’ 一 ` 一 t ,

’
-

十 h = f 。 + 望 (尹 + 码

此与 尹 为上界的假投矛后
,

故谕断对一切 丫> O 成立
。

最后
,

再应用 2 “ 的结果
,

若
二
( 甲

, 艺。 , 术)不走出域 ( H )

具IJ I f , , * 、
(
。
( 甲

, 去。 , 云)
, 乙) = “

之分 co

这 又与 叹
二 ,

约在域
甲

) O中为有界的假段矛盾
,

故定理得证
。

注 4 考虑定理 2的特殊情况
: lQI 将务件 ( iv ) 中要求 叭 一的满 足 ( 9) 的限 制略

去
,

便得文
〔 3 〕的不稳定性定理

。

例 2 应用定理 2 研究时滞方程粗

/ 汉不

} 一巧丁 ~
= 夕一 劣万

-

{
{

` z刀

(
.

~

证i厂
二 2

.

州一 2尹一
`: 少肠 2 ( 亡一 h ( 艺)

’

》+ a 乡2刀。 一 h (心 )
, O簇 h (均喊 h

令 。 二 夕一 , 飞 一

O 区为七

= 一 2
.

(尸一

郎 刀二
.

产所界的原点邻域的
_
L部区域

。

汪”

d乙
了〕+ 乡夕一 :2 厂3一 a尹沪 (亡一 h (亡) 十 a y Z夕(亡一 h (乙) )

二 一 2夕2〔刀一
。 2〕+

`、了22〔岁(艺一人
l

之沂) )一 二 2 (艺一 h (艺) )〕

聋打反
.

f又下 ) 二 尤 7
.

0 < 尤 ( 姚 易见 之场
。

川 零斯为不箱;分
。

、

益时
,

便二足定理 “ 自勺一切条件
,

故此

本 文写 仁中
, )叨金昌教授件抬 J

几

热
`

! l行披励和指写
,

作者特此致榭
。
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