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摘 要

现在只有奇次样条函数的极值理输和插值方法
,

它f 弓是在三次样条 函数

基础上建立起来的 〔 1〕
。

而现有的三次以上样条两数插值方祛实际上是不好用

的
。

本文指出
,

偶次 (二次及更高买 )样条函数
,

同样是有力学意义的
。

井针对

任意高次 (不希奇偶 )样条函数提出了三类基本的插值 简题
,

抬出了就一的
、

二
一

使于程序标剐匕的插值方注 ; 这些方法都归精为解带肤矩障校 代数方程祖
,

很便求解
。

同时
,

针对稍微改变了提法的偶次样条画数插值简窟
,

建立了 偶

次样条函数插值的极值理萧
,

它是集中弯矩作用下的梁的携度曲校变形能极

小性臀的推广
。

此外
,

作为本文插值方法的基础的是我们提 出和输靓的 子样

条墓函数系扰
。

引 言

在 “ 〕中
,

我们把
a 喊二喊 b上 以甸 ( J = 1 , 2 ,

…
,

N 一 1 ) 为
“
结点

” 的 任意 无次样

条函数定义为无+ l阶广义微分方程式

万一 1

, (“川 (二 ) = 乙 口,舀 ( ,
一 , )

I= 1

( 0
。

1 )

的广义解
,

其中结点 勺 为分划

人 口 = 与 < 肠
` 小二 < 勺

_ 1
<勺 二 b

的内分点 将 (0
.

1) 积分 无+ 1次得通解

一 1 9 7 4
。

1 0
。

1 5 接稿
。
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, x( ) = 乙 内 xI +

少二 0

E 口I (二 一 二 I )
+

k/ !
, 二 1

( 0
。

2 )

由此可见
,

如下N + k个函数作成的函数系
:

{
` , ` ,

一
` “

(二 一 甸 )
+

/无 ! (j = 1 , 2 ,

… N 一 1 )

} ( 基 I )

作成上述 无次样条函数空间的一组基底
,

简称基 I
。

问题是基 I 常使计算不稳定
,

不便直接应用
。

本文 夸1就是要建立起与基 I 等价的卜样条函数基
,

作为本文的基本

工具
。

在 弓2利用 ` 基给出统一的插值方法
。

荟3 论证偶次样条函数插值的极值性

质即变分性质
。

这些就是本文的基本结果
,

在 〔` 〕中是没有涉及的
。

荟1
。

卜样条基函数系的建立

1
.

等距分划的情形

设分划 J是等距的
,
几 = a ,

甸 二 肠 + 必
,

(j = o , 1 , … ,

N ) h = b( 一 习 / N

往下一律采用 〔“ 〕中记号
,

定义

邢劝
一 “ ’ “

{代 kI/ }
=

誉
一 ,

)l( , 卜 粤
一 ,

){山

2,( 小小 韵
一

成
劣一

韵
。

忍认二 )的各种基本性质详见 〔 2’
。

(七 )

于结 点 气
无+ 1

2

+ j (了= 0, 1 ,

它按段为 无次多项式
,

属于 O卜 , ( 一 OO
,

oo )
,

一
,
无+ 1 ) 处

,

其无阶导数不连续
,
且呈对称山

形
,

以 二 二 。 为山峰
,

夸度为 !
二

}、

华
即

`

> O 当 !川 <
无+ l

2

“ ” 当 ,川 “

粤

尹

、2
、咨` r、

、 ,矛
公

了̀、

几夕

定理 1
。

于 a 戈二戈 b上看
,

基 I 和如下 a一基 :

{喊
』
景生 )

,

(
` = 一

导
一

导
+ ` , “

.,s
+

导 ) }
是线性等价的

。

且

夕 (劣 ) =

北一 1

2

E CI风了
~

三二些里
.
蕊一 1 、 h
名

( 1
。

1 )
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是
a 喊 二喊 b上任意 # (阅的次多项式的充要条件是其系数 { Ol }为 召 + 1 阶 差分方

程式
,

、 “ + ` c , · 0

(
,一

无一 产 一 2

2
N + k一 井 一 2

2 )
“

·
2 ,

之解
。

又若 { ol }满足

一 (l 当了二 `

尸
, ,

场 = 勺 = 悦
-

( 0 当 j产公

对 j = 1
, 2 ,

…
,

N 一 1’

O ; _ 、 , l = … =

, 一 ~

一「~

玄= 1一 2 -

O
:

.

卜 l

, , 一厄一

…
,
刃 一 1 ,

且

= O

ml(J
1

.

1) 式的帅卜俨子
￡

):
/“ !

证明
。

对任一非负整数 无
,

基 I 和 卜基中函数
,

在
a < 二 < b 内同以朴 (` = 1 ,

2,

…
,

N 一 l) 为结点且 卜基中每一函数均可由基 I 线性表示出来
,

这是比较明显的
。

在证走理 ,的其余部分
。
为此将 尹闭求

, + 1阶导数
,

注意 。 :
(劝求导的性质并利用

分部求和法便得

沪
+ 1 夕 (” 1 ) (二 ) ·

扮~ l

洲 宁 一牙一

乙
, 二

.

气粤
下

“ ’ ` 气
一。 一 ;

(旱 )
=

刀 +
.

巫二卫二工
2

= E 气、
一 ,

(里斋 )牙
“ “ e ,

( 1
。

3 )
无一召一 么

2

当 产 , 无时
,

( 1
.

3 ) 中 又
:
(
二
) = 舀(

二
)

,

由 ( l
。

3 )立得定理 1
。

2
.

分划结
.

汽任意分布的情形

J , …

点
· ·

一
: ,

二一 : < 二 。 = a < 劣 : < … < 句
_ ,

<勺 = b < 勺
+ :

< … 以上区间〔g ,

幻 外的分

… 句
+ : … 等可以是任意设置的

。

只有讨论周期插值的情形
,

才 自 然

要求分划也是周期地开拓出去
,

即 勾、 一勺 = b一 a ·

代替 ; :

〔兰毕红 、的取非对称山形样条函数
〔 2 ,

、 肠 ,

七十 1
, ,
一牙

口 : , `
(
二
) 二 乙 fl

护`一

架
一

l笋 J (
二 I 一 二: )

口 : (劣了一 劣 ) ( 1
。

4 )
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k 一 I k 一 1

2, 一 2
+ 1 ,

那 +
无一 1

2一一一
.月口

产̀.、
、

其中 G。
(
劣 ) = x +

/无!

·

“ : ,

“ 公 ,有许多类似 “ ·

(
劣 一 劣`

h )
的性质 `参〔2〕 ,

·

定义

1

X`一 劣 l
7 = -

k一 1

2

, … ,

N +
无一 1

2,

、

1
1

0 1̀ =

当 } ,一 ` >l 奥乒
.

乙

定理 2
.

于 a 哎 二 喊 b上看

, + 进
升

夕 (
二 ) == E O ,口 k ,

, (
二

)

尸专
为。 + 1阶微分方程式 , `、一 , (

二
) = 。 之解的充要条件是数列 、 C , *

,

(
,一

无一 l

2 ,

…
,

+N 导 )为
“ + ` 阶差分方程式之解

:

,+ 生土三
忿

E CI O Ì = o (̀ ” 1 , 2 ,

…
,

万 一 1) ( 1
。

5 )

洲
一

气 L

又若 { O : } 满足沦+ 1阶非齐差分方程式

,于
气上

( 一 1 )冷
+ `

E 口` co `一= a ` , (礼j = 1 , 2 , … ,

N 一 1

`二 ,

注笋
( 1

.

6 )

c `一

毕
= C`

竺止二七 + 1
= … = o’

+ ~

鱼卫 = O
名

( 1
。

7 )

则 夕 (劝 = (
二 一 介 )车/无卫

证明
,

注意

G : , , (
二

) =

七 + l

2

E
。 , : G ,

(
二 : 一 二 )

` = ,一卫笋
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几一 1
召 甲一了一 刀+ 决 盆+

夕 (习 , 乙 CI O .kI 的
=
云

召二 ~ 匆
,

介+ 1

2

乙
. , ~

巫生

马。 I: 口:
x(

: 一 x
)

七一 1

2 么

a 孟刀(、 + o ) 一 。 ;刃(
二` 一 。 ) 一 ( 一 )

“ · ,。 ,`

` ,
一

卫笋
.

尹 ( “ )仓
` + o ) 一 夕 ( 孙 )加

` 一 o ) = ( 一 1 )
为+ ,

E C ,。 s` ( 1
.

8 )

洲
一进专七

由于夕 (劝显然为按段无次多项式且有无一 1次连续导数
,

比较 ( 1
。

5)
,

( 1
.

5) 看出
,

当

且仅当 ( 1
。

5 ) 满足时
,

州
“ ,伽 ) 于

二 = 勿 (` = 1 , 2 ,

…
,

N 一 l) 处连续
,

从而 夕 (劝 为

“ 喊` 喊 b 上的 无次 (不超过 无次 ) 多项式
。

又比较 ( l
。

e )
,

( 1
.

7 )和 ( 1
.

8 )看出
,

当 ( 1
.

6 )满足时
,
夕 ( “ ) (: )仅在结点衍 处有

单位跳跃
,

再由条件 0
.

7 )及方程式 0
.

5 )得知 ,闭
= 。于 二、 。 ,

而 (
二 一 、 )士/脚也

是如 此
,

即 夕(劝 = (劣一气 )刀kI
。

定理 2 证完
。

由定理 1 和定理 2
,

今后总取

( 。
一
基 )

:

一 {喊
气互 )

=

叫
兰录互

一 `

口: , `

, -

(劝

宁
+ ` ,

一 N ·

号 )

等距结点情形

非等距结点情形

无一 1

2
一一一

.月.

口户.,、、

作为无次样条函数的卜基
。

3
。

广 义结点样 条函数的卜基

我们称

刀 . 1

, ( , + ` ) (劣 ) == 兄 E 口. ,舀 ( , ) (
二 一 二`

) ( l` , ` ( 七一 1 )
`二 1 0嘴 `嘴 犷̀

之解

k 万一 1

, (二 ) =

军
a , ` , +

_

E
_

军 口` , (` 一气之
七一 ,

/ (无一 j ) ,

,= u `二 1 . “

嘴 ,嘴 r `

为广义结点样条函数
,

它们仍为技段 无次多项式
,
但在结点处只保证连续性要求

。

对这类样条函数的 卜基可取为
:
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对 一

牛
工、 ` < l及 N 一 1、 、 、 N 十

书
二

,

、 = 。 ,

对。` j `
r ` , 1《 落嘴N 一 l

。叮
厂矛...2

!
, 、

一一

最后
,

我们给出前几个夕
:
(劝的函数值表

,

它们是在计算中反复用到的
。

夕 ;
(劝 的函数值表

次次次
000 士工工 士 iii 士1

.

555 士222 士 2
.

555 十 333

222222222 00000000000

11111 111

;;;;;
000 000 000 000

22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222

33333

一一 工工
看看

000 000 000 000

44444

一一
2222222222222

2222222 丝丝 111

asss1
000 000 000

3333333 4 888 66666666666

4444444 UUU 7 666
几

1
---

_ 1
___

000 000

2222222 444 3 8 444 2 444 3 8 4444444

2222222222222222222 66666666666666666666666666666665555555 孚旦旦222 1 2 000 卫3见见 马马 土
___

000

3333333 8 4 00000 3 8 4 000 1 2 000 3 8 4 00000

芬2
。

样条函数擂值方法

现有的样条函数插值法仅限于奇次样条函数
,

且对 2。 一 l次样条插 值
,

由于直

接推广
“ 三弯矩法

” ,

总以 (S
“
卜

么 ) (介 ) 二 M
`
作为基本未知量

,

尚须积分 2。 一 2次才

能得到 S (心本身
。

对 二> 2的情形
,

这种作法很不方便
。

对偶次样条函数插值 则仅

仅提及
〔 ` 〕

本节的方法是对任意无次样条插值作统一处理
。

系数矩阵一般是宽度为秃的带矩

阵
,

具有对角优势
,

计算稳定
,

程序便于标准化
。

1
.

不 带边界 条件的样 条函数插 值

石十达丝
_

2

设给了插值节点
x `及相应函数值头

,

求无次样条函数 S ;
( x) 二 乙 价 : ` (

二
)

,二 一

生升
~

使满足
:

S
左

(
劣` , = , `

(
无一 1

一了
,

无一 1
_

J

一 — — 十 1 . 。

二

2

万 + 全卫
2 ) `2

·

` ,

其中 {职`
(劝 圣为 茶 l所准备好的卜基

。
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条件 ( 2
·

` ,” 至 决 定 “ =

(
o
一

导
,

一心
·

导 )
’ 的 , + “ 阶线性代数方程

组
:

A C = 尸
( 2

。

2 )

其中 A = (气 l) 为 N + 无阶方阵
:

a ` , = 梦 , (
x `

)

。 l \ r

刃 =
气, 一气七

,
’ `

” 物
十

粤产 )

对任意非负整数 无
,

不论节点 介 的分布等距与否
,

总有 灼 (介 ) = o 当 }茗一 jI 》

论+ 1 . ,

一
. ,

一下一盯
。

囚此`

对 无= l 时
,

当无为奇 ( 偶 ) 数时
,

矩阵A为 无
、

任 + l) 对角带矩阵
。

A 为对角形
,

且

_

1 对等距情形
,

a “ 二 1

劣 。+ 1 一 x’ 一 1

对非等距情形

从而

三
l x 一 劣

。 _

、

粼
“ ,习`

(
~

下不乙 一 , )

汉

乙 夕, (勺
+ : 一 xl

一 ,

)口
, ,

, (, )

等距情形

非等距情形

!
`

l
、

一一劝
尹.、

S

这就是折线函数的表达式
。

它把离散数据连续化
,

便于数据磨光之用
。

须注意
,

当无为偶数时
,

( 2
.

1) 中的插值节点
二` 的下标 为 半 整 数 点

,

此时规

定
二 ` · 、

(
劣 ` 十

犷
· ` _

功
,

但样条 , 数结点仍保持为整下标点
.

对等距节点情形
,

系数矩阵A变得特别简单
,

其各行由同样 几 个 正 数 和零作

成
,

且最大的数位在对角线上
。

例如
,

由刀。 (幻 的表知
:

无= 2 时 A 由 ( 含
,

手

无 = 3 时 A 由 ( 去
,

于
·

吐
月

二 了 1
无 = 4 时 A 由 !畏丫

,

- -

-
一 、 3 8 4

,

含 ) 作成三对角矩阵
,

,

去 ) 作成三对角矩阵
,

7 6

3 8 4

2 3 0

3 8 4

7 6

3 8 4

无“ ” 时 “ (俞
2 6 6 6

丽丁
’

而石
2 6

1 2 0

,

亩 )
作成五对角矩阵

,

,

亩)
作成五对角矩阵

,

形成 A的第一行 ( 最末一行 ) 时
,

须把上述第一个 ( 最后一个 )数去掉
,

如 无= 2时

的含
。
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矩阵 A 的元素是非负的
,

且是对称的具有不可约对角优势的矩阵
,
从而是正 定

矩阵
。

很易用对称带矩阵消元法求解
。

对非等矩情形
,

A的带状结构完全一样
,

但其每行数据已和节点分布有关
。

只

要给出节点坐标
,

总可自动形成 A
。

以下讲带边界条件的插值
,

分三种常用情形
。

2
。

第一类边界条件擂值

, +

气匕

求 S : ( ,
) = 艺 C产` (二 )使满足

:

2

、

;
1
1,
才/

内点插值条件
:

S :
(
二` ) = , ` (￡= 1

, 2 , … ,

N 一 i )
,

边界插值条件
:

当无= 2饥 + 1为奇数时
:

_ ( “ )
. _

(。 )
S “ (

` 。
) = , 。

`

(“ = o , 1 ,

一饥 )

_

(` ) ( “ )
8 ;

’

(勺 ) == 寿
’

( 以 = o
, 1 ,
一

, ` )

当无= 2饥为偶数时
:

。

才
` , (、 ) = ,

:
` ,

s

:
“ ’ (、 卜心

` ,

}
(。 = 。 , 1 , … ,

饥 一 1 ,

!
以上插值条件和待定常数 O`

都是 N + 论个
。

对无为偶数时
,

左
、

右边界条件个数不等
,

以上是左边比右边多一个条件
。

当然
,

也可以反过来
,

使右边比左边多一个条件
。

问题归结为求解

A C = 尸

其中

, _

( (“
。 `“ ’ , “ 。 `“ 一 ” , ”

`
, “ 。 ` , “。 , “ ! , ”

’
,

”
,

” “
’ `

,

” `” )

(夕
。 ( . ) , 夕。 (饥一 ’ ) ,

…
,

夕
。产 ,
夕
。 ,
犷. , … ,

为
,

物
尹… ,

物 (仍一 ` ) )

当无= 2饥 + 1时
,

当无二 2仍时

A为 ( N 十幻 x ( N + 的阶方阵
,

其结构形式如下
:
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无列

DDD ooo

DDD瓦瓦 }
二或` 一 “ 于

无列

根据节点坐标
,

A可自动形成
,

无须详细写出
。

作为举例
,

介绍几个等距节点的情形
。

K = 2仍 = 2 时
:

0

l 1

2 2 {一
001一2

,
、 . 、l一hl一21一2

、

l

一
"1-。。o

了l|
且.

|
.

|
|
.且
,I|

…
、z 、

由此容易解得

“ 一 、 = 协 一

争
。 ,

C ` , 士 = 2 ,广 o ` 一士

火
了

( 2
、

3 )

这种分段二次曲线插值属于 C ’ ,

N + 于

定理 S
。
召:

(二 ) = E C l。

J = 一士

有良好的保凸性
。

关于它有下列定理
。

2

(气互
一

力
是

“
近似保凸

” 的
,

即

华
s : `

(幻
几

= 里鱼且二互全鲤丛上
_ _ _ .

h
艺

汤 = 闷

定理 4
。

S产 (劝> 0( 或` 0) 于 a

“ ` b ( 但在其结点介处须理解为左
、

右导数 》

的必要条件是原始数据的二阶差分
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夕, , : 一 2夕` + y ` _ :

》 0 (或 ` 0 )
,
(公= l , … ,

N 一 1 )

充分条件则是
:

1) J Z , ` > o (或戈。 )
,

(公= o , 1 ,

…
,

N 一 2 ) ,

2 ) J 3梦̀ 》 o (或哎 。 )
,

(落= o , 1 , … ,

N 一 3 ) -

3 ) 夕
, 一 鱿

。 一 红。尹h > 0 (或喊 0 ) ,

V: 一 3夕
: + 2红。 + 万。了h》 0 (或 ( 0 )

。

证明
。

在每一小区间构咬
z 《 介

+ :
(` = o ,

l
, … ,

N 一 l) 上
,

凡
“
x( )为常数

,

从而

S
: ·

(
劣 ) = 5

2·

(
劣 `十 、

)
一

赤(
C ` ,

一

* 一 ZC ` +

、 + C `一 、
)
二

办
` Z

C `一 *

而由 ( 2
、

3 )有

护久
一

去 + 矛久
,

士 二 2矛头 (落=0
, 1 , …

,

N 一 2)

由此立见条件的必要性
。

为证充分性
,

只要把差分方程 ( 2
、

4) 解出来
:

J Z
C

一

专 = 2 ( , : 一 兮。 一 ,
。 ’

h )
,

J Z
C 去 = 2 J 2红。 一 J Z

C
一

去

= 2 (夕
: 一 3夕

, + 2 9。 + 红。 尹
h )

J Z
o ` +

专 = 2 ( J ,夕̀ 一 J ,
, `

一 ,
) + 2 ( J Z

, I一 : 一 J ,
叭

一 3
) + …

+ 2 ( J , , 2一 J Z夕: ) + J ,
C于 当`为偶数时

,

J Z
C ` +

音 一 2 ( J
Z , ` 一 J Z岁卜 ,

) + 2 ( J Z
, `

一 ; 一 J ,夕卜 :
) + …

+ 2( 护 y : 一矛 , 。 ) 十 护 C
一

士 当`为奇数时

后二式又可写成

( 2
、

4 )

矛几 , 十、 “ 2

弘
` “
头`一 + “ “

口、
,

J Z
C Z月+ 1+ 于 = Z E 护跳 I + J俨

一

士
声二 0

由此可见
,

条件 3) 就是

J ,
C

一

去》 0 (或` 0 )
, d , c 去》 o (或 ` 0 )

弓

条件 3) 和 2) 合起来则足以保证
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J 名 C
` ,

+ > o (或` o )
,

( ` = o , 1 ,

… …
,

N 一 2 )

即保证 5 21, 加 )> 0( 或《 0) 于 a 喊二哎 .b定理 4证完
。

推论 1
。

设定理 4条件 1 )
、

2) 保留
,

将条件 3) 换成 3)
’

时
,

定理 4结论仍对
。

因为据泰劳展开
,

3) 成为

, : 一 , 。 一 , 。 ,
; =

知
。 , ,

2 +

李
, 。 ,, , ;

3 十 。 ( ,
`

)
,

以 几 口 。 以 “ 一 2 口 “
一

6 护 “

, 。 ,I > 0( 或 < 0) 则当 h甚小

.

~
.

, , _ .

。 , 。
.

5
_ .

。 , , 。
.

。
, , , 、

红2 一 ` y l + 艺兮。 一 鱿。 `

几 二 y 。 ’’ 几 一
十 万 V o “ `

几一
十 口又n 一少。

口

推论 2
。

设被插函数 f (劝满足尸 (心 > 0( 或吸 0) 和 fl,
’

(劝 ) 0( 或 < 0) 于
a簇 二喊 b,

则 当 h 甚小时
,

其二次样 条 插 值 函 数 5
2

( f ;幻 也满足 凡
“

( f ;劝 > o (或 < 0) 祖

召
: 产 I,

(了:二 ) )
·

0 (或
·

( o )
。

定理 5
.

设被插函数 f ( x) 言少〔a ,

句
,

S
:

(介劝 为其二次样条 插 值 函数
,

则于

a 喊二叹 b 上一致地有

R
: ( a ’

( f ; x
) = f ( a ’ ( : ) 一 S

: ` a ) ( f : 二 ) = O ( h s 一 a ) (“ ” o , 1 , 2 ,
3 )

证明
。

由于

Bz,, (
, ; / ; + 、

)
一

,,,(
:

+

功
一

sz,, (
` ;、 十 、

)
=

泰(
“

2

,￡
十 、 一 `

Z
C、+ 、

)
+

(
f
·

(
劣 ; 十

·

豢(
万 Z

f ; + 、 一 万
2

气
+ 、

)
+ o ( , )

务卜 子 人
十 *

)

令 ” `十专 =

人
+ 专 一 C补于 则

万
2 , ; 一、 + :

2
, `十 、 一 、

2

( ,`
一 、 +

几
+ 、

)
一 万

2

(
C`一 、 + C`十 、

)
一 “

2

(
了;一 、 + r`

+ 、
)
一 2 、

名

,
` = o (;

3

)

解出 了火
+ 士 得

万刀`十专 == O ( h
3

) 杀
。` + 、 · o “̀ ,

于是 ; : ·

( f ; 、
* 、

)
· 口 ( h ,

(
` = “ , ` ,

一 N 一 1

)
进而于子区间 、 、 男` 男 `一 上有

zR,, “ ; ` , ’ “

找` ;

+ix 、

+)J 又f
,, 尹

(
二 )而二 O ( h )

+ 十
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由罗尔定理知
,

至少有一点 右
,
气 < 右< 介

, :
使 R扩 (介匀 = 。 ,

从 而 R扩 ( :I 习 ==

{二
’ 2 “ `f

; 劝“

一
“̀ 2

,
,

再进一步有 R :

“ ; · , · R Z“ ; 、 , ·

令
: , “ : · ,“

= O ( h 3
)

,

定理五证完
。

以上 无= 2“ = 2 的结果
,

是针对如下提法
:

S :
(
二` ) = g `

(公= o , 1 ,

…
,

N )
,

S飞产 (
二。

) = 夕。尹

而言的
。

但应用上也有要求把导数条件作为右边界条件的
,

即要求
:

S
:

(
二 `

) = , ` (公= o
, 1 ,

…
,

那 )
,

S 尹
(勺 ) = , , 万

此时
,

5
2

伪) 的系数可以由右到左递推得到
:

( 2
。

5 )

定理 3
、

1 ,
)

2 尹)

3 ,
)

。 h
, 、

` , + 、 = 。 + 二“ ”
(

C ;一去 = “ “ `一气
+ 士 (̀ = N

,

N 一 ` ,

一
“ , )

5仍对
,

定理 4的充分条件 l) 一 3) 则要改成
:

( 2
。

6 )

才2
头 》 0 (或 ( 0 )

,

(` = 0 , 1 , … ,

N 一 2 )

J匆
`峨 。 (或 > o )

,

(` = 0 , l ,

…
,

N 一 3 )

物
一 : 一物 + , , 汉h > o (《 0 )

,

如
一 : 一 3物

一 : + 2如 一 , 产万 h》 o (或嘴。 )

差别就在于由要求 矛 , `
, J匆

`
为同号不等式 1)

、

2) 改成反号不 等 式 1尹)
、 2 尹》

。

3 ’ ) 则是右端条件 产o N + 专》 。 (或` 0)
, 厂2

几
一士》 ” ( ` ” )

下表是要求作保凸光滑插值的实际问题
。

正属于此后一情况
。

我们是用由右向

左作按段二次插值的方法解决的
。

无二 2。 + 1 = 3 的情形
:

0
N + 3 阶…

/

0
1 2 1

6 3 6

1 _ 1
一丽 U 丽

阵||||||||||||||

=A
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J y ` 万. y `

几厂}一飞丁一 }

—} 1 3 0

2
.

7 5

16
`

7 5 2
.

7 5

oq自只
一,孟O曰J任,上1上,上

1 4
.

2 5 0
.

2 5

0 ; 75

óUO
óUO

noOOn舀ē舀1盖,上22

10
.

5 0
.

5

比口
5
1勺6t了

丹石1上1一,几

9
.

5 0
.

5

0
.

2 5

8
.

7 5

ù勺月,29
ē11ù,二心上22

3080
七

幼3
CO4

4 8 0

在此值得指出我们这里的方法和熟知的
“
三弯矩法

” 和 “
三转角法

”
(参 〔 ’ 〕 中

双+ 1 1 、

第一章 ) 的区别与联系
。

将 S 。
(劝 = 乙 马风 l竺畏兰兰

~

l求一次和二次导数
,

并利用
刀 ,

/ “ “

~ ,JJ 刁 ,
、

小
。

’

内
’

一 `

一
`

厂
: 一 ’ 一

飞 h 厂
一 , 、

一

`

一
y 、 ’

一
’ ` ” ’ ` ” `

分部求和法得

S a ’
(
劣

) =

万+ 1

E O , 刁习:

才二~ 1 降 )n/ :
或

“
loC

Z

(争 )/
“

· 。

一叠
。 2。 一

(旱 )/
几’

于是
仍 ` · s 。 ,

`一卜氯
o ; 一 、 + o ; 十 *

)
=

缸
C *̀ 1 , o `一

)
,

“
· B 3` (。 ) ·

示
( o 介 : 一 ZC ` + c 卜 : )

’

在 〔` ’ 中是将皿
.
或哪

`
作为基本未知量

,
求到它们之后再作积分反求8 。 (劝 , 我们则

相反
,

先求出O` 即习。
(幻的表达式

,

然后通过求导数得到M
`
或 ,

` 。
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a 十 1 1 、 万 + 1
。

若对 “ 3
钩̀ , 一三

, `

叫五又丑 )
=

署
: `两 “ 一 ` , “ 叭 两端彬 作二阶差 分

则得

习习。
(落一 j )万

Z
C , / h

Z = 刁
2红̀ / h

了二 0

N 一 l )

以 万
, = 刀

Z
C `

/护 作基本未知量
,

则上式成为 〔` 〕中熟知的
“ 三弯矩方程

”

扭
、 一 : +

粤皿
` +

粤万
` , , 二 J , y ` /;

,

0 0 0

对非等距情形
,

`

以上联系也可以建立
。

总之
,

既使是对对三次样条插值
,

我们

的方法也比三弯矩法来得 灵活和统一
。

K 二 2哪 二 4 的情形
:

、
.

lee
.

!nU
Z h 么 2 h

2 2 h l

1 1 1 1 1 1

2 4 2 4 2 4 2 4

1 1 1 1
一 丽 一丽 瓦 丽

l

…
…二 + 4 阶

}
}

i

一

一
.

lh
ó一4

一八O一,曰

ó

一hl一4一Q自,孟一O乙

L一hl一4
一9自,一̀9自一

3
.

第二 类 边 界 条 件插 值

求 2中同一形式的气 (劝且满足同样的内点插值条件和如下的边界插值条件
二

当 无二 2 , + I 为奇数时
.

S
;
“ ’ (、 ) 一 ,

;
a ,

s ;
“ ’ (

劣 N ) = ,

;
“ ’

(。 二 0 ,
仍 + 1 ,

哪 + 2 , … , 2饥 )

(`
= o ,

饥 + l , 。 + 2 , … , 2。 )



第四期 高次样条函数的插值方法与偶次样条函数的极值理输

当 k=2。 为偶数时
:

。;
“ ’ (

二。

) =

。;
“ ’ (二 N ) -

(` =0, 。 , 。 + 1 ,

…
, 2。 一 l)

(。 = 0 ,
饥

, 。 + 一,

…
, 2。 一 2 ) }

.̀ .、.声

仪a(o(代目

红今

此时仍归结为求解A C = 尸
,

A的结构与 2中相似
,

可按节点坐标自动形成
,

不再赘述
。

4
.

第三类即周期性边界 条件擂位

同上求 S :
(劝使满足同样的内点插值条件和周期性边界插值条件

:

。 ;
a ’ (

二。

) 一 ,
;
“ ’ ,

s
;
“ ’ 。 N ) = ,

;
“ , 。

。

)

(。 = 0 ,
1

,

…
,
无
。

恤 = 。 , 1 , … k 一机) }
其中。峨帆` 无一 无

。

或 O喊 2气` 无
。

· 一

此时归结为A C 二 尸
,
A 的结构和上述情形略为不同

,

丰要是左下角将出现非零

元素
,

但仍可自动形成
,

用标准程序求解
。

以上几种插值都能保证在
a 嘴二嘴 b上对 k 次多项式为精确

,

误差 为 口 (护
+ ’

)
。

但在开拓更大些的区间上达不到这一点
。

5
。

磨 光 法

在〔幻中我们引进了f (幻的无+ 1次磨光公式
:

: : + :
(
二
) =

零 {
一习:

(华 、 , (̀ )己 ,

“ J一 oo
、 bI l

由分部积分法不难得到

f
、 十 ;

(
x
) = 砂

+ ’ { f
` 一 “ 一 ’ ) (

x
) } /几“

+ `

f ( 一 “ 一 ’ ) (
二

)表 f (
x
)的无+ 1次积分

。

,,

无= o 时
:

f
,

(劝 = 了了
产

(劝 / h
,

l,

无= l 时
。 ,

了
:

(劝
= 乎 了(

二
) /护

。

由此可见
,

一次
,

应型值 夕̀ (公= o , 1 ,

令

二次磨光公式有很好的保凸性
。

若任给了一组离散节 点
: `
及 相

… ,

N )
,

我们可以把它们用折线连接起来得

"
E例
"月脚

习
,

(
二

)

, ,“ ,

(
.

兰反些 )

(
二 I+ , 一 甸

二 ,
)夕,口 : 一 (

、
)

等距节点情形
,

非等距节点情形
。
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将之磨光得 人
+ :

(劝

=

李 f
一 ; :

(旱 、:
;

()dt
:

.

在等距节点
二` , : 一 二 ` = ,

几 J一的
、

_

肠 ,

(` = 0,, 1 , … N 一 l)
,

易得

r
护
(介 ) = ( ,

. 十 : 一 2 , , + , `一 :
) /;

“

,
I,
(
二`

) 一 ( , `+ : 一 2 , ` + , `一 :
) /、

,

f
:
(
二`

) “ 鱿` + (从
十 : 一 2夕` + 夕`一 :

) / 8 ,

f
:
(
二`

) 二夕
` + (夕

` + : 一 2夕` + 夕`
一 :

) / 6 。

可见一次
,

二次磨光公式完全保存了原型值的凹凸性
,

但型值点经磨光后有偏差
。

为了克服这一偏差以改进磨光法的逼近性
,

在吉林大学
、

三机部六院一所的研究工

作中
,

曾引进
“
盈亏型值

” 的概念
,

即先将原型值 乡
`
修改成

, ` == , `一 ( , `十 , 一 2头 + , `
一 ; ) / s

头 = , `一 (夕
` , : 一匆

` + 约
一 :

) / 6

(无== 0 时 )

(希二 1时 )

对型值
{玩}

磨光得 大(x)
,

凡、
,

于是大帅
二 !l’ 一

、 但
,

孤
, = , -

一 矛 夕̀ / 3 6 ,

从而大大提高了逼近性
,

同时又保存了凹凸性
。

这一方法对一些实际

模线型值磨光的结果
,

得到了实际上满意的结果
。

对非等距情形可作类似分析
。

这一方法容易推广到任意形状的空间曲线 (
`

包括封闭曲线 ) 和曲面 的 磨 光 上

去
。

设 R 二 R (t ) 0咬 t叹 L为曲线的参数方程
, t 为弧长参数 ( 特别应用上为一空间

折线 )
,

则磨光公式为

`
: 一 (

· ) ·

夯
一

{:OO
“ !

(宁 ) `
(` )“ ! = 万一 {`

卜卜 1 、

} /
“一

设 R 二 R “
,

力为空间曲面
,

则磨光公式为

`
p , ·

(一 )
二

{二
“一 (宁 )

“ 。一

(豁 )戴
` , ·

,“ “刀

/( J曹)’ ( J刀 )
,

这样从离散数据出发
,

可得到样条曲面
。

芬3
。

偶次样条函数的极值理论

迄今只有奇次样条函数的极值理论
,

它是在三次样条函数基础上建立起来的
。

这一理论不能简单地推广到偶次样条函数上去
。

但二次样条函数即如下微分方程式
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万` 1

, 护 产 (
二

) = 艺丙古 (
二 一 甸 ) ( = g (二 ) )

少= 1

的解
,

可以解释为集中弯矩作用下的梁的挠度曲线
。

, `
毛 ) (劝 = q

`
(二 )

它可以看作如下泛函

( 3
。

1 )

将它再求一次导数得

( 3
。

2 )

1,
, . 、

_ l ..f
, , _ 、 , J _

「气
, , _ 、 .

J _

, 、 y l = 下干 ! y
~ 、 汤 J 功祷 一 ! 丫

一

、 汤 / 分
L̀ 副`

` J 口 J口

的欧勒方程
,

事实上
,

求 J (刃的一次变分

“ `。 ·

介@ ` 幼“ 一

!》
尹 (
咖沁

-

= { 夕扩勺
, 一 岁,, 尹

勺 }
r

,
( , (̀ ) (二 )一 , ` (劝 冲 ,面

l b ( b

一 “ , ““ `

!
。 +

」
.
( “ “ ’ (` ) 一 “

`

( ` ) )恻
`

( ... 由 ( 3
。

1 )知公
护 产 ( a ) = 夕护尹 ( b) = o )

,

从 舀J ( , ) 二 o导 至方程 ( 3
。

2 )及如下各种边值

条件
:

勺
, ( a ) == 舀,

`

(b ) = o , ( 3
.

3 )

犷刀 (` ) = 夕刃 ( b) = o ( 3
。

4 )

等等
。

由于 J ( , ) 一要{
, , · (

: )么*
一

省、
,
(。 )

,

女口果求 ( 3
、 .

; )的解 , (二 )不仅要求

` J a 少吕 1

它满足边值条件 ( 3
。

3 )或 ( 3
。

4) 而且将 ,
’

(勺 ) (了= l , 2 ,

~
,
N 一 l) 约束住 (即指定 它们

的值 )
,

则

等价于
。。

, 艺心 (刃 “ 一~ ” 伽 】y’’ (幻叼劣

由此可以作出结论
:
在所有属于 H Z〔a ,

b〕. )的函数 f (幻中
,

如果满足边值条件 (3
.

3)

或 ( 3
。

4) 同时在内结点句 (j = 1 ,

…
,

N 一 1) 处了
尸

(甸 )被约束住 ( 即给定 )
,

、

则以 (3
。

1) 的

解即二次样条函数使积分

{:
f
· (劣 ,

’

dx 取极 ,J
、 。

.
) H“ +l (

a ,

b 〕表〔; ,

b 〕
一

上二阶导数艳对速恢而 m 十 1阶导数平方可积的函数类
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二次样条函数的这一极小模性质也就是变形能的极小性质
,

它成为我们推广到

任意偶次样条函数上去的基础
。

下面我们研究无二 2。 次样条函数的插值问题
。

2 , 次样条函数乃 2饥 + 1阶方程式

S ` 2 , + ` ) (
二

) = 乙口,舀(
二 一勾 )

了一 1

a( 二 九 <叭 < … <彻
一 ; <勺 二 b)

的解
:

2汤 双一 l

召 (
`

) = E 内沙 十

萝一 0

兄口I (
x

少一 1

一 二
l)

` ’

/
, , ,

+ , “ ’ `

二
( 3

。

5 )

第一类边界条件插值问题
:

内点插值条件
,

边界插值条件
:

召尹
(
二 `

) == 梦` ,

求形如 ( 3
.

5) 的习 (幻使满足
:

(感= 一, 2 , … ,

N 一 1)

S (礼 ) = , 。 ,
S ` “ ’ (

二 。

)
= ,舌

。 )
,
名 ` a , (勺 ) = ,去

a ’

(“ = 1 , 2 ,

…
,

哟

第二类边界条件插值问题
:

求名伽)除满足上述同一内点条件外
, 还要求满边界

插值条件
:

S (
二。

) = , 。 ,
S ` a ’ (

劣。

) = y占
a ’ ,

习` a ’ (勺 ) = ,去
a ’ (。 = 饥 + 1 , … , 2。 ; )

第三类即周期性条件插值问题
:

S ( a ) (二
。

) 二 , ( a )

S (仪 )

俩 ) = S ( a ) (
二 。

)

同上求 S (劝满足内点条件及边界插值条件
:

(以
二 0 , 1 , 2 , … , 。 。

( “
= 1 ,

2
, … , 2。 一 饥

。

) {
仁 叹 , 。叹。 )

以上
{

, ` , , , `。 , ,
, 、。 ,

{ 等为给
定数据

。

又力口在
X 。

处的条件 : (
/ 。

) 一 , 。等可改

成右端点条件召〔勺 ) = 物
。

定理 6 (存在唯一性 )
,

以上三种类型的插值问题的解是存在而且唯一的
,

但对

第二类插值问题须补充要求N > 。
。

证明
。

只须证齐插值问题的解恒为零
。

为此设 S (劝为齐插值问题的任一 2哪次

样条函数解
。

则一方面

S ` ’ “ + ” (
二
) 召

`

(劣 ) d二 =
乙 l口

, a (
: 一匀 ) S ` (二 )由

=
E 尽, S `

(
二 , )

= o

另一方面
,

由分部积分法又有
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仁
,

S ` 2。 一 , `X , S , `劣 ,“
=

{
S ` 2· ’ `二 , S , “ ,一 S ` ’ ` 一` ’

一

`劣 , S · `· , + 一

+ 、 一 1)一。 《

一 (
·

)。 `叫 (劣 ) }1:
一+ (一 ` )

·

{: {
“ (

一
, `· , }

’
d·

而不论对那一类边界插值条件
,

都有

{
s ` , 。 )。 ) s ,

(` 一 S 《

一
`· , s · `· , + … +

`一 `”
一 `“ ` ’ “ ’

伺 s( “ )

树冷
。

从而

{: {
S (。
一 `· ,

}
` “一 “

由于 s (
二

)
。

e
“ , 一 `〔a 声〕

,
名 `· + ` , ( x )

`
c , 一 “

〔a ,
6〕

,

对二> 1 召 ` , + ” 仓)最低限度也是

按段连续函数 于是 S (川
` ’ ( x) , 。子 a < 劣喊 b

,

即习 (习为饥次多项式
。

由第一类边值条件
,

立即得 召 (劝 , 0于 a喊 二喊 b
。

对第二类边值条件
,

`

由于 要 求万> ,
,

即刀
尹

(劝有。个 以 上 的 零 点
,

从 而
s ` x( ) . 0于 〔。

,

幻
.

再由边值条件 s ( x 。
) 二

’

o 推得 s (对 . 0子〔a ,

的
.

对第三类插值条件
,

至少有叨个形如
:

S ( a ) (勺 ) = 名 ( a ) (二
。

) (`
= l , 2 ,

…
, 2仍 一 , 。 )的条件

。

从 S ` , 一 ” (
二

) =

S (卜
, ) a( ) + S ( . ) (叼 (

二 , 。 )
,

S ` , 一 ` ’
( b) = 召 `仍一 ’ ) ( a )推 到召 (饥 ) ( a ) == o ,

依 此类推

得 S (叽 一 ’ ) ( a ) = 泞 ( , 一 2 ) ( a ) =

一
S ,,

( a ) = o ,

而 召
`

(
`
) = S `

(
a
)

·

再 据边 值 条 件

夕 (
a
) == 习( a ) = o推得 S (

二
) . 0于〔a ,

b〕
.

至此定理 6 证完
。

定理 了 ( 第一积分关系 ) 设给定被插函数 f( x)
`

H 仍斗 ’ 〔a ,

幻
,

S ( f ,劝为其 2哪次

样条插值函数
,

边界条件为上述三类中的任何一类
。

但第二类边界条件限制为齐条

件
,

而周期性边界条件自然要求 f (幻本身满足
。

则有第一积分关系
.

!: {
r `

一 (
·

,
}

Z
d一 {: {

S (。 · ` )

“ ;· ,

}、
二 !: {

f `“
’ ` ’ `
小

S ` ’ “ ’ ` f , · ,

}偏

证明
.

令 g (幻 = f (幻 一 召 ( f ;劝则或习满足齐边值条件
。

所要证的等价于要证

r b
_

_
_

」
。
召 “ + ` ’ (` ) g `一 ’ ` ’ “ )“ ` “ 。

由分部积分法有

{:
S ` “ 一 , `劣 , , `’ 一 , `劣 ,“ / =

{
S ` ” · ” `二 , , `” `a , 一 “ `“ ` “ ’ `· , , ` ’ 一 ` ’ `劣 ,

+ 一 + (一 ` )。 一“
: 一 `· ) , , `· )

}}:
+ ` 一 ` )。

}:
“ 毛:

一
`· ) 。 , `· )“一
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万 一 1

o + 乙口,夕产 (二 , ) = 0

才 . 1

上述
{
…

}1:
· 。是由于边界插值条件

,

耐帅
· 。 ` , 二 ` ,

一 , 一 ` ,则根据内点

插值条件
。

定理 7得证
。

定理 8 ( 极小模性质 )
。

设 f (幻 ` H耐
`〔“

,

幻为任一给定的被插函数
, 夕f( ;幻为

其任一插值函数
,

且设 g !( ; : ) ` H耐
`〔a ,

的
.

又设 S ( f ;幻 为 f (劝的 2。 次样条插值函

数
。

第二类边界插值条件假定是齐条件
。

则有如下不等关系式

{: {肥
一 ( , , · )

}
“

“ `
{: {

。` ,
一 “ ; · ,

{
’
“

当且仅当叭介幻 = 召 ( f ;劝时方取等号
。

证明
.

可视或 f ,劝为 S ( f ,朴的被插函数
,

且满足定理 7 条件
,

于是由第一积分

关系得

!: {
; t , 一 , `了,劣 ,

}认
一

J: {
“ `’ · ` , ` f ,· ,

}认
+

+

l: {
。 `

一
, 一 S `’ 一 , ` , ; 劣 )

}认
,

}: {
“ ` “ 一 , ` , ,劣 )

}认

除非
f: {

; ( , · ’ ) (`】` 一 ”
_

( ’ ` ! ’ “ ; · ,
}、一

0即。 `玩
` ” “ , · , 一 “ “ “ ’ “ ;· , 于

a ` 。 ` 、方取等号
。

但由 , ( , + , , ( f
; : ) == 习 (“ + ” (

、

f , 二 )推出 , ( f
,二 ) = 月 ( f

; 二 ) + , 次多

项式
。

从而 g ( f ;劝本身也是我们所考虑的 2。 次样条函数
。

据定理 6
, 2仍次样条插值

函数是唯一的
,

从而好 f ,劝 = 8 ( f ,劝
。

定理 8证完
。

定理 , ( 最佳遥近性 )设 f (幻
`

H” ’ 〔a ,

幻为任意给定的被插函数
。
习 ( f

;幻 为

其 2。次样条插值函数
,
厅 (劝为形如 (3

、

5) 的任一 2 . 次样条酗数和 s (六幻满足同样

的边值条件
。

则

{:
、了`。一 (

·

卜 “ (。
一 ( , ; · )

}
““ · `

!:
、 ,

(。
一 (

·
,一 “ (。一 `· ,

}卜
当且仅 当 S (幻 = S f( ;二 )时方取等号 , 对第二类边值条件

,

当且仅当 S (劝 = S f( ;二 )

+ , 次多项式时方取等号
。

证明
。

f (
二

) 一习 (
二

) = { f (
、

) 一 S ( f ;二 ) } + { 召 ( f :二 ) 一 对 (
二

) 手 = g幼
+ B (二 )

,

夕(劝 ` 了(幻 一 S f( ;心满足齐边值条件
,

s 伪 ) = S (介
:
) 一 召 (幻则为一形如 ( 3

.

5 )的样

条函数
。

,口前
,

由分部积分法可以证得
!》

` “ 一 , `二 ,了
(’ 一 , `· , d一 ” ,

从而
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!: {
f ` “ 一 , 一 S `“ 一 , “ ,

{
“

“ 二

!: {
+

!: {
S `。 一 , ( , ;: )一 。 `

一
(· )

了̀ “ ` ! , (
x
) 一 “ ` ’ 一 , ( , ;二 ) }认

+

}
Zd· ,

{: {
f `’

` ” “ , -

一 。 `仍一 , ( 。 )
}dx 当且仅当矛

。一 ,
(
二
)二 。于〔。 .bj 时方取等号

.

对

第一
、

第三类边值条件
,

由召 ( ” , 十 ” (习二 o于〔a, 幻 立即推出 习 (习二 0 即 S (习 二 S

l( ;习于〔a, 幻 , 对第二类边值条件则推出 S (劝 = S (介劝 + ” ;

次多项式于〔a, 的
,

定理

9 证完
。

定理 1。 ( 第二积分关系 ) 设了(x)
`

沙叶
`
〔a, 的为任意给定的被插函数

,
召 (六x) 为

其样条插值函数
,

则总有第二积分关系
:

!: {
, 《 。一 (

·
) S 《 。
一 “ ;· , }

’ 〔阮 = ` 一 ` ,·

{: { f
, `· ,一 “ “ f ;· ,

}

f (“ 仍+ ” (
二 )血

证明
,

将上式左端积分反复作
” :

次分部积分得

: {
: (。

一 (
·
) S ` 。

一 (` ;· , }
’

“ =

{ (
` (“ · ” `· , 一 S 《` · ” “ ;· ,

)

( , `仍
, (X

) 一 S ` m , ( , ;· )
)一

+ (一 ` )
。 一

(
.

f `
2仍 , `劣 , 一 S ` 2仍 , ( , ;· )

)

(,
,

(
· ) 一 S

,

( f ; · )

) }1:
+ ( 一 ` ,

”

}: { f `
2仍一 , `· , 一 S ` 2。 一 , “ ;· ,

}

{ f
, (· , 一 S 产

` f ;· , {“
二 `一 ` ,

。

:J
f `

2价 · ` ) `· ,

{ f
, `工 , -

s 尹 ( r ; ;: )

}
“ 二

上式
{
…

}!:
= 。是由 于插值边界条件

,

而
.

}:
“ 《’ 仍 · ” ` f ;· , {“

`二 ,
一 “ ’ ` f ;? ,

一

艺, , 、 尸 (二 , ) 一 。 /
( :f 。 ) , = 。贝。是 由于插值的内点条件

。

定理 1。证完
。

f = 1

定理 1 1
,

设 f ( x )
`
C

Z仍 十 ’
〔a ,

b〕
,

则

R ( f : ` ) = ￡ ( x
) 一 召 ( f : 二 ) = o ( h Z“ 一 `

)
,

丑 ` a ) ( f ; : ) = o ( h
Z仍一 a ) (` = 1 , 2 , … ,

哪 )

于。 ` 二` b上一致地成立
。

其中h = 万卿 }介
+ : 一 “ !

。

侣
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证明
,

对任意
二 ,

八叹 x ` 从
十 : ,

由于 R
`

!( ;甸 )
= 0 ( j 二 1

,
2

, … ,

N 一 1 )
,

反复应用劳

尔定理得知
,

在 x `叹二《 二` + ,

上
,

至少有 R
“

(f’ ;幻 的一个零点
。

在
x

“
二叹 x ` + 、

嶙近而长

度不超过 211 的区上
,

至少有 R I,, (l ;劝 的一个零点
。

依此类推
,

在 介簇二气介
十 ;

嶙近

而长度不超过伽
` 一 1 ) h的区间内

,

至少有五
`仍 ’

(f ; : ) 的一个零点右
,

于是 五 `叫 (了;劝 二

R (价 + ` ) ( 厂; : 。
) fxI 从而

IR
`” ` ’ ( f ; x ) l咦 L !}R

` m + ` ’ (了; 二 ) ,!人 T ( 3
。

6 )

其中 ! }R
`饥 + ` )

( f ) 1}
=

(
? ,

卜 1)次得

} {
“
一*

`
二

` ’
( `; / , l

’ d`
“ ,

L为某常数
。

进而将 (3
。

6) 积分

}R
,
( .j ; 二 ) 沐石 ;

{
`丑 、 一+ ` , ( r )

.

}}、专
+ 仍 一 :

( 3
。

7 )

由第二积分关系

{}五 (仍 」
一

, ,
(了) 11簇万

a 二
}五

,
( r ; 二 ) I专

a 叹劣嘴 b !:
! : ` 2

一
` ;· ) ,

名

而 : 寺 ` 3
·

8 ,

以之代入 ( 3
。

7) 右端得

卫
口
川 R

`
( ;j

。
)1 嘱万。 ! R

`

(八劝
a 毛劣镇 b “ 有 劣咬 b

含 L
l

{{:
,了

` 2饥 一 ` )`· , `
2

一 }
“

” ’ 一

债

两边平方之得

卫
a 二

! R
`

( f : x
) i = O ( h

Z” ` 一 ’
)

a 戒忿叹 b

进而

( 3
。

9 )

万二 }R ( ;f 劝 1二 皿 ax
a簇 劣成 b a戒劣乓 b {尤

R
,

( , :
·

, “
·

1
= o `“

’ “ 一 `
,

此后一不等式正是要证的第一个不等式
。

将 ( 3
。

9) 再代入 ( 3
。

s) 又得

}}* “仍一 ,
(厂) !z= o

(
, 。

一

专
)

再代入 ( 3
.

6) 得

! R (饥 )
( f ;。 ) l

= O (俨 )

将它逐次积分
,

便得定理所要证的不等式
。

对 饥 二 1 的二次样条函数插值的具体分析 表 明 R
产

( l, 叭 )
= o ,

从 而 R
产

(介劝 二

O 。
“
)

, R ( 厂;习 二 口 (驴 )这比定理 11 中的估计关于 h 要高一阶
。

一般说来
,

定理 11 的估

计关于 h也可以提高一阶
,

但证明不能借第二积分关系
,

而需更细致的矩 阵 分析
。

关于本节所述插值的实际构造
,

我们仍建议采用 a一基
。

如果事先只给了
.

厂(幻的
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一组离散值 f (介 ) ( f 二 0 , 1 , … ,

N )
,

则可令

f
’
(八 ) = 声` f (劣`

+ :

) 一 f (
二` )

介
+ 1 一构

+ 孟̀
八动

一 f (今
一

立
劣` 一气

一 l

_ 岛`+ 1 一 劣`

礼 +l 一 劣 `一 1

, 月` = 艺一 之̀

从而可作本节所述的插值
。

本节的结果可 以推广到 2 ” ;

次广义结点样条函数

2仍 万 一 1

习 (
` ) = 乙 以 I二才 + E

i二 0 `二 1

E 口` , (` 一 , ` )户
价 一

勺 ( 2” 卜 j ) !

上去
,

只要限制 。咬 : `
(

,、 一 1“ =

不变
。

内点条件则换成
:

0

咦 了叹 r `

, … ,

N 一 l )
。

而相应插值问题的三类边值条件

名 “ ’ (介 ) = 乡 ` {
’ ( o ` j咬

r ` ,
公= 1 , 2 ,

…
,

N 一 1 ) ( 3
。

1 0 )

夕不一定要求取遍由 0到 , ` 的各整数
,

即不一定要求是埃尔米特型的插值条件
,

可以

是伯尔柯夫型插值条件
,

即所谓万刀问题 〔“ ’ 。

但要求插值条件 ( 3
.

10) 中的 了的变化

和广义结点样条函数中 J的变化完全一致
。

作此推广以后
,

本节定理 6 到定理 11 依然成立
。

关键是此广义结点样条函数属

于 H
仍 + ’

〔a ,

b〕。
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