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摘 要

1
.

应用 又乘子法将薄板势能原理推广为以挽度
、

博角和横向剪力等为变

量的变分原理
,

它不要求棘角与挽度角先满足法钱假没 ( i{I
r o
h h

o ff 假歌 )
,

因而特别适合于构迭离散法枝暇被型的有阻罩元体
。

2
.

由这个变分原理出发推导丫
一

种牛杂交离散法校暇歌型薄板三角形草

元体
,

以 角 点为节点
,

以心 器
, 一

昙扩
为未 知 数

·

典型算例耕性
潍

好
,

无谕对于携度和弯矩都可以东舒!j校准确的数值精果
。

与具有代表七防勺同

类翠元体进行了比鞍
。

3
.

这个翠元体的有关针算公式均已列在附录
,
卜

。

刚度矩障有显式表 示
。

因而可以方便地引 入现成的汁算程序中
。

I
。

引 节

薄板的三角形单元体也许最具有通用性
。

它不但适用于各种形状的板
,

而且也

可 用于任意形状的薄壳
。

在划分网格时
,

单元体大小又能较灵活地变化
。

三角形单元体中
,

以角点为节点
,

以舰 , ,

蛊
一

箭
为未知数的 9 自由度单元

体最为实用
。

从力学角度看
,

它直观性强
,

用于复杂结构时较为方便
,

在一般情况

下
,

其线性变化的弯矩已能较好地反映实际结构中的应力分布状态
; 从 计 算 角度

看
,

由于 “
角点优势

” ,

总未知数少
,

系数矩阵带宽也窄
,

因而对计算机的要求可

以降低
。

然而
,

由于不可能用简单 3 次多项式同时满足
7。 ,

斋
的连续条“

二

使得

辛 1 9 7 4
.

1 0
.

2 0接稿
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寻求性能优良的这种单元体成为一个相当困难的问题
。

lC ou gh 和 Tco h er 〔 ` ’
( 1 9 6 5 ) 将单元体先分为 3 个小三角形

。

每个小三角形内
,

, 均用 3次多项式表示
,

由此得到了一种完全协调型的单元体 ( H C )T
,

但是 刚度矩

阵计算比较麻烦
,

而且过于刚硬
,

收献较慢
。

lA lnJ
o n(

“ , ( 19 7 0) 利用广义变分原理
,

在三角形内部弯矩满足平衡条 件
,

而位

移只在单元体边界上定义
,

这样得到了一种
’

9 个位移自由度的杂交单元体
。

为了避免从薄板理论建立协调单元体的困难
,

tS ir ck ll n等人
〔 “ ’ ( 19 6 9) 直接从弹

性理论出发
,

采用离散法线假设 ( 离散 iK cr h ho ff 假设 )
,

在计算应变能时完全不考

虑横向剪应变影响
。

这样的单元体 ( QQ 3 ) 可以收救到薄板理论
,

不过由于对法线

假设放松过多
,

刚度偏低
。

该作者们又将 3个QQ3合并成一个三角形单元体 ( QQ3一 3 )
,

性能有所改善
。

薄板理论是考虑横向剪应变板理论的极限情形
,

根据后者来建立板单元体是一

个很自然的做法
。

但是麻烦的是
,

当板厚减小时
,

总刚度矩阵却变成严重病态的
。

对此
,

rF ide 等人 〔 “ ’ , 〔“ ’ ( 19 7 3 )提出了一个有意义的想法
:

如果 目的是要趋近于薄板

理论
,

那末横向剪应变便可视为一种误差
。

因此
,

当单元体特征长度 h 较大
,

离散

误差占主导地位时
,

计算横向剪应变能就完全无必要用真实厚度
,

而是可选择一计

算厚度 t
,

使得离散误差与剪切误差取得平衡
。

依据这一概念
,

F ir ed 等人 提 出 一

种单元体
,

其中比值 。 = h
“

t/
“
要经试算选择

,
F ir de 推荐

。 = 6
。

由于这种类型的单元体应用很广泛
,

已经有许多通用程序
,

而解题时又常常需

要依次计算每个单元体的刚度矩阵
,

所 以改进其收救性能和减少刚度矩阵的计算时

间都将是具有实际意义的
。

本文所建议的单元体也采用离散法线假设
,

但不是应用势能原理而是根据一个

带有 只乘子的变分原理
。

这个变分原理不要求挠度与转角预先满足法线假设
。

文 中

直接从这个变分原理出发推导出的单元体 3P K g 已具有相 当好的性能
。

为了能连续

调 整刚度
,

使误差进一步减小
,

在变分方程中引进了一个刚度调整因子
c 。

由此得

到的
,

带有
。
因子的单元体记为 3 P K g 。 。

一
。

从典型算例看
, 3P K g , 3 P K g。 (

e 二 0
.

4至 l , e = 1就是 3 P K g ) 都有较 好的收

徽性
,

无论对于挠度和弯矩都能给出较准确的数值结果
。

特别有意义的是
,

算出的

弯矩 ( 见图 7
.

5 ) 可以与喻 ir ey 〔” 用平衡单元体以较多的未知数求出的结果 媲美
。

2
.

3
KP

g 单元体的导出
,

完全依据于板壳理论方面而不存在任何与计算方面有

关的待定因子
。

这是与文献 〔5〕
, 〔6 〕完全不同的

。
`

几

3
.

3P gK
。
单元体的刚度可以由

。 因子连读调整
。

本文推荐
。 二 0

.

4 ,

此 时 典型

算例的大多数结果略优于 3
KP

g
。

4
.

当板厚用多项式表示时
,

刚度矩阵都可以算出明显表达式
。

这也是本文方法

的一个特点
。

这样做能节约计算时间
。

关于等厚度正交异性板的计算公式均已汇集

在附录中
,

以备程序设计之用 ( 也可方便地引进于现成的计算程序中 )
。
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n 主 要 符 号

图 2
.

1

二 ,
刀 ,

一
直角坐标系

,

晃图 2
.

1
。

, 2 , ,一一边界法向与切向坐标
,

见图 2
。
1

。

t

— 板厚度
。

刀 , ,

— 各向同性材料弹性模量与波桑此
。

几
, D , ,

几
, , D ,

一
正交界性板弹性常数

。

O

—
板的弹性矩障

。

对于各向同性和正交界性板
,

O 分别为

、 .夕ù.占勺自
`

了、

O

、 、I

IJ
z

斗苦

0DolD巧0几1D0
\ 11

!
J

E t习

1 2 ( 1一
别 2
)

0 0

0

0

1一 夕

2

O 二

。
,

动二
,

沪,

一
,

刀
, :

坐标系中携度与搏角分馒:
,

图 2
.

1 所示方向为正
。

矽
. ,

八—
。 , S

坐标系中蒋角分量
,

图 2
.

1 所示方向为正
。

妙
。 = 畅乙+ 物解

,

)

沪
, = 一物、 + 沪, 乙

。

歹
( 2

.

2 )

l
, ?二

—
边界法校

,`

对
。 ,

, 轴的方向余弦
。

叹

—
板面法向分布载荷密度

,

以正
公

方向为正
。

。

— 罩元体刚度稠整因子
,

见式 ( 3
.

8)
。

介
,

粉
,

耘万

一
,

刀
, 名
坐标系中的应变曲率及扭率

。

X

— 冕式 ( 3
.

理)
。

万。 ,

卫 , ,

万。

一
,

万坐标系的弯矩及扭矩
。

M

— 只式 ( 3
.

3 )
。

M
, ,

万。 -

一板边界的弯矩及扭矩
,

卫 , = 万。 , 么 + 瑟 , , n Z + 2万二 , 了燃
,

{

卫。 , = 万。 , (
, “ 一 。 : “ ) + (万 , 一 万

二

) z
, ,。 .

犷

口二
,

勃

一
,

y
, :

坐标系中的横向剪力
。

Q
。

— 板边界剪力
,

口。 = Q
。 飞+ Q卫肠

。

丑。

一
板边界等效剪力

,

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )
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气 二儡 十 日瑟
, s

口
s

( 2
。

5 )

对
.

一
边界伽

一

上抬定的弯矩
。

R 月一
一边界

c 兄上拾定的等效剪力
。

c 了

— 代表板整个边界
。

c万
,

C动一洲抬定 万
,

和拾定 矽
。

的边界
,

C 万 + c 动= C 全
·

c R ,

c w一一拾定 丑。

和拾定 。 的边界
,
C R 十 C w = C 了

。

A

— 代表板整个中面
。

月。

— 代表板一个罩元体的申 而
。

U

— 板弯曲应变能密度
,

晃式 (3
.

2 )
。

W
一

翠元体节点广义位移向量
,

见式 ( 4
.

1 )
。

V

— 冕式 ( 4
.

7 )
。

J

一
三角形罩元体中面面积

。

“
, , ` (` = 1 , 2 , 3 )

— 罩元体节点坐标
。

石 ` (玄= i , 2 , s )一一三角形面积坐标
,

步色式 ( 4
.

5 )
。

。 ` ,

如
` ,

如
` (、二 1 , 2 , 3 , 1’ ,

2
` , 3 ’

)

— 三角形覃元体角点和边中的镜度和棘角分量
。

p
. ` ,
中

。 ` (落= 1 , 2 , 3 , 1 ` ,

2 产
,

3产 )

一
三角形罩元体角点和边中的法向和切向棘角

。

T

一
搏换矩障

,

晃式 ( 4
.

2 3 )
,

( 、
.

8 )
。

Q— 晃式 ( 4
.

1日)
,

( 气
.

7 )
。

K 鱿

一
弯矩矩障

,

见式 ( 4
.

1 9 )
,

( A
.

1 0 )
。

K Q

— 剪力矩障
,

咒式 ( 4
.

2 0 )
,

( A
.

l i )
。

E— 晃式 ( 5
.

2 )
,

( A
.

6 )
。

H—
一

觅式 ( 5
.

3 )
,

( A
.

9 )
。

K
。

— 翠元体刚度矩障
,

晃式 (5
.

4 )
。

Z
。

—
协稠型节点栽荷

,

晃式 ( 6
.

1 )
,

( A
.

1 2 )
。

Z :

—
离散型节点载荷

,

晃式 ( 6
.

2 )
,

( A
.

13 )
。

l 变 分 原 理

由薄板理论的势能原理可得下列变分式

“

{!仲蜘
刃击、 一

!卿、
一

,

!瑜
+

口丘
唇。 }

一 O , `3
·

` ’

口肚

其中 U (儿
.

价, )为板弯曲应变能密度

U = 告 X T M = 告X r O X ( 3
。
2 )
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(万
·

)
M “

}万
,

}
” ” X

,

气卫
二 , l

1 9 7 4年

( 3
。

3 )

/口|!|
J/

、、万z
刀一丝勿

a价
二

d劣

口价,

口少

l 口价
, ,

_

一 ! 一
了二 十

\ 汀劣

( 3
。

4 )

苦

l!
尹、l!

l
、、

一一X

O 是弹性矩阵 ( 见第 I 节 )
。

转角分量 沪
: ,
价

,

与挠度 叨 满足法线假设

O飞。
,

口功
矽

,
二 共竺二

_

价
。 ,
二 竺里

_

口劣

”
“

口y
“

为了推导离散法线假设型的单元体
,

件
。

为此应用 完乘子法
,

于是得

( 3
.

5 )

最好是将关系式 ( 3
.

5 )化为变 分 式 的 自然条

“

{!!
口“ 一沪, ,“ “ , +

!}〔(架
一 ` ·

)
Q

· +

(哥
一 ` ,

)
。·

〕
“响

A A

一

!{、
/ 、 一

! , ,
d· 十

.

!
丽

,

` ,
·

C R C万

一 { (祭
一

叼, 。 ds
}
一 。

( 3
。

6 )

C:

其中剪力口
: ,

Q ,和扭矩万。 都是 又乘子
。

经过变分运算
,

并注意。 ,

气应予先满足C 。 和 C 价上给定的边界条件 ( 即在心上
` w 二 o ,

在 C价 上种
。 二 o )

,

则式 (3
.

6) 可 以变换成

!!〔(嘿二 夕今
一 Q

·

)
“价二 (卫令

·

鄂
一 。 ,

)
“ ` ,

〕“
“ ,

A

一

{{(鲁
·

黯
+ 、

)
“望

哟

〔(架
一 ,

:

)
。。 , ·

(留
一 ` ,

)
`

“ Q ,

〕厕汀月A十

!
C一

!
( ,

。 一

瓦 , “
· “ 十

C万
(
。·` + 。 ,饥

理豁
红 一
瓦)

; 功汉·

R
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+
.

{巨
。 : 一 (̀ 一 `

·

)`仍 一二
: , 。̀

2

一 ) 〕
。

,
C全

「 / a叨
二

、
、

认
, , _

一 { `共半 一 价
。

】a卫二ds = O
,

! 、 a s

” 一
, ,

一

C ,

C3
。
7 )

式中皿
: ,

万
, ,

加
. ,
都是以价

: ,

气表示的 ( 通过式 ( 3
.

3 )
,

( 3
。
4夕)

。

由于式 ( 3
。
7夕中各变

分的任意性
,

所以变分方程 ( 3
.

6) 完全等价于薄板理论的平衡方程
,
C , 、

心 上 边界

条件以及法线假设 ( 3
.

5 )
。

为了使所推导出的单元体能连续改变刚度
,

在变分式 ( 3
。

6) 中再增加山个刚度

调整因子
c ,

于是得

`

{打
U (、

,
沪· )

、
+ ·

J{〔(骼
一 、
)吼

+

(哥
一 `·

)
Q·

〕、
A A

一

加画
A

一

{瓦沙
而

C召

+
.

{瓦。
心

一

{(弩
一

咖
。 “ }

· ” 。

C :

( 3
。
8 )

显然
, C 因子不是来自力学方面

,

而是基于计算误差方面的考虑
。

合理选 择 。 可 以

使离散误差和偏离法线假设误差的综合影响减小
。 c
可以由一些典型 问题的数值结

果选定
。

下面将以变分式 ( ”
·

8) 为出发点
,

推导离散法线假设型的三角形单元体 ” KP g “ 。

当 c = 1 时
,

式 (3
.

8) 又回到式 (3
.

6)
,

此时单元体记为 3 P K g ,

以表示其 完全依据

于力学方面的考虑而不含有待定因子
“ 。

盯 形 函 数

考虑三角形单元体
,

如图 4
.

1所示
,

以角点 1 , 2 , 3为节点
。

三边中点记为 l 尹 ,

2 ` , 3 ` ,

以后它们不作为节点
。

3 〔石 头 〕

Z f石
.

怂 J

了闭
,

骊

图 4
.

1
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定义单元体节点位移向量 W 为

w =

〔
叨 ; .

(豁)
: ,

愕)
, , ? 2 ,

(豁)
: ,

(箭)
2

一 (骼)
。 .

(箭)
。

〕
r 。

“
·

` )

为了构成以 W 为未知数的单元体
,

挠度选 3 次多项式
。

转角分 量选 2 次多项

式
,

但限制边界法向转角按线性变化
,

并规定边界切向转角与挠度满足法线假设
。

选择 Q
二 ,

Q ,
予先满足力矩平衡方程

。

这样
,

挠度 叨 (气妇可以表示为

叨 (从 1j) = AW
,

( 4
。

2 )

其中

A = 〔A
; ,

A
: ,

A
3

( 4
。

3 )

( L爹( L
l + 3 L

之 + 3 L
3
) + 2 L I L

2
L

3

、
衅 二

省双 ca( L
: 一 。 L

:

) 王粤碧 及几 L
。

李
百

` 、 , 组 叮乌 ` 恤

L
, 。 , , 二 , r

勺
尸秒 h

_

_ h
_ _ _ _

,
’

` 1气口`力 3 一 “ “ “ ` ’ 十 卫厄芝去
,山 ,石 3

L ` =
(
a ` + b`二 + 。`夕) / Z J (名= l , 2 , 3 )

( 4
。

4 )

( 4
.

5 )

为面积坐标
, a ` .

b`
, e ` (玄= l ,

2
, 3 ) 以及 J见附录式 ( A

.

1 ) 至 (A,. 3 )
。

转角分量沪
,

(罚妇 冲 , (肠妇暂时写成

百动
二
(
劣 ,

, ) }

}沪, (二
.

, ) )
B V ( 4

。

6 )

式中向量 V为

V = 〔价J , ,
中

: : ,
价
二。 ,

价, ; ,
价

, : ,

沪, 。 ,

价
: 一, ,

沪
: 2 , ,

价
, 3 , ,
价, : r ,

沪, : , ,

价, s ,

〕 T ,

( 4
。
7 )

B
1
B

Z
B

3 0 0 0 B
I ,

B
z r

B
o z

0 0 O B
一
刀

z
B

s o 0 0

0 0 0

B
l ,

B
: ,

B
s ,

( 4
。

8 )

2

Z L ` 一 L : ,
B “ = 4 L

:
L

Z
L

s

/ L
,

(玄= l ,
2

,

3 )
。

( 4
。

9 )

厂!.11
.

1气

=一一B尽

根据前面所述
,

进一步规定
:

1
.

边界法向转角 价
,

沿边线线性地变化
,

即

}
( 4

。
10 )

,,0

、、产、少、户
r

丹件件
沪价动十++气气op,.

1

丁于专一一一一一一气气气

2
.

在边 中 1
` ,

2
` ,

3尹点切向转角价
,

与。 满足法线假设
,

即
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3
。

在角点 l , 2 , 3满足法线假设
,

即

{
~

鱼竺、 = 沙
_ , _

、 口劣 / `
(里(生、
\ 口少 I口梦

= 价, ` (￡= 1 , 2 , s )
。

( 4
.

1
`

2 )

由此可以建立 V与W的关系

V = T W
( 4

.

1 3 )

T是一个转换知阵 ( 见附录公式 ( A
。

6) )
。

将式 (4
。

1 3) 代入 ( 4
。

6 )
,

得转角分量

j 气 (卿 )

之价, (肠刃
= B T W ( 4

。

14 )

再把式 ( 4
。
1 4 )代入式 ( 3

。
4 )

,

得

X = 一 C TW ( 4
.

15 )

其中 C是由B ` ,
B ,, ,

(公= 1 , 2 , 3)分别对
二 , , 取导数所组成的矩阵

。

由此广义应力 M为

M = D X = 一 D C TW ( 4
。
16 )

命 Q
, ,

口, 予先满足下列平衡方程

( 4
。

17 )

、、..几了...了
,O

沙一r一川一
r

,一
了几一岁f
几一夕J一口刀双一口a一

八以一

十十曰一毋一̀一:含ù
.
了ù一劣于̀

.

一劣,刀一ǎ口几竺ǎ口
产一乙八口ù

一一一一J夕QO

将式 (4
。

16) 代入
,

得

{段}
一

QT w
。

18 )

对于等厚度板
,

Q与 二 , 夕无关
,

其表达式见附录公式 ( A
.

7 )
。

不难由式 (4
.

16 )和 ( 4
。

15) 求出节点弯矩和剪力的表达式

M
。 == K万 TW

,

Q
。 = K q T W

-

其中 M
。

是节点弯矩

M
。 = 〔M : ,

M: ,
M 3 〕T ,

M` = 〔万
: ` ,

万
, ` ,

万汤
, `〕 r

介 = 1 , 2 , 3 ) ,

( 4
。

19 )

( 4
。
2 0 )

( 4
.

2 1)

( 4
。

2 2 )
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Q
。

是节点剪力

Q
。 二 〔Q

; ,

Q
: ,

Q
3

〕全
,

Q` = 〔Q
: ` ,

Q , `〕 r (` = 1 , 2 , 3 )
。

K , ,
K q见附录式 ( A

.

z Z )
,

(A
。
1 3 )

。

( 4
.

2 3 )

( 4
.

2 4 )

V 单 元 体 刚 度 矩 阵

先看变分式 ( 3
.

8) 的第 l 个积分
。

U 二 专 X 全M = 专W r T r C T O C T W
,

其中仅 C , O C与 二 ,

少有关
,

故

d

{{
U d峋

= d w r T ’ 〔 ` w
,

A
。

。 =

!!
e · D C d响

,

( 5
。

1 )

( 5
。

2 )

A
。

!}
表示对一个单元体区域积分

。

对于等厚度正交异性板
,

E 的显式表示见附录公式

A
。

( A
。

6 )
。

把式 (4
.

2 )
,

(4
.

6) 代入变分式 (3
.

8) 中的第 2 个积分
,

并仅对一个单元 体 面积

积分
,

对于等厚板得

a功

—
一 甲

口劣

舀红
一 价, {、

二 C· ’ T”
, “ w

’了

!
、..、

盯
曰月eA口Q

H 的表达式见附录公式 ( A
。

9)
。

取微分得

cd W T ( T r Q全H + H TQ T ) W ( 5
。

3 )

根据定义
,

由式 (5
。
1 )

,

(5
。

3) 得 3 P K gc 单元体的刚度矩阵

K
。 = T r E T + 。 ( T r Q T H + H全Q T ) ( 5

.

4 )

取 。 = 1 ,

便是 3
KP

g 单元体的刚度矩阵
。

VI 节 点 载 荷

法向载荷 q 产生的节点载荷按照通常的方法求得
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, 丛 f l
~

。 一

JJ

人

A匆己劣即
。

( 6
.

1)

z
。

常称为协调型节点载荷
。

在实际计算中
,

还可采用一种较简便的离散型节点载荷

Z : 。

Z : 的定义如下

z : =

{{
L

~aA
( 6

。
2 )

其中

L = 〔石
; , 0 , 0 ,

L
Z , 0 ,

0
,
L

: ,
0

, o 〕
。

对于均布载荷 Z
。 ,

z :的计算公式由附录 ( A
.

l o ) ( A
。
1 1 ) 给出

。

在边界心和口
二 ,

面
。

和元对一个单元体所产生的节点力为

( 6
。
3 )

。
。 ·

J
T全 B r n

, ,
,

心
。

,
。 ·

!
A· , ,

,

( 6
。
4 )

( 6
。

5 )

G R 。

其中向量

n = 〔 l
, 。 〕

,

C , 。 ,
O R .

表示单元体边界与心
,
O 二重合的那条边

。

( 6
。

6 )

皿 试 验
’

算 例 结 果 及 比 较

用本文所建议的单元体试算了简支
、

固支方板受均布和集中载荷作 用的问题
,

并与表 7
。
1中所列出的几种同类型单元体进行了比较

。

表 7
.

1 若干具有代表性 的薄板三 角形单元体

韶 号 } 特 -一弃 文考参献

H CT

A L L

QQ 3

QQ3一 3

F r i e d

完全协稠型

杂交型 ( 徒性法向棘角 )

离散法钱假投型

三个 0 0 3相合

( 。 ,
刚度可速檀稠节

〔1〕

〔2 〕

〔3 〕

〔3 〕

〔5〕
、

〔6 〕

单元体划分如图 7
.

5所示
。

节点载荷采用离散型 ( 另有说明者除 外 )
,

因为 它

既简单而又不失准确性
。

波桑比取 0
.

3
。

图 7
.

1一 7
.

连显示了刚度调整因子
。 的影响

。
c 增大

,

刚度增大
。 。 二 1 即是 3KP g

。
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。 = o ,

恰好与 QQ 3 ` 3 ’
单元体重合

,

它是普通势能原理导出的离散法线假 设型单元

体
,

其刚度显得过软
。

由图可见
,

从本文变分原理出发
,

单元体性能显著改善
。

表7
.

2 中 心 挠 度 计 算 值

…

污口乘 子 (必
咭

/刀 )
x 1 0 一 “

} (尸 L “ /D ) 又 1 0
一 `

(空L `
/D ) X 1 0一 { (主亿 名 /刀 ) X 1 0 一 “

表 7
。

3 板中及边中弯矩万
:

计算值

二二 荷
}}}
均 布 载 荷荷 均 布 栽 荷

,

444
集 中 载 荷荷

位位 置置 板 中中中 边 中
{{{

边 中中

罩罩 元 体体 3p K ” 。

{{{{{
3 P K g JJJ 3P K ggg 3 p K ,

。

111
3 p K g

}}}
3 p K” 。

111
3 P K ggg

222 X 222 5 5 9
.

333 4 7 6
.

555 4 04
.

888 3 0 3
.

000 一 3 52
,

000 一 2 6 7
·

5

}}}…
一 1 0 5 666 一 7 9 0

.

555

444 X 444 4 8 8
.

777 4 6 2
.

777 2 8 7
.

444 2 7 4
.

666 一 4 6 4
,

777 一 ” ” 9
·

”

……
一 1 2 0 555 一 1 0 8 444

666 又 666 4 8 1
.

888 4 6 8
.

000 2 5 8
.

000 2 4 9
.

000 一 4 8 3
.

777 一 4 3 1
·

8 111 一 1 2 0 666 一 1 1 1666

888 X 888 4 8 0
.

111 4 7 1
.

888 2 4 5
.

555 2 3 9
.

777 一 4 8 9
.

999 一 4 4 8
.

2 一一一 1 2 1 888 一 1 1 4 666

111 0 X 1 000 4 7 9
.

444 4 7 4
.

000 2 3 9
.

888 2 3 5
.

999 一 4 9 3
.

555 一 4 5 9
.

000 一 1 2 2 555 一 1 1 6 555

111 2 X 1 222 4 7 9
.

111 4 7 5
.

333 2 3 6
.

666 2 3 3
.

999 一 4 9 6
.

222 一 4 6 6
.

888 一 1 2 2 999 一 1 1 8 000

111 4 X 1 444 4 7 9
.

000 4 7 6
.

111 2 34
.

999 2 3 2
.

666 一 4 9 8
.

222 一 4 7 2
.

777 一 1 2 3 222 一 1 18888

111 6 X 1 666 4 7 8
.

999 4 7 6
.

777 2 33
.

444 2 3 1
.

888 一 4 9 9
,

888 一 4 7 7
.

333 一 1 2 3 555 一 1 1 9 555

分分 析 解解 4 7 999 2 3 111 一 5 1 333 一 1 2 5 777

乘乘 子子
一

{
必 “ ` ’ 。一 `̀ gL Z X 10

一 444 P 又 10
一 4
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对于 3 P K g , 3P K g。 (
。 = 0

.

4 )
,

一直试算到分格为 16 x l6 的主 要结果列于表

7
·

2 一 7
·

4
。

试算时线性代数方程组采用直接法求解
。

表7
.

4 简支方板的角点反 力

载载 荷荷 均 布 载 荷 !M。 { /必 么么 集中载荷 !M。 } /ppp

翠翠 元 体体 3 P K g
eee 3 P K ggg 3 P K g eee 3 P K ggg

222 又 222 0
.

0 4 9 4 222 0
.

0 4 5 9 000 0
.

14 8 3666 0
.

1 3 7 7 000

444 X 444 0
.

0 5 89 000 0
.

0 5 7 5 666 0
.

12 3 8 888 0
.

1 2 2 3 888

888 X 888 0
.

0 6 3 0 888 0
.

0 6 2 4 888 0
.

1 2 2 2 000 0
.

1 2 1 5 222

分分 析 解解 。
,

。6 5

}}}
0

.

12 1 999

图 7
·

5
, 7

。
6绘出了由 3KP g 和 3P K gc c( = 0

.

4) 所算出的弯矩分布
。

可 以看出大

部分结果 3KP g。 较好
。

另外
,

比较图 7
·

5与 7
·

6 ,

表明采用协调型 载荷乙略为好些
。

与几种同类型单元体的比较见图 7
·

7 , 7
·

8和表 7
·

5 , 7
·

6
。

表 7
.

5 简支方板受均布载荷的中心挽度 (叨oD /qL
`
)比较

3 P K g 3 PK g
e H CT AL L

0
.

0 0 3 4 6 5

0
.

0 03 90 2

0
.

0 04 02 5

0
.

0 0 3 8 2 0

0
.

0 03 9 8 1

0
_

00 4 04 5

0
.

00 2 2 0

0 0 3 7 1

00 39 2

0
.

00 3 2 8

0
.

00 3 86

0
.

0 0 4 0 1

0
nU

0
_

00 4 0 6 0
.

0 0 4 0 6 0
.

00 4 0 6 1 0
.

0 0 4 0 6

表 7
.

6 固 支方板受均布载荷的 中心挽度 (劝
。

D /qL
`
)比较

分 格 { 3 p K g

:羹: …: :::::::
3 P K g

: H C T A L L Q O3一 3

0
.

0 0 0 2 6

8 X 8 0
.

0 0 1 2 9 7

0
.

0 0 14 7 6

0
.

0 0 1 4 5 6

0
.

0 0 1 3 1 9

0 0 1 2 0

0 01 2 1

0
.

0 0 0 8 7

0
.

0 0 13 2

0
.

0 0 1 2 8

0
.

0 0 1 5 3 3

0
.

0 0 1 4 5 2

0
.

0 0 1 3 1 8

00

分 析 解 0
_

0 0 1 2 6 0
.

0 0 1 2 6 0
.

0 0 12 6 0
.

0 0 1 2 6 …
。

·

。 0` 2 6
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队刀

·

, o

加
,

讨乙乃

///// }}}
一一

长长长
口口口
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分分前解解 }}} 一一
」」」

滋滋多多
……
_

iii畔畔畔
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没
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图 7
.

1 固支板受集中载

荷的中心境度

刀公口~
2

图7

荞 ` 8

筒支板受集中载

荷的中心境度

分格数

旅
·
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·

10沁匕
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图7
.

3 固支板受均布载

荷的板中弯短

图7
.

4 简支板受均布载

荷的板中弯矩
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皿 结 束 语

1
。

本文所建议的薄板变分原理
,

由于法线假设是其自然条件
,

所以特别适用

于构造离散法线假设型的有限单元体
。

这种做法显然也可以用于壳体
,

甚至还可 以

用于具有同样数学特点的其他问题
。

2
.

本文提出的单元体是属于位移模型与杂交 ( h y br id ) 模型 〔吕 J之 间 的 一种

模型
,

因为剪力 Q
二 ,

C , 在单元体内部是按平衡条件确定的
。

由于最后的未知数全

是位移
,

所以刚度矩阵仍是半正定的 ( 当限制刚体位移后
,

就是正定的 )
。
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