
关 于 非 亚 贝 尔规 范 群 的

对偶 荷 ( 单磁 荷 ) 问 题
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(中山大学物理 系 ) (中国科学院 高能物理研 究所 ) (中山 大学物理 系 )

( 一 )

杨振宁曾经指出 〔 ” ,

电荷量子化
. 与规范群的紧致性有密切关系

,

他论证自然

界存在电荷量子化的现象意味着总体的 ( lG ob al ) 亚贝尔规范变换群必需是紧致的
。

在许久以前
,

D i r a 。 〔名〕曾经从规范变换有一不可积相因子这一观点出发
,

推测

可能存在有单磁荷
,

单磁荷的存在则导致电荷量子化
。

虽然单磁荷迄今 仍未 被 发

现
,

但这一问题 由于它带有根本的重要性
,

一直 引起相当的理论和实验的探讨 〔 3 ’ 。

上述两种观点
,

看起来都同电荷量子化有关
,

但是它们采取的数学形式和出发

点是如此不同
,

它们之间的关系过去一直未有被注意过
。

最近杨振宁提出了规范场的一种积分形式
〔 ` 〕 ,

它的出发点是把电磁场是一不可

积的相因子这一基本观点
,

推广到任意的非亚贝尔规范场
,

这种形式的规范场理论

有其优越性
。

我们认为从杨振宁的规范场是一不可积的相因子这一观点出发
,

允许

讨论规范群的紧致性
,

这就可 以将杨振宁和 D i r a c 的两种思想结合起来
,

从而探讨

其物理含义
。

并且可以讨论一般的非亚贝尔规范群
,

这是过去并未做到的
。

这样
,

我们从规范场的积分定义出发
,

可以应用类似于在紧致流形上建立的微

几何定理—
G a su s

一B on ne t 定理
` “ ’ 的论证

。

导致存在规范荷与对偶 荷 的共扼关

系
。

电子荷与单磁荷是这种共扼关系的一例
。

规范荷与对偶荷的共辘关系就进一步

导致这些荷的量子化
,

包括了电子荷的量子化
。

最近
’
t H

o of t 〔“ 〕也讨论过紧致非亚贝尔群的规范场方程可以存在单磁荷解
,

他

引入自发破缺的 H i g gs 一 K ib lb e
机制

,

在特殊条件下
,

解出一个特定的模型 ( 5 0 ( 3)

. 电荷量子化 ( C b ar ge Qua nt i az t io n) 指电子和臀子电荷艳对值艳对相等
,

一切带电物夏

的电荷都是这个值的倍数
。
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群 )
,

当它含有 U ( l) 子群时
,

场方程有一个独特的解
,

就是单磁荷
。

我们讨论的方式和
’

tH
o of t 不一样

,

我们导出的规范荷与对偶荷的共辆关系
,

应用到 5 0 ( 3 )群时
,

就自洲导到 D i r a e

一 S e h w i n g e r

一
’ tH o o f t 〔

“ , “ , 7 〕
等所得的结果

。

但是我们无需引用 H i g gs 一K ib b le 机制或任何特殊边界条件
,

讨论适用于任意紧致

李群
,

单磁荷的D i r a c量子化条件是 自然的结果
。

本文第二节将用普遍的形式论证
,

在纯杨一M ill
s 场理论中

,

如规范群为紧致

的
,

可存在有与规范荷相对应的对偶荷解
。

当规范群包含 U ( l) 电磁规范群为 子 群

时
,

对应于电荷有单磁荷
,

第三节将 以 5 0
3

群为例
,

具体解出单磁荷解
,

我们所得

的量子化条件与 D i r a 。
一S c h w i n g e r

一
’ tH o o f t 〔“ , ” , 7 ’ 相 同

,

单磁荷解与
’ t H

o o f t 相

同
,

但无需引入奇异弦或自发破缺或 H ig g s
机制

。

( 二 )

本节我们先对对偶荷问题作一般形式的推导
,

然后在下一节中就 5 0 ( 3 )规范群
J

清形具体计算单磁荷解
。

研究这问题的基础是类似于微分几何 的 G au
s s

一 B on en t公式
。

为了便于我们把

此公式推广应用到规范场中
,

我们先对此公式作一点说 明
。

考虑一个二维闭合曲面
,

其高斯曲率为 K
。

把一矢量绕
,

一小 闭合 回 路 平 移一

周
,

矢量的旋转角度为

勿 = K J `

其中 J 汀为回路所围的曲面元
。

把上 式对曲

面 S : 积分
,

得绕其边界O平移
,

一 周 后 矢量

的旋转角度为

。 , 二

{J
。 K“

( 1 )

同样对曲面名
:

积分
,

得绕一 C平移一周后矢

量旋转角

二
, =

{{
。 K d a

( 2 )

绍 不一定等于 一 刁0 `
( 例如当K 到处为正数时

, J 6和绍
声

都是正数 )
。

但 是 由于

J口和勿
尹
实质上都表示矢量绕同一个回路 C 平行一周的旋转角

,

因此它们只能相差

2二的整数倍
。

令 J夕二 一勿
` + 2左X

,

得

子子K “
= 2二x ( 3 )



第三期 关于非亚只尔规范群的对偶荷 (罩磁荷 )简题

这就是 G ua
s s

一 B no ne t公式
,

式中X 是一个整数
,

其数值依赖于流形的几何性质
。

对于闭合的凸曲面
,

X 二 2
。

现在我们把上述概念推广应用到规范场中
。

设有规范群 a
,

其生 成 元 为 X
。 ,

。 一 1 , : , … … , ,

规范势为详 {
, 二

规范场为八
. ,

( x )
,

日, .

护 J~ . J户

刁W
。

f,
,

(劣 ) 二 忿一之
一

尸 F 饮人

aW

矿
+ C言

。

W b
.

w
`

子` F
( 4 )

夕 夕

此
。

为群的结构常数
。

根据规范场的积分定义
,

由 二点移至二 十而点时规范无关波函

数的不可积相因子
〔毛〕为

鲡
+ 。 : 一 ` 十 。

畔
(二 x) 冠 ( 5 )

此相因子一般为一个矩阵函数
。

考虑G的一个 U ( l) 不变
,

子群 G
。 ,

其生成元X
。

在基本表示中可用 `代表
,

这时

不可积相因子为

少
一

`
一 I + `。W二血

召
( 6 )

这是一个普通相因子
,

其位相为

d6
= qw 气矿口曰 .

( 7 )

把 ( 7) 式对一闭合回路 C积分
,

得位相差

` “ 一 `
!}

: 。 ,二
,

“ “ “

( 8 )

式中S 为以 C 为边界的一个曲面

空具有类似于弯曲空间的特征
。

于曲率张量
。

特别是
,

对于图 1

J 6, 代表对 S
:

积分
:

,

因此
,

当有规范场存在时
,

对于相因子来说
,

时

规范势类似于平移的
c h r is t of f e l符号

,

规范场类似

所示的闭合曲面
,

以 J口代表把规范场对 S
,

积分
,

“ “ 二 `
!{

; : ,`二
,

“ “ “

“ ” ` = `
}{

; : 。`;
, “ “ “

( 9 )

( 10 )

则姻一般可以不等于 一 J口尹
。

但是由于 J口和 一
姻

产

实质
_

卜都代表绕同一回路吞一周后
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的位相差
,

因此它们只可能相差 2二的整数倍
。

令 J O = 一 J口, + 2二n ,

则由 ( 9 )和 ( 1 0 )式得

好知知产
一 “ 麒 ( 1 1 )

。是一个整数
,

把上式写为

加一
?

好辉产
“ “ =

( 1 2 )

上式左边是一种场的通量
,

设场源 g 由下式定义

好子心 da “ “ = ` 二 g
( 1 3 )

则有

( 14 )
牡一z一一以g

g叫做规范荷夕的对偶荷 (D
t : al c h ar g e )

,

对于每一个规范荷
,

都有对应的对 偶荷
。

关系式 ( 14) 是规范荷与对偶荷的共扼关系
。

如果所考虑的U ( l) 子群是电磁规范群
,

则 g就是电荷
。 ,

而 g就是磁荷产 ,

两者之

间有关系
召。 =

竺 ( 25 )
2

这就是 D i r a 。 的量子化条件
〔: 〕 。

关系式 ( 1 1) 与微分几何的 G au
s s
一B on ne t 公式 ( 3) 有一不同点

。

在微 分几何情

形
,

整数 X是由流形性质唯一地确定的一个整数
,

而在规范场情形
,

整数、 不是由曲

面性质以及规范群特性所确定的
,

因此场所带的规范荷以及对偶荷都可以是相应基

本荷的整数倍
。

上述讨论与 D i r ac 〔“ ’ 的谁理有相似之处
。

但是我们指出
,

量子化关系式 ( 14 )是

规范场积分定义的自然结果
。

而且
,

D i r a 。
所讨论的奇异性不是实质的

,

当 U ( l) 群

作为紧致规范群的一个子群时
,

可以适当选择规范来避免奇异弦的引入
。

正像一个

球而本来没有任何奇异性
,

但是在它上面引入球面坐标系时就在它两极上引进了奇

异性
。

如果把球面放进三维空间中来研究就可以避免这种奇异性
。

在下一节的具体

计算中
,

将会更清楚地看到这一点
。

同时
,

我们也不需要像
’ tH oo ft 那样引入自发

破缺和 H i gg
s
一 K i hhl e

机制的特殊模型来获得对偶荷的结论
。

( 三 )

本节我们具体计算一个 5 0 ( 3 )规范群的例子
,

在这一例子中
,

我们将证明上节

的结论
; 此外还得出对偶荷的规范势的具休表式

,

它同
’ tH o of t 解 t ” ’ 全同

。

由此可
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见
’
t H o of t解实质上同他假设的H ig gs 机制无关

。

考虑5 0 ( 3 )规范群
。

设群的矢量表示空间的基矢为丈(a 一 ` , “ , “ ), 在空间每点

上
,

基矢丈的取向可以任意选择
。

群的三维表示矢量俨沿时空的平移关系也不是唯

一确定的
。

存在多种可能的平移对应关系
。

下面我们研究一种可能性
。

考虑一球面
,

我们选择球面每点上

丈的取向与球坐标曲线取向相对 应 `图

2 )
。

考虑 5 0 ( 3 )群的一个 5 0 ( 2 ) 子群
,

其二维表示矢量 沪
“
a( 二 1 ,

2) 可 以看作

为球面上的一个矢量
。

现在我们把球面

几何上的平移关系引用作为矢量俨沿球

面的平移关系
。

这种平移关 系 与 标架

丈
、

又的选择无关
,

因此自然就是一种

可能的平移关系
。

下面我们计算与此平

移关系对应的规范场
。

取球面坐标 0
、

价
,

球面上间隔为

d s Z = : 2

d0
2 + 劣2 5伽

Z
d口户

2

度规张量 g产
,

(产
、 , = 1 , 2 ) 为

、 ...lJes

口
,曰

r 2 8伽

广..胜flesJ

一一

纵

由此求出矢量平移的 e h s i s t o f f e l符号 r飞
。 (艺

.

j
,
, = l , 2 ) 为

J
.

厂登
: = r 圣

: =
c。吕0

s扭6

厂: : = 一 S 六` 6
e o s 夕

( 1 6 )

( 1 7 )

其他分量 = o
。

或者写成矩阵形式 ( r功 飞和 ( r
`
) 飞 得

J r J

黛 ) @(r 卜T
一

遍
巧么几口 J 贬 8 告孔仃

一 s落” 口心
0 5口

{ ( 1 8 )一一动

5 0 ( 2 )子群的生成元为

(X
3

) = (
一

且 吞) ( 1 9 )
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矩阵 ( 厂川与规范标符 评二 (X
3

)相对应
。

但是还须注意一点
: 规范群中所 用 基矢

“ : 、 e Z

长度不变
,

但在球面几何上
,

其矢长度随口而变 (两个线元为 dr 6和 r s i n
6 d势 )

因此
,

我们把球面上的矢量
。 `” 。 `

飞
了、 .产、 .产

自
ù,月11Q自

2
0山

厂下、Z扭、了̀、u 二万
口

作此变换后
, 厂

, ,

变为
户

.

二
=

〔
犷 : 8、、 〕

厂户 一 M 厂产 皿
一 , + 皿 气 M

一 `

由此求出

r 。 二 O

矩阵 r 群 可以直接与W二联系

厂拼 = g
衅声

3

了, =

〔:aos
一 c OS

宫〕
=

一二

一
co

s口

( 2 3 )

( 2 4 )

吕公,如口

夕

。
沪W一即

了a一

、对z、 ,/一勺八匕9ùn乙
由

`
、了`
、

由此求出

“W 昌
“ “ ,

规范场为

户种一 户训

其他分量

把规范场对球面积分得

刁W价

口0

= O

J了,乡沪
·
d , 一

! 韶工
8伽。 =

夕

4盯

g

因此
,

这规范场就是由对偶荷 ; =

粤作为源的场
。

假设此规范下砰 1为电磁势 A 。

梦

, 为电荷 “ ,

则此解就是单磁荷解
,

磁荷为

( 2 7 )
1一
e

一一

由于球面上两个线元为
r
朔 和 t’8 伽叼势

,

由 ( 2 4 )式电磁 势注
, ,

写成通常矢量形
r

叫
.

式为
~

` 卜

e A =
一 C O夕O

r s 艺妈口
e笋 ( 2 8 )

电磁场为
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D
`

f杏,
J J , =

——
一

=
犷乙8 乞儿 0

其他分量 二 O

了
二 一工

-

言
已Z ` r

( 2 9 )

场源就是原点处的一个单磁荷
。

上面得到的场在
: = o 点有奇异点

,

而势A 除了在
: 二 。点奇异外

,

在两极 6 = o , 二

处亦有奇异性
,

麟两极周围的小迥路积分得于宜孟书
。 ,

而是
一

2二 ,

我们 的解

对应于 召hc 州匆
已, 〔 7 ’ 的双向奇异弦解

。

但是这种奇异性不是本质的
,

仅仅是上面所

采用的特殊标架系的结果
。

当电磁规范群作为紧致群的一个子群时
,

我们可以选择

另一些坐标架系
,

使基矢
。 :

和 e :

不 限制在球面上
,

这样就可以在势的表式中不出

现上述奇异性
。

例如
,

我们可以作规范变换使各点 上 基矢 气都转到平行于 X
、

Y
、

Z 轴方向
,

这规范变换是

「OC
“ a “

o8 沪 一

咖势

尹 一 “ 沪
,

习 “

{ cos6
`初沪 “毋沪

、 一 s落孔乡 0

缨缈巴
’

}

” 赞即 1
CO

赶

S口 一

( 3 0 )

作此规范变换后
,

新的势为

。W `

二X
。 一 。B W皿X

· “ 一 ` + “ a 、 S
一 `

( 3 1 )

把空间分量户 “ a
.

势
, r
变回到

二 ,

红

a = 1

a 二 2

a 二 3

、月!!
Jr/八。犷犷

一产八

o打几

犷一

厂les,es
.、

。 W
`

工
-

. ` ,

得

一 犷。

/
, “

0

: ,

/
; 2

劣 夕

此式与
’ t H

o of t 文中〔 ” 〕所得规范势一致
。

在此规范中
,

势的表示式除了
, = 。 点外

没有其他奇异性
。

因此可以不需要引入奇异弦来研究单磁荷问题
。
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