
薄板混合型有限单元体及其
在船坞底板计算中的应用

( 数学力学系 )

蔡承武 陈树坚 刘世宁

摘 要

本文提出的有限翠元法
,

元体
,

以 叭
a . 协

口
出 .

口盆叨

刁 夕:

是基于薄板的广义变分原理
。

采用有四个节点的矩形单

为广义节点位移
。

文中对于正方形翠元体
,

估舒了离散化带来的视差 ; 井用典型算例掇脆其收做性
。

应用本文推荐的方法箭算了某船端底板的内力分布
,

其精果已为敲言十部四来用
。

基于最小势能原理的有限单元法
,

要求位移函数满足协调条件
。

为了获得协调

的单元体
,

不是把位移函数搞得十分复杂
,

就是增加单元体的自由度
,

以至小容量

的电子计算机难以计算一般工程问题
。

克服这一困难的一个途径是抛弃直法线假设

或离散地满足直法线假设 , 另一个途径是应用薄板广义变分原理 〔` 〕 ,

放松单元体之

间的协调性要求 〔“ 〕
。

本文在薄板弯曲的广义变分原理的基础上
,

得到了适合于有限单元法的变分方

程
。

在相邻单元体的公共边界上要求变量 函 数 。 满足
“
简支条件

”
( 叨

,

万
。

的连

续条件 )
。

这样就有可能选择较简单的位移函数严格满足变分原理的要求
。

I
、

薄板弯曲的混合型单元体

一
、

符 号

劣 、
,
、 :

— 坐标
,

如图 1
.

1
。

” 、 :

一
板或罩元体边界的外法向和切向坐标

,

如图 1
.

1
。

h

一
板的厚度或正方形罩元体的边是

。

刀

— 弹性模量
。
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图 1
.

1

,

—
泊桑此

。

_ E h s

D 二 二 竺

一
1 2 ( i 一 , 2 )

几
,

巧
,

几
, ,

lD— 正交各向界性板弹性常数
。

。

一
方向的位移

。

夕

一
方向载荷密度

。

l = e o s
(劣

, ,
)

,

、 = 。 o。 (
? : ,
夕)

。

万
。 ,

万 , ,

万” — 弯矩和扭矩
,

如图 1
.

1
。

皿 。 = 万
. 弓2 + 万 ; 仍盆 + 2五与 , z仍

。

万
, , = (肠 , 一叮。

) z。 + M。 ; (乙: 一 , : )
。

口。 ,

Q,

— 剪力
,

如图王
.

1
。

Q。 = 伽互+ Q夕仍 = 了口万
。 .

刁屿
,

! -一下下一 十 -一获尸 -一
\ 0 2 口 y )

乙+

(祭
丝 +

鲁 )
协

。

R。 = 9。 +
口M o s

知
,

粉—
仍 、

, 方向的曲率
。

几

-
基础的弹性常数

。

C
,

心

一
板的边界钱与罩元体的边界钱

。

尸

一
。 所圃的区域

。

“

—
第 落个翠元体

。

~ 。 ~ ~ , …
,

.
,

, _ a叨
, , , “ 一 ~ ~ ~

C tD ,
C。

,
C 皿

, ` 尺

一
分别是指定 。 ,

.

苍争
,

胜 , ,

凡 的相应边界
。

一
’ 一

” 一 ` “

”
` Z J 月 ,

~
J 目

~
一 ’

a ”
’
一 .1

一
.t ” “ ’ ”

~ ~
7 一 。

;
,

歹
,

丽
,

不相应边界上指定 叨 , ,

粤里红
,

二
” ,

R 。

的值
。

”
一一 ” 一

`
- 一

`

口n
’

一”
’ 一 ” ” J `

~
。

K
。

— 罩元体广义刚度矩障
。
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二
、

变 分 原 理

定义如下泛函

。 〔?卜
.

{
.

{ (
a +

夸
? 2一 、 ! ·

)
层· J, +

军}
、

。

斋
cls -

F 乞 C`

一

{五` 一 {动沙
,

氏 C a

式中 口
,

万
,

均可用 。 表示

( l
。

1)

“
一 、 〔二

: 刁2功

口
_

刃2

· ,
,

器
· 2” 一

斋 〕
,

( 1
。

2 )

叽
= 万

: 22 + 万
, 。 2 + 2卫

, , Z饥 ( 1
。

3 )

一

ha
一 ”

(鲁
二
令 ),

叽 一
”

(令
二
器 )

,

( 1
.

4 a
)

、
.

||l
、、

1
1
|
l/

O

,一汀以乙一八口俩护一忿
ǎ
口一
、

六
,

(ǔ八口

万” 二

泛函 11〔 ,口〕

一 刀 ( 1一 ,
)

的变量函数
,。
(
二 ,

il) 指定满足如下条件 ( 以后称
“
简支条件

”
)

:

在 C , 上 叨 = 乞”

在 C , 上 万
。 =

在 C ` 上 叨
、

万
.f

,

万

连续
。 } ( 1

。
5 )

n 〔叼 的一阶变分为
:

“ 门 一

军厂(D, “ ·
枷

一

卿耐硒
·

上
`凡 一 ` ,酬

S ·

一

e一 U R

: { (器
一 J

)现沙
+

{ {
` R` + “ ` ’ a

毗
+

C` n C ,

乙伙

〔(器 )
` +

(器丫〕
“ , ,

S

}+ E ( J卫
。 ,

)
。 a ` :

( 1
。

6 )

aC

!
+

口刃口 ,
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式中 ( J万。 )
; 代表与节点 无有关的各单元体

,

沿单元体边界切向坐标
。 的 正 向经

过节点 无 时
,

M
。 :

的跳跃值的代数和
。

从 ( 1
.

6 )式可以看出
,

泛函 n 亡、 〕的一阶变分等于零的充分必要条件是
:

D J J 泌 + 无2。 二 q 在 e ` 内 ;

日健刀 一
- 不 , 一 二 a

U牲

在 C a 上 ;

R
。 = R

。

刁叨

a ? 1

在 C 。 上 ;

R
,

在相邻单元体的公共边界上连续 ;

( J M 。 )
、 = O 在节点 k 上

。

最后一个等式是节点上集中力的平衡条件
。

由此可见
,

当 切 指定满足 “ 简支条件
”

( 1
。
5 ) 时

,

弹性基础板小挠度理论的解答
。

上述变分原理可以推广到正交各向异性板的情形
,

即可
。

泛 函 n 〔叨〕的逗留函数即为

只要将 ( 1
。
4a) 式 改为下式

\ lwel

l万
刀 二 一 D

告

皿
, 二 一 D

, ( 1
。

4乙)

!
|/

a Z之口

口劣 2

a仑功

刁劣 2

一几令
,

一
马令

,

O

刀一材口气一刁ō沙一份|一口卫
二。 = 一 ZD洲

其中D
二 ,

D 刀 ,

几
, ,

D
;

是决定正交各向异性板弹性性质的四个独立常数
,

它们可以

用两个主方向的弹性模量
、

泊桑比及剪切模量来表示
,

但是
,

保 留 ( 1
.

!4, ) 式 的

形式更为方便
,

它可以推广到结构上的正交各向异性的情形
,

例如
,

加肋板
,

波纹

板等
。

当单元体的形状为矩形时
,

可取直角坐标的从分轴分别平行于矩形单元体的 两

条边
。

应用格林公式
,

将 ( 1
.

1 ) 式 中沿单元体边界 C ` 的闭路积分化为
e ` 上的面积

分
,

从而得到
, 。

.

二
_

几
。

L廿 十 力 十 不二侧
“
一 q叨 ) a X a擎一

乙

* 功 :
一 J

` “
。
d ·

C a

( 1
。

7 )

R

r
C汀日川尸

一一
、 1ù

刀自n

式 中

“ 二
叮

否

令
+

叽令
+

瞥器
+

鲁晋
。

( 1
。

8 )

在满足 “ 简支条件
”

( 1
.

5 ) 式的可能位移中
,

用直接法求泛 函 n 〔切〕的 逗 留

函数的近似解
,

就是本文建议的有限单元法的依据
。
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三
、

广义刚度矩阵

一
`

一卜
。

一 }

少
下

bl

寸
b

土

甲丫

图 1
.

2

取局部坐标系 xo 夕如图 1
。

2所示
。

矩形单元体
。 的四个节点依次记作 1

、

2
、

3
、

4 ,

每一节点有三个自由度
,

节点 `的广义位移可以表示为 “
、
义: ` 、

与` 。

曲率与挠度

的关系为

义名 =

( 1
。

9 )

义犷 =

a Z功

a 劣名 ,

6 2叨

口y Z 。 {
在单元体

。 上构造位移函数。 (
二 ,

, )

叨 (劣
, , ) = NW

e

式中W
。

代表单元体
。 的广义位移列矩阵

,

它的转置矩阵可以表示为

W
e 甲二 〔叨一 , 叨 2 ,叨 。 ,叨 ` , x : : , 义: 2 , 义, , , 义二 ` , 义 , : , 义, : , x , s , x , `〕

,

N是 l x 1 2的矩阵

N = 〔N : ,

N
: ,

… … ,

N
: 2

〕
,

其中

( l
。

10 )

( 1
。
1 1 )

( 1
。

1 2 )

、

l
、

-

l!
泞

/N ` =

含(
` +

最)(卜韵
,

二 `十 ` =

羞(纂
一 `

)(
3 +

最)(
` +

盖)
,

“ == ` , 2 , 3 , ` ’

二`十 。 一

擞子
一 1

)(
3 ·

韵(
` ·

劲
,

( l
。

1 3 )
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式 中x ` ,

头代表节点 `的坐标 ; a ,
b分别代表矩形单元休两条边长的一半

,

如图 1
.

2所

示
。

容易验证 ( 1
.

10) 一 ( 1
.

1 3) 所表达的函数叨 (二
,

妇满足如下条件
:

,刀 (刃
. , y ` ) 二 仿`

令
(劣` , , ` ) = : : ` ,

令
(· ` ,

, ` , 一 : , ` 。

(落二 1 ,
2

,

3
,

4 )

沿矩形单元体的公共边界
, 叨按三次多项式分布

,

完全可以由两端节点 上 的陀

和叨 沿边界的二阶偏导数确定
。

因此
,

在单元体的公共边界上为线性分布
,

叨在相邻单元的公共边界上连续
。 a Z功

a 劣 2

由两端节点上的值可以确定其分 布 规
·

律
,

a Z 尹衫

日万
2

故

a Z叨 口2功
~

在11了
’

万尹
~ 在单元体的公共边界上也连续

,

从而保证了万
, ,

卫
,连续

。

由此可见
,

位移函数二 ( , ,

1l) 满足单元体之间的
“
简支条件

” , 至于边界 C , ,

心上 的
“ 简 支 条

件
” ,

可以通过给边界节点的广义位移以相应的约束来实现
。

必须指出
,

位移函数

叨 ( 、
,

妇包含了单元体的任意刚体位移和均匀形变状态
,

这对改善收放性是必要 的
。

将 ( 1
.

10) 式代入 ( 1
.

7)
,

泛函 日可表达为节点位移的二次式
。

对于通常遇 到 的

R = o
,
“ 二 。的情形

日 =

钊扣
e ` K

。` W
e `一 W

。 ` q
。`) ( 1

。

14 )

其中公是单元体的编号
,

K
。

是单元体广义 刚度矩阵 ( 见附录 )
,

qe `是 载荷列

阵
,

可按下式计算
。

q
。 ` 二

价
N 了d汉 ,

。

尸`

( 1
.

15 )

( 1
.

14) 式中的节点位移并不完全独立
,

位于边界 C 二
,

心上的节点
,

其广义位移

必须满足 “ 简支条件
” 。

fl 对每一个独立的节点位移求偏导数
,

并令这些偏导数等于

零
,

即得到一组以独立的节点位移为未知量的线性代数方程组
。

代数方程组的系数

矩阵可以根据单元体广义刚度矩阵在电子计算机上自动形成
。

当求得了节点位移后
,

就可以按 ( 1
.

1 0) 式计算单元体的形变与内力
。

形变矩阵
:



第一期 薄 阪混合型有限罩元体及其在船坞底板舒算中的应用

刁2叨

0劣 2

X 二 = BW
。 ,

( 1
.

1 6 )

、

1
1
.

!!
了

泌一12朴
一夕a一a

一

_

日2叨
一 Z石一下尸

口 X 口鱿

.

lesl
尸
1

1
|wel
`、

其中

O

、 .

!
.l

l

ee
.

l|
尸口Z

N
-

口x Z

口恶N
l

口y Z

a Z

N
I

口刃 a岁
睁 . 护心

二

a Z

N
J Z

口劣 2

a Z

N
r Z

( 1
.

1 7 )

_ a ZN
, 。

. 艺
一

一

二
止 乏

口劣口舒

`

|
|||以口

一一一B

内力矩阵
:

{ 万
·

)
M 一

} 皿
`

{
“ ” X “ 。 B w 一

、 皿
, , j

( 1
。

里8 )

式中 O 为弹性矩阵
,

对正交 各向异性板

( 1
。

19 )

00几几马0几几o产

!
,

Ik

一一D

对各向同性板
,

只要令几
二
马

二 D
,

四
、

收 散 速 率

D : == ; D
,

D
, , 二

旱
。 即可

。

乙

本节就薄板 ( 各向同性 )在分布载荷作用下的弯曲问题
,

讨论有限单元法离散

化的误差
。

单元体的形状取正方形
,

正方形各边分别平行于二 , 夕轴
,

边长记作 几
。

对于任

一内部节点均可列出三个平衡方程式
,

三个方程式中包含的未知量是与该节点有关

的四个单元体的广义节点位移
。

为了书写简便起见
,

引入如下记号
:

口口卜 卫*
岁+ 111 a ` ,

犷+ 111 6 ` + 1 .
1+ 111

000 卜 工,
户户 气

.
了了 口 `+ 1 ,

少少

OOO 寸一 x .
1 一 lll a ` ,

卜 111 a ` + l ,才一一

U (
x ,

妇二 乙
了+ 1

乙
a o . o U (。

·

。
夕。 )

,

( 1
。
2 0 》

. 二名一 1 爪二 I 一 l

式中 `
.

, . 为节点坐标
,
介士 : = 二 `士 h

.

头 , : = 脚上 ho

根据单元体广义刚度矩阵 K
。

( 基础弹性常数 无= 0 的情况 )
,

可以 对任一内部

节点 ( xf, 约 )列出三个平衡方程式
:
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式中函数 , ,

礼
, 义,

在节点上的值等于节点位移
,
而口

: ,
q2

,
q

:

是作用在有关 的 四

个单元上的载荷在该节点上产生的节点载荷的代数和
。

它们的大小与载荷在四个单

元上的分布情况有关
。

将分布载荷 q( 二 ,

妇在节点 (介
,
驹 )展成戴劳级数

, (·
, , ) = , (· ` ,

, , ) + (

一
)

架
+ ( , 一 ,户

黯
+

箭〔
`

一
,
“

筹
+

· 2 (

一
`
) ( , 一 yl) 磊

、 ( , 一、 刹
·

一
按 ( 1

.

15 ) 式
,

分别计算作用在有关四个单元上的载荷在公共节点 (二 ` ,
约 ) 上产生的

节点载荷
,

其代数和为

, 1== h: 、 +

畏
` , + o ( h

。

)

、 2

一器
: + o ( h

6

)
,

,
3

一畏
, + o ( h

。
)
。

( 1
。

2 4 )

11
2了.111

.

1/

在方程式 ( 1
.

2 1)
.

( 1
.

22 )
.

( 1
.

23 )中
, 。

,

礼
,
义 ,
在各节点上的值用 相 应函数在

节点 (肠
,

功 )处的戴劳展式表达
,

于是化为如下形式

2 (卜
·

诺命
十 ` (义

一
, 一 “ 一 , (争

·

豁 )
·

.

h
Z

十 —

+ 生

{“ 一 ,
(蒜

+

斋 )
+ ` , + ·

,
(漪

+

漪 )
+

(势
+ ·

箫
十

豁
+ ·

豁 )卜
“ h(’ , =

抓
“ +

长“ )
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( 1
.
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从方程组 ( 1
.

2 5 )
、

( 1
.

2 6)
、

( 1
.

27 )中消去 义二
.
义, 即得

:

“ 必 + “ ( h
`
, 二

节
。

( 1
.

2 8 )

由此可见
,

有限单元法得到的节点平衡方程组等价于薄板小挠度微分方程式的差分

方程
,

其截断误差的数量级为步长 h 的四次方
。

对于边界条件的满足程度可作类似的讨论
,

其结论如下
:

C , ,

C 、 上的边界条件是预先指定满足的
。

C a 上的边界条件是变分方程的自然边条件
。

误差为O ( h Z
)

。

C R上的边界条件也是变分方程的自然边 条件
。

误差的量级为 O ( h)
。

从以上的讨论来看
,

本文建议的有限单元法对周边简支的情形收敛最快
。

对四边简支及四边固定的正方形薄板
,

在均布载荷作用下
,

用有限单元法求得

的中点挠度与弯矩的数值分别列于表 1
.

1与表 1
.

2中 ; 计算时取
二 二 0

.

3
。

表 1
.

1 四边 简支的方板受均布载荷作用

一竺竺
-

卜i生
i…i塑…

“ x Z

{
9

1
4 X 4

{
2 5

1
一

书涂…
-

一…

中点挑度 切刀厂q兀
`

中点弯矩 M / q L
“

0
.

00 4 4 04

0
.

0 0 4 1 6 2

0
.

0 0 4 0 7 0

0
.

0 5 6 7 6

0
.

0 4 1 5 9

0
.

04 7 4 9

0
.

0 0 4 0 62 0
.

0 4 7 9

网网 格格 节点数数

222 X 222 999

444 X 444 2 555

666 X 666 4 999

四边 固定的方板受均布载荷作用

中点揍度 叨刀 / q L `

0
.

0 0 1 9 8 7

0
.

0 0 1 1 9 6

0
.

0 0 1 2 6 1

中点弯矩 M / q l Z

0
.

0 17 7 1

0
.

0 3 4 0 9

0
.

0 2 3 9 4

固定边巾点弯矩 M / q L
:

一 0
.

0 6 9 8 2

一 0
.

0 3 6 2 2

一 0
.

0 5 8 5 4

准 确 0
.

0 0 1 2 6 0
.

0 2 3 1 一 0
.

0 5 1 3

表 中所列数值表明收敛速率是高的
,

用 6 火 6的网格就能得到满意的结果
。

但是

收敛的趋势不是单调的
,

不能估计准确解的界限
。

产生这种现象的原因是精确的挠

度函数功 (从刃只使泛函几〔必〕取逗留值
,

而不是极小值
。

因此总广义刚度 矩 阵 也不

是正定的
,

求解时应注意选择适当的解法
。
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n
、

在船坞底板计算中的应用

本文所提出的混合型单元体已在两个船坞底板计算中应用
。

第一个船坞是排水分离式
。

坞底板分中板与边板两种
,

均视为四边自由的弹性

基础板
,

并认为基础服从
“
温克尔

”
假定

。

龙骨墩
.

上的载荷当作均匀分布
,

以 45
“

扩

散角扩散至底板中面
。

中板平面尺寸为 6米 x ls 米
,

厚 1
。
2米

,

单元体划分方式取 6 x 10 网 格
。

边板平

面尺寸为 8米 x 15 米
,

厚 1
.

2米
,

取 8 x lo 网格
。

两种板都要求计算出各种可能情形

下的挠度
、

弯矩
、

扭矩及剪力的最大
、

最小值包络
。

第二个船坞是分段浮体式
。

每段的坞墙与底板连成一整体
,

底板是双层组合式

结构
,

现将其平均化为一弹性基础上的正交各向异性板
。

在分段处的边界当作自由

边处理
。

坞墙中面与底板中面的交线 当作
“ 刚性边

” ,

即该边只能 像 刚 体一样沉

陷
。

另外
,

忽略了坞墙的抗扭刚度
,

把作用于墙上的各种载荷对
“ 刚性边

,

的力矩

直接看作是作用于底板边缘的分布弯矩
。

底板划分成 8 x 10 个单元体
。

要求提供的

结果与第一个问题相同
。

这两个问题均在我系 121 机上计算
。

程序用该机算法语言 ( 以 A L G O L we 60 为基

础 )编写
。

为了节约内存
,

我们采取了以下措施
。

将每一问题都分解为四种情况的迭加
:

1
。

对
二 ,

夕轴均对称的情况 ,

2
.

对 二 轴对称
,

对 夕轴反对称的情况 ,

3
。

对 二 轴反对称
,

对 梦轴对称的情况 ,

4
。

对
二 , 夕轴均反对称的情况

。

对于每一种情况都只需计算四分之一块板
,

这样虽然程序复杂一些
,

但却能大量节

约内存
。

在程序中
,
未知数全部自动编号

,

数据中只需提供 二 方向和 红方向单元体划分

数
。

在氏
,

O二 上边界条件的处理是在方程组形成之前和形成过程中自动进行
。

所以

凡可以由边界条件消去的未知数均不出现在最后的方程组中
。

为了进一步节约存贮单元
,

系数矩阵采用变半带竟存贮法
。

系数矩阵存入磁鼓

中备用
,

求解时再轮流调入内存
。

程序输出的主要结果如下
:

1
.

对于每一种龙骨墩载荷分布
,

打印节点挠度
、

弯矩及单元体中点的 扭 矩
、

_
. , 、

_
` , 二

、 `
_

, ,
_

,

一
. 、 .

口. 功 护 lo
、 ,

~
、 ,

一
` ~

, 、
~

. 、 ,

一
` 一 _ ~ ~ 一

男 力
。

L 混甘型早兀体田士以
.

而不「 几丽;「刀 ) 入节点位移
,

脚以 节息骂沦沮
。
皿 , 月

u 脚 , u 扩

唯一确定的值
,

这是与普通位移法单元体很不同的地方 )
。

2
。

最后打印上述各物理量的最大
、

最小值包络及相应的工况
。

3
。

对于第二个问题还输出门式吊车在各个位置的结果
,

以及由龙骨墩载 荷 所
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得包络与门式吊车所得包络迭加的总包络
。

数值结果举例
:

1
.

混合型单元体结果与差分法结果的比较
。

分离式船坞底板 (中板 )取 6 x1 0网格
,

每 一 龙 骨墩均受 21 0 吨 载 荷
,

按

E = 2
.

0 x l沪吨 /米
, , , =

冬
, 。 = 4 。。。吨 /米

,
计算

。

节点 挠 度值列在图 2
.

: 中
,

一 - - -

一
“
“

,

” 6
’ - - - - - 一

“
一 尸 ’ ` ’ 一 ’ 一 沙

… ’ 一
`

一
’

一
` ’

一一

其中括号内的数值是我系计算数学教研室提供的差分法结果
,

差分法网格划分与有

限单元法相同
。

两种方法计算的挠度的最大相对偏差还不到百分之一
。

::: 5
.

4 0 7 ))) 万 J 2 2 ))) 几,
.

4 5 1 )))
、

万 5 0 3 )))

555
.

7 0 333 5
.

7 1 888 5
.

了刁 888 5
.

7 9 999

二二5
.

6 9 2 ))) : ,
.

7 0 7 ))) : 5 7 3 7 ))) 二5 7 9 } )))

555 9 1444 5
.

9 2 999 5 9 5 999 6 0 1222

拳拳拳拳
5 9月 O )))

舅舅舅
,

5
.

9 5 4二二

爹爹爹
二轰 9 65 :::

纂纂纂
6 0 』9 )))

鑫鑫
入入

5555555
.

9 9 7777777 6 0 12222222 6
.

0 4 2222222 6 0 9 5555555

丁

l
艺心

lee
.
.

I
W,

琦重
2 !。 丁

图 2
.

1 分离式船编底板节点挠度值 ( m m )

括号中的数值是差分法成果

从 , f工型
`

、
介

、

M ,

/ ` 万、 、

2 乃 4 5 6 L州 )

—
有限 单凡法 一 一 一 差 分法

图 2
.

2 中横剖面M l

此较
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、
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图 2
.

2画出了底板中横剖面的弯矩分布
。

有限单元法计算的结 果 大体上比差分

法略小
。

2
。

分离式船坞底板 ( 中板 ) 中纵剖面弯矩分布
,

图2
.

3绘出了几种主龙骨墩布置情况下的弯矩分布
。

可 以看出万
,
对龙骨墩载

荷分布情况较为敏感
,

而 皿
.

则具有明显的局部性特点
。

图中弯矩分布都用直线连

成而未经光顺处理
,

以便显示由这种单元体所得结果的原来面目
。

计算中采用了温克尔弹性基础假定
,

所以可以出现负 ( 向下 ) 基础反力
。

由于

设计要求中巳对负反力大小作了限制性的规定
,

所以对这种情况就未作进一步的修

正计算
。

船坞计算工作是分别与交通部第四航务工程局设计研究院
、

广东省航运局水运

规划设计院共同进行的
,

对他们的帮助在此表示衷心的感谢
。

附录 广义刚度矩阵

弹性基础板的广义刚度 矩 阵 K
。
。 〔K川

: : 二 : : ,

其元素表达如下
:

=

.Kz
2 =

.aK
3

一 ..K
` ·

令
+ 6 。`

二 K
Z , 3 二 K .34 = K I二 = 一

=

瓜
`

=

卫粤生
+ ; 5 、

一一 a o

几
,

a b
+ 3 0之

KKK

K I , 。 = K
Z , 6 = K : , 7 二 K 4’8 = 一

K I , 。

K
一, 7

= K z’8 = K : . 8 = K .47 = 一

命 二
-

器 几
+

卫
3 b

卫
3 b

D
l 一 z 6 a Z又

D I 一 s a t几

。

一
b6。

一
b6K

Z , 8 = K
3 . 6 二 K

4 . 6 =

K
一, 。

K
x , g

=
K

: . 7 = K
3 . 。 = K

4 , 6 =

斋 。 +

命 几
-

D一 7a 2又

D
I 一 14 a Z之

= K
2 . 1。 二 K

3 :
11 二 K .4 12 = 一

b

3 a
D

I 一

命
D广 `“乙’ `

K
一, 2 2 = K : , 一: 二 K

3 , 一。 = K
` . 。 ==

K
1 . 1一 = K : . 1: = K : . 。 = K 一 r。 =

一

D : 一

D
l +

-

一旦一 D一
6口

8 b
2孟

旦
6 b

7乙2又
。

一a
兰3生6a

K
: , : 。 = K

Z , 。 =
凡

,l : = K 4’ : : = 一
b

6 a

4 a b

9

D
I +

马
一

a

3,b 马
一 1 4 b名之

,

尤
: , 5 = K 6,6 = K .77 = K 8,8 = 一

几
+

8 a 3

4 5 b
H + 12 8

2 1

口 4 2
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8 b 8

4 5肠
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1 2 8
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一2 1
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4之 ,

连一一,一二内匕一n勺̀目一1
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10 = K
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=1 K S , 1: 二
4 b 8

2 1

4 a 3

4 5 a

里竺 D一
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几
+ D , 一

等
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K
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1 6
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K
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4 5肠

几
一
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K
。 ,
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, - 2 ab
9

D
i +

D
l +

登
“ ’ 吞’ `

’

等
a ’ 吞” ’

ab
一
。

一川D

式 中

H = D
: + 2几

, ,

饥孟=
a b

1 3 5

其他元素可由对称性得到
。

对各向同性板
,

只要取 几
二 D , = D

,

应的广义刚度矩阵
。

D
.
= ;

D
.

-D
. =

2 二兰 .D
2

即可得到 相

参 考 文 献

〔 1 〕 舒德坚
,

施振东 , 弹性薄板的广义变分原理及其应 用
,

北京航 鑫 学院 学报
,

1
,

2 7 一 4 0
,

1 9 5 7
.

〔 2 〕 J
o n e s ,

R
.

E
. ,

A G e n e r a l i: a t i
o n o f t h e D i r e e t

· s t i f f n e s s M e t h o d o f S t r u e t u r a l

A n a l y o
i
s

.

A I A A J
·

2
,

5
,

1 9 6 4
·

〔 3 〕 Z i e n k i e w i
e : ,

0
·

c
, ,

T h e F i n i t e E l e m e n t M e t h o d i n E n g i u e e : i n g S e i e n e e
.

M e -

G r a w 一H i l l
.

L o n d
o n 1 97 1

.


