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号1 引 言 与 摘 要

设 (。 双 p ) 是给定的概率空间
,

考:
,

,

二 ,

考
。

为定义在 ( g 双p ) 上的随机变量
,

记

。
(若

:
,

二
,

若
。

) 为使 “
:
一 言

。

)可测的最小
a
代数

。

设 F 。
是 F的子 a 代数

,

假定对任意

滋
, 。 汀“ 口一

,

A
。 。a 仗

。

) a
, ` 成立

:

1
〕

( A
: 自A

:

自… 自A
。

}F
。

) = p (A
,
!尸

。

)… … P ( A
。

}F
。

) ( i )

则称若
:

一 含
。

对F
。

条件独立
,

记作 “
:

一 考
。

)
c

.

训 F 。 。

如果随机变量序列若
: , … ,

言
。
一

之中任意有限个对 F
。

条件独立
,

则称 褚昌
: 。

) 1 于为对 尸
。

是 条 件独 立 的
,

记作

(考
、 , n 》 1 )

。
.

公! F
。 .

任给 ( g 万
,

尸 )上的非 负随 机 变量序列 { l
。 。 》 1 子

,

设 F 。 二 a
( Z

。 , 、 > l) 是使

` l
, ,

、

。 》 1) 可测的最小
。 代数

,

如果 N
,

N
: …

,

N
。 , … 是 ( g F 尸 ) 上定义的

、

取非负

整数值的随机变量序列
,

假定对任意的正整数 。 及 。 : ,

… …
,

气
, ,

以 及任 意 的非负

整数 去 ,

一元斑 a
.

。 成立 :

尸 (

员
:

/二
,

一 ; , /
。

)
=

斌
一

霭{、 ( 2 )

则称 笼万
, ` 。 》 1 } 是重随机布阿松序列

,

( l
。

.

n 》 1 ) 称为相应的强度序列
,

从 ( 2 )

式见 ylJ { 涅
滩 ,

> 1 } 。
.

坛}F
。 .

_ _

卜面是本文所要用到的两个基本定义
,

前一个定义是众所周知的
,

第 几个定义

来源于随机点过程的理论 ( 例如见 〔5〕 )
。

关于重随机布阿松过程 (序列 ) 的概念
,

见 〔1〕 )
。

首先由D
.

R
.

C 口 , 引进轰` ,
。

从

1 9了6年出版的新书拍〕以及书后所列举的参考文献中可以了解国外近几年关于这方

义 l孕了8年 吕 月扑 日收到
`
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面的研究概况
。

本文的目的是
:

首先讨论条件独立随机变量序列的某些性质
,

然后应用这些性

质于重随机布阿松序列获得一些相应的结果
。

最后讨论几个简单的例子
,

从这些例

子可见
,

将重随机布阿松序列与其它随机过程一些已有的知识结合起来可以解决某

些实际问题
。

号2 条件独立随机变量序列的性质

A
、

关于条件独立随机变量序列的收敛性在 〔B 〕中有所讨论
,

首 先 将 〔1 3〕中几

个主要结果列举如下
:

引理 1 设 { 若
。 n 》 1 圣。

.

落}F
。

S叨(若
,: ,

若
。 十 , ,

… ) (即 S 是
`

尾巴
’

事件 )
, n 》 1 ,

则

P (叨
:
P ( S 】F

。

)
= o ) + P (叨

:
P ( S ! F

。

)
= 1 ) 二 1 ( s )

即 P ( S }F
。

)几乎处处取。或 1的值
.

引理 2 假 定 { 言
n , 。

> 1 圣e
.

i ! F
。 , `
为任 意 正 实 数

,

令 F
” = { 叨

:

}言
。

! <
e 矛

(
。 二 1

,

2 … )再令
:

A 二 { 叨
,
艺 氛收敛 圣

五:
是下列三级数同时收敛的集合

:

E ( X夕
一
F

。

IF
。

)

E ( XF
。
七
。

! F
。

)

D ( x F
,:

考
·

IF
。
)

岁ó岁ó艺ó、 .了、 .
.矛、 .了1工q乙QJ

其中众是 A的示性函数
,

(D
X F

:

引 0F )是知
、

氛的条件方差
,

则有

尸 ( A )
二沪( A

l

)
二 P ( A n A :

)

引理 3 设 { 若
,: n 》 1 } e

.

公IF
。 ,

且 E仗
。

}F
。

)
= o (

a , e
)

,

(
n 》 1 )

,

若 令

月 ` _
_
`

曾 1 。 , , .
,

、 ,

n ” 树 ’

启
:

示 刀“ ” !厂 。 ,气 的

刀
: 二 { ,。 `

收敛于 O }氛

n兄产i一
n

p ( A )
二 P ( A 自A

:

) 即 ( A三 A
,

) (
a , e )
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〔引理 1 , 2 , 3的证明
,

分别见〔1 3 〕中定理 2 , 3 , 4 )
。

1 9 7 8年

B
、

平稳序列条件均值的估计问题
。

现设 者氛
, 。 二 0

,

士 1
,

… } 是 ( g
,

F
,

P )上的随机变量序列
, F 。

是 F 的子 a 代数
,

段 仗
。

.

n 二 o 士 l , … } e
.

云! F
。 ,

令

刀。 = E (氛 }0F )
n = o 士 1 二 ( 5 )

则 子振
。 二 o

,

士 1 … 圣亦是 (口
,

F
,

尸 )上的随机变量序列
,

称为 { 杏
。 。 = 0 士 1 …

的条件均值序列
。

今设 { 若
、 .

” = 0
,

土 1
,

及 伙
_
, 二 C olf (言

双
如 ) (无

.

二 }是 弱 平 稳 序 列
,

且 E伦
。

)
= , (

。 二 。 ,

士 1 二

j
= 。 ,

士 1 ,

一 )
,

并有谱展式
:

沙` 劣 d F (
二
)

犷 = O
,

士 1
、

…

于是 F ` (义 )几乎处处存在
。

在上面的假定之下
,

我们有
:

刀 ( 即
。

)
= E ( E (夸

。

}F
。

) )
二 。

以 及当 无车 j 时
,

由于 考氛
, n = o

,

士 1
.

…

n 二 O 士 1
,

…

} 。
.

落! F
。 ,

所以 :

C o , ,

(刀
、 ,

灯,
) = E (刀

、 ,

刃 , ) 一 ,
2 = E ( E (七

、

IF
。

) E (若I }F
。

) ) 一 戏
么

二 刀 ( E (氛酬 F。 ) )
一 饥

: 二联氛如) 一耐
二 co s( 氛 言, ) 无产 j

然而当方 =
j时

,

则只能得到
:

V a,
·

(:
、

)
二 E ( ,

、 一 。 )
“ 二 E (省

、 一 饥 )
’ 一 E (若

一 : )
’ = 。 一 吸

圣以

( 6 )

( 7 )

( 8 )

( 9 )

汀

万一
限川川函

一一兀

其中令二 二 E (古
, 一 粉、

)
2 ,

无二 o
,

士 .1 一 如果 “ 、

是不依赖于万的常数
,

则由 ( 7 )
、

( 8 )
、

( 9 )知 { 厅
, 、 二 。 士 .1 … } 亦是弱平稳序列

,

然而 由目前的条件得不出
。 、
是常数的

结论
。

由 ( 8 )
、

( 9 )知
,

如果 { 七
;

.

1 ( 为乓
n 少的协 方 差 矩阵 是 R ` ,` ) ,

R ` . ) 二 { , _ i 声

( 1叹无
,

J叹。
)

,

则 { 刀
、 .

1《 七戈 , 圣的协方差矩阵就是 R
戈
川 一 C ` ” ’ ,

其中 C ` n ’
是 对角

形矩阵
,

对角线上第 凡个元是
c 。 .

1簇无叹。
.

平稳序列的一个重要问题是线性估计问题
。

例如线性过滤
,

予测和内扦问题
,

对干 目前考虑的两 个 序 列 {言
。

,

n = 0 士 1 … 子
,

{ :
, :

、

。 = o 士 1
1

… 子
,

我们首先考

虑如下的估计问题
。

没 荀若
、

l有力蕊 “ 少已被观测
, 从 R

`肠 ’ 及C
`肠 、为已知

,

如 何 估 计言
、
的条件均

值对
* 二 君佗 } 刃

。
) ( 1蕊 无气

,
) ? 对于有最小均方误差的 线 性 估计问题 是 容易解决

的
,

令
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, ` = 饥 +

会b。 , (省, 一 饥 )
丑 不 . 1

1镇兀《 月
( 1 0 )

为其 线性估计
,

欲使 E ( 。
、 一
碑 )

`

(1 ` 、 ( 心 为最小
,

则系数矩阵 (B
” , = { 久

.

, }

( 1` 无
,

夕喊
,
)必须满足条件

:

B ` ” ’ = ( R
` ” ’ 一 C ` ” ) ) (丑

`” ’
)
一 `

( r一)

( 1 1 ) 式的推导可见 (〔 1 2〕尹54 )
,

并注意刀 (叮
、

邑, )
= E勃

: 刀一)
,

如将估计 ( 1 0 )的均

方误差矩阵记为

G ` ” , = 、 cos ( : : 一 :忿
, , , , 一 :

贯) }
1、 “ ,

,、
,

则有 (见〔 2 2〕夕
.

5 4 )
:

口 ` ” ’ = ( R
` ” ’ 一 C ` ” ’

) 一 ( R
` ” ’ 一 C ` ” ’

) ( R
` ” ’

)
一 `
( R

` ” ’ 一 口 `” ’
)

= C ` ” ’ 一 C ` , ,
( R

` ” ’
)
一 , C ` ” ’

( 12 )

上面所述可认为是线性估计的简单事实
,

下面我们将进一步 实 际 算 出 序 列

{ 邑
: , 1` 、 ` , 子最 末一个条件均 值 估 计 君的均方误差

,

即求 E ( ,
。 一
袱 )

, ,

如令

“
” , = { 。

; ,
, 子( 1` 。 ,

J`
n
)

,

则显然 g 。 。 = 刀( ,
。 一

君 )
, ,

由( 1 2 )式展开
,

我们 得
:

; 。 。 = 刀 (。
。 一 ,育)

, = 。。 一 。

: ! R
` ” 一 ” !

}R
亡” ’

}
( 1 3 )

其中 !丑
` ” ’

}表 R 贾 ” ’ 的行列式
,

上式之所以成立是因为 ( R
` ” ’

)
一 ’的第

。行 。 列 的元素

就是 }R
` ” 一 ` ’

1/ }丑
` ” ’

}

特别
,

当 n , co 时
,

}R
` ” 一 ` ’

1/ R
` ” ’ 】的极限可以求出 ( 见〔5〕定理 2 )

l公饥
}R `卜 1 ) { i

一
,

1
一一了五下万万i 一- = 一又 ,了一 匕劣夕 气 一

一二
~

一
! 。

、

l 乙 7T 乙汀 面
汀 zo gF

`
(二 ) J

二
) ( 2 4 )

n ~ 目

卜 0 0

其中 F (二 )由 ( 6 )式确定
。

从 ( 1 3 )
、

( 1 4 )式
,

如果 e ”

有极限存在
,

则 l伽 皿。
。 一 刀.

)
1

也 有 极 限存在
。

n ~ . 今 C C

综上所述
,

得到如下结果
:

引理 4 设 { 七
。 , n 二 o ,

士 1 , … } e
.

公! F
。 ,

且是弱平稳序列
,

记 E (邑
。

)
二 , ,

。 ,
士 1 , … ) 及

, : 一 I二 。。
代息

、 ,

七刁 (无
,

了
二 o ,

士 1 , … )
,

并有谱展式
:

.

汀
’

, 、 = !
e `入 , d F (二 ) 论 = o ,

士 z ,

又记 刀 ; = 刀 (乙
;

, F
。

)
, e 、 = E住

、 一 刃、

)
,

(无
= o ,

士 1 , … )
,

如果 (七
、 , 1叹 无̀ n

) 己被观

测
,

则 ( 1 0 )
、

( 1 1) 是 { 刃
: , 1喊无哎 , 圣的最小均方误差线性估计

,

最小均 方 误 差矩

阵由( 1 2 )式确定
,

特别有
:
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: ( :
、 一 :套)

之 = 。。 一 。

: ’ “ ` ” 一 `

”
,,/
}*

(· , }

其巾 }R
终 ’

还有子序列

,是只
` ” )的行列式之值

,

而 R
`

” 飞是 { 息
.

, 1成儿气 。 于的协方差矩阵
,

别果

” 、 ,

使 l公仍 。。 = 。 ,

则

l落刀 2

关
·

叶 co

~ ~争 O二

刀 (肠
, 汀

一 : 井 )
2 一 。
一要冬。成 一

杀
一

}租介。 F, (对浮对
` 不 乙 7T JJ 一汀

口
、

平稳序列条件均值的预测及内扦问题
。

仍设 子是
: , 刀 二 o

,

士 1
,

… 圣众司F 。

且是弱平稳序列
, 翎

、

亏
、

L

一 j 圣
,

于: 、

尸`劝等记号都如上一段所述
。

现设 子歇
,

了嘴沦落 n 正被观测
,

假定
s
> 0是正整数

,

令

尹
一 , ,、 、

艺刀 :
( 1 5 )

是刀 根据观测结
一

果 谧象
.

, 1峨念气 n } 所获得的最小均方误差线性估计
,

则有矢系
.

刀 份
一

尹)
“ = 刀 (息

、

一
衬

2 十

双 :
、 一

犷)

盯
: , 一

犷 )
, 二 E 份

一
君) 一

。

( 16 )

然而
, 政 并不依赖于 { 七

一 , 1簇无̀ , }
,

因此欲使误差 E (。
, 一
君 )

2

最小
,

充分而

必要的是使 刀住 一廿)
,

最小
、

因此
:

如将 广看成 是氛依据观测结 果 { 邑
一 、 , 1 ` 、

戈 , } 的一个线性估计
,

它也是均方误差最小的
,

所以有结 论
:

当 观 测 { 氛
一 ,

1 ` 无城 , 全乙经出现时
,

息
、
与刀

; 二 E (邑 } F
。

)的最小均方误差线性估计是一 致 灼
,

然

海均方误差却不相同
,

由 ( 1 6) 确定
。

所以
,

对于条件独立的平稳序列
,

条件均值的预测问题
,

化成了平稳序 yl]
一

长身

的预测问题
,

而平稳序列本身的预测问题是众所周知的了
,

有如下的结果
:

引理 5 设 于乙
。 , 。 二 0

,

士 1 , … 。
卜

.

乞}尸
。 ,

且是平稳序列
,

又 记 刀 (七
。

) 二 、 ,

: 一 , = 。 了息
。 ,

邑户(
, ,
无

,

夕
二 o ,

士 1
,

… )
,

并有谱展式
:

喻万
“

八 =

川
“

~ 一万

d F (
二
) 儿 = 0 ,

士 1
,

…

又记 即、 二 E住
、

IF
。

)
, c 、 ” E住

、
一 刃 )

z ,

(无
二 0 ,

士 l , … )
,

如果住
一 , 1 喊无` 。

)

己被观测
, : > “ 是非负整数

,

l) 粉 根据观 测 { 毛一

则
:

1 ( 、 《 。 蛋的 最小均方误差线性估计 君(
n
) ( 注 意

:
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这里的 :尹n( ) 与上文的 扩是一致的
,

加上 (
,
)表示观测值的个数

。

)与氛的最 小 均

方误差线性预测 犷(
。
)是一致的

,

而均方误差有关系
:

忍 ( , 一 。少(
n
) )

2
一刀 (息 一 邑乡 (

,
) )

: 一 。

2 ) 当
n ” co 时

,

我们有
:

z* (E , 一 ,执
。

))
: =

( 1 、 :
{
+ … ,

{x)e , (

n 一今 O口

1

2兀

兀

l叩 2二 F ,
(
二
) d

二
)

~ 兀

其中 { 夕
、
} 由下面的关系确定

:

e 二夕 { (
a : ; + a : , 2 + … ) 圣

= 1 + 1, , ,
,

+ 夕2 、 2 + …

l

( 1 7 )

( 1 8 )
co : 无x log F 尹(

二
)礴

二

3 ) 对于内扦有相似的结果
,

如果 { … 息
一 : ,

七
: , … ) 被观测

,

则 刀。 = E (七
。

! F
。

)的

最小均方误差线性估计如果是 才
,

必有
:

E ( ”
。 一 ”
: ,

“ = `一 /
I几
币畏畏了

一 。。

( 19 )

虽3 重随机布阿松序列的性质

A
、

将上述结果应用于重随机布阿松序列是我们的目的
,

首先证明几个极限定 理
。

定理 1 设 寸N
。 , 。 > 1 } 是重随机布阿松序列

,

{ l
, , n > 1 }是相应的强度序

列
,

令

A = 子叨 ;

( 2 0 )

A
: 二 { ; v

C心

乞 刀
。

< oo
刀 = 2

O O

: 兄 z
,:

< 。
月 = 1

( 2 1 )

则 :

P (姓 )
= P (姓

1
) = P ( A 日A ;

) ( 2 2 )

证明 由于 { N
, , n 》 1 } 。

.

公! F
。 = a ( l

。 , , 》 1 )
,

现设。 ( 。 ( 1 ,

令 F
。 二 { 。 :

}万
,

}



中 山 大 学 学 报 1 9 7 8 年

<
段

圣二 { 哪 N
。 = 。 日 因为N

。
只取非负整值 )

。

由于N
, ;

在 F 。 _

L恒为零
,

故

石 ( x
」

。

N
。
}F

O

)
= o (

a , e
)

D ( z
,:

N
。

! F
。

)
= o (

a , e
)

以场
一 F 。

}F
。

)
= 习 P ( N

; = 而}F
。

)
= 1 一 P ( N

。 = 0 }F
。
) = 1一 e 一 ` 尺

应用上面的引理 2
,

如 令

O O

A 二 { 如 名 N
。
< co 手

一

通
` 二 {

、 。 :
艺 ( 1

一 。 一
扩, ) < co 圣

p ( A : )
二 尸 ( A n A : ) (

a , e
)

喇
然而

,

因为 l: 渗 O
,

对任意正数序列 谧% 。 , n
> 1 }

(火〕

艺
份 . 1

x 。

与级数 艺 ( 1
一 。 一戈 ”

)

的收敛性是等价 的
。

于 是 A = 姓
: 。

因此定理 1

定理 2 如定理 1的条件
,
A及d

,

为 ( 20 )
,

1 1 , ( A !尸
。

)
二 o ,

或 1 (
a , e

)

2
.

若令A
. 二 省,` ; p ( A }0F )

“ 1 }

则

得证
。

( 2 1) 所确定的集合
,

则有
:

声,

( I/ )
= P ( A

。

)
二 P ( A

:
)

= P (A
。 n A

:

n A ) ( 2 3 )

证明
。

第一点直接应用引理 1
,

又因几少
。 ,

则有

!
。
纯

、 ,助a(P
: , =

I
。

矿 d(m ,
=

扬
. x , (P间

故 P (姓 )
二 p (姓

.

)
= 尸 ( A n儿 )

,

结合定理 l 得 ( 2 3 )
。

定理 a 设 { N
。 ,

” 二

{
。 :

n
> l 手是重随机布阿松序列

,

{ l
。 , 。 》 1争是强度序列

,

令

巴 l
,

,
_

l

乙
一 二

`

`” 、 因 f
扮 一 I n 一 矛

“ * 二

}
` 1 么

— 石
筋

.
月卜 C口

( N
! 一 `、 )

= “
i
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P ( A ) = P ( A n A
;

) 即 A =c A :

证明 由于 { N
。 , n > 1 } e 一

名}F
。

(
= a ( l

” ,

求 D ( N
。 一 l

。

! F
。

)及 E ( N
: 一 l 。 }F

。

)
。

根据定义 ( 见 ( 2 )式 )
:

E ( N
。 一 I

n

」F
。

) 二 E (万
,
}F

。

) 一 l
,:

(
a 一 e

)
.

( 2 4 )

n
) l)

,

因此为了应用 引理 3
,

需要

= 名 无尸 ( N
。 二 k }F

。

) 一 `

巴 无
乙

- 二- , -

么 . 1 招 I

e ’ ”
7
,: ` 一 l

。 二 l
。 一 l

。 = O

再由( 2 )式得
:

刀 ( N
n Z
IF

。

) = 公 无
么
P ( N

。 = 1: }F
。

)
入 = 1

O O

公 无2

入 . 1 命
C一 `” `· ` 一 `· “

“
·

( 2 5 )

( 2 6 )

由 ( 2 5 )
、

( 2 6 )式得

D ( N
。 一 l

。

IF
。

)
· E

{〔( N
。 一 ,

。

)
2 一 E ( N

。 一 `。 ! F
。

)〕.
F

.

{
、 .声口口、 J
口
、 ,了、J夕

7
`

喇川98
八̀曰

0仕是(2细
一 E

(
( N一 `。 )

2
}F

。

)
一 `·

将引理 3 应用于序列 { N
。 一 ln

, n 》 1 圣得定理 3 的结论
。

B
、

强度序列的估计问题
。

如果 { N
。 , n == 。 ,

士l
,

… 蛋是重 随机布阿松序列
,

{ l
。 , n =

0, 士 :1, 一

应的强度序列
,

假定 { l
。 ,

E ( l
。

) = 仍
,

n = 0, 士 1 , … } 又是弱平稳的
,

并有

cO ”
(王

` , 11 ) =
r 、 一 j , 。 ,

无
,

夕= o ,
士

e i K劣 d F (二 ) k , O ,
士 1 , …

则 { N
。 , n == o ,

士 i

一汀

…

丫..
`

一一K犷

} 亦是弱平稳序列
,

而且

刀 ( N
。

) = 。 , e o v
( N

二 ,

N i )
= r : 一 , 无笋 j

, , ; ,
无

,

j = o ,
士 1…

刚 (N
: ,

N
K

) = , 。 + 。 :

因此
,

我们可以应用引理 4 , 5的结果
。

定理 4 设 { N
。 , n = o ,

士 i , … 于是重随机布阿松序列
,

{ l
。 , n = o ,

士 i , …

是相应的强度序列
,

如果 { z , 蛋还是弱平稳的
,

满足 ( 2 8 )
,

( 2 9 )
。

现假定 { 万
` ,
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1̀ 介簇 。 圣已被观钡『
,

记 { l
; , 1 ` *喻 } 的最小均方误差线性估计为

:

:贯(
。
)
二 仍 +

会bK
,
, (万 ` 一 , )

( 3 1 )

贝11 丑 ` ”
二 { 6

、 , , 卜子 z有无
,

j喊
n } 满足

:

刀
` ” , = 五 ` n )

( R
” + 万

` ” ) )
一 , = R ` ” ’

( R
` , , + I

。
, )

一 `
( 3 2 )

耸 巾五 “ ` ’ = 褚 r ; 一

八 1喊希
,

了̀ 。
。

万
` ” ’
是对角线上为常数。 的对角形矩阵

。

I
,

是

月阶单位 、 阵 ,

又其误 差协方差 矩 阵“ ` · ,一 、 。 /
·

, , ( 1、 ` ,

, 、
。
)是 (

其 中 。 \ 子二

“ ( `一
`誉(

“ , , “ , 一 ` , (
。
)
)
:

G
` ” ’ 一刀 ` ” ’ 一 R `” ’

( R
` ” ’ + , I

。

)
一 `

R ` ” ’

特别
,

而当
:

、 。 , 。
一 :

(
`。 一

“̀(
·
)
)

2 二 · 。

一 (R
” 一 1

件 州 I
, 一 l

}R
` ” ) + 饥 I

。

}

, 二 日于
,

有极限
:

(竺么 (
`一 `

: (
·
) )

` 二

一:命 一 ,

(
一

命

玉…
_

甸 (李
+ F ,

(
二
)、 d二

、 乙兀 /

( 3 3 )

( 34 )

( 3 5 )

定理 4 是引理 4 的直接结果
,

但要注意这里的R ` ” ’
是 { Z

、 , 1喊无喊 , } 的协方差

矩阵
。

定理 4 实际上是〔5〕中的主要结果之一
,

我们这理主要说明
,

定理 4 可作为引理

4 这个一般结果的推沦而得到
,

而 引理 4 指出了如何估计条件独立的平稳序列钓条

件均值
。

还应当指出
,

引理 4 似乎不能由〔 5 〕中的方法直接得到
。

最后
,

由引理 5 得到
:

定理 5 子N
。 , n = o ,

士 1 , … } 与 { ln
, n = o ,

士 1 ,
二 企的条件如定理 4

,

假

定 ( N
一 几 ,

1 簇 k 嘴 n
) 被观测

, s是非负整数
,

则
辛

i) 多
, ,

的最优线性予测 N
。

(
。
)与 l

。
的最小均方误差线性估计是一致的

,

而均方

误差有关系
:

:

(
:一 ,少(

·
) )

“ = :

(
, 一 N曹(

·
)
)
’

一

2 )

了塑二 :

与 n” 。 时
,

有
:

(
`: 二 `曹(

·
,
)
` = “ + 夕 1 2 + … + 熟 2

,。 ,

(缸:洲
饥 、 2·尸 , ( 戈 )

dx) 一
其
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中 考夕
`
} 由下面的关系确定

:

e二夕 (
a l r + a : ; 2 + … ) = x + 尹 : , + 尹: , 2 + …

1瓜
` _ _ _ ,

a 人 = 一 .
{ 例 ,落` 戈

.

兀 之0

仰 ( F
`
(
小会

) d x

3 ) 如果 ( … N
一 , ,

计 10
. 的均方误差是

:

.

E ( l
。 一 l

。

)
2

N
] , “

’

= 4 二 “

/

) 被观测
,

Wl1 几= E ( N
。

}F
。

) 的最小均方误差线性佑

}
~

一
-一工

—
一 _ , ,

会
+ F `

( ’ )

一 2

刁上
二

而命
万

面
“卜 饥

9 4 重随机布阿松序列的例子

A
、

设 { l
。 、

n > 1 圣是相互独立的非负随机变量序列
,

则 ( N 佑 , ) l) 亦是相互独立

随机变量序列
。

于是级数艺 l
,

( 及级数 E告
ln ) 或者以概率为哑敛

,

或者以概

率为 l 发散
。

所以定理 1 ( 及定理 3 ) 中的姓或者有 p ( A ) 二 1 ,

或者 p ( A ) = 0
。

例如
: 当 `”遵从布阿松分布 p ;l(

, = 、 )
=

典
。一 。 、二

尤 J ,

无二 。 , 1 , … 则艺 l 。 < oo (
a , 。

)

当且仅当艺 久
。
< co ( 由通常的三级数定理 )

。

所以月
,

Nn < OO a(,
`
)当且仅 当 艺 几

n

” 一 I

< co
。

如令又
。 = 1 (对一切

n

)
。

则艺 N
。 二 co (气 e)

。

然而这时容易验证
,

它满足 中

O O

心极限定理的条件
。

即若令 S
。 = 艺 N

二 ,

K ` 1

定理就有
:

则 E ( S
。

) 二 o ,
V ar S

。 二 2 。 ,

应用中心极限

p

(
S

, 一 n

训厄万
~

2

< 二

)
,

告 {
“ _ _ e一

专 “ “

V 名万
谈 一

~

特别
,

取 二 二 O ,

则上式给出
:

。 r 。 /
_ _ 、

1

(P 氏 < ”

卜寸
即得

:

l落饥
n 一呻 C C 箕

。

剖斌别
己一

)
吕

一合 ( 3 6 )
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因为 P (召
。
<

。
) = E P( 占

。 二无)二 名 尸 (l
、 十 … + l

。 = h )
。

尸 (习
。 二到 l : 十 …

+l
。 二

)j.

口吸1一?
一一

同理
,

如果强度序列 l(
。 。 , , ) 是贝努利序列

,

尸>l(
。 二 。 ) 二鲁

,
尸 ( l

。 = : )
`

可用上述方法证明 (P 8
,

<粤) 砷李(
, , co )

,

即得
:

“止恤
n

月

~今 C ( , 户
。

(又) (音)
”

(
1

扇矿 /
e“

)
” 百 ( 3 7 )

( 3 6 )
、

( 37 )是用概率方法解决分析问题的例子
,

如果用通常数学分析的办法来证明

( 3 6 )
、

( 3了)
,

至少不是很显然的
。

B
、

如果强度序列 { l
。 , n 二 。 ,

.l 二 于是马尔科夫链则 { N
。 , 。 》 O 圣就不一 定是马

尔科夫链了
。

设 l
:

的状态空间是 。嘴落《 : ,
落是整数

,

初始条件为hP = 1 0 < h <
s ,

转移概率是
:

夕 `
,
、十 1 二 夕

, 尹行` _ , = q 二 1一 夕
.

0 < ` < S 尹。 。 二 尹
: : 二 1 0 < 夕 < 1

.

这是有两个吸收壁的随机游动
。

对于这个例子
,

容易证明
:

l
产`̀,
,

0一一n

畜,`

功

产

、
` 、̀rJ

叨 ; 公 l
。
< oo 叨 :

艺
n = 0

N
。
< co

l伽
n ~ 今曰口

从而根据著名的输光问题 ( 例如
,

可见〔 1 3〕 )

p ` A ) =

(
`蚤,` 一 `蚤,

`

) / (
` 一 `芳)

\

)

下汉 褚 l
。 , , 》 。 子是有状态空间 I 二 (0

, 1 , … ) 为正 常返 类 的 马 尔 科 夫 链
,

{ : ; ,

交 I 于是平稳分布
,

公二 ; 二 1
。

又设 f ( Q (旋 )I 是定义于 I 上的任意非负 函 数
,

i
￡丈

则按〔U 荟拓定理 2有
:

尸

(
。

嘿 羔几
一

l( `。 -
艺 殉 f (

了
)

j
o l

( 3 8 )

今假定 省N
” , , 钾 。 } 是以 { f ( l

。

)
n 》 。 蛋为强度序列的重随机布阿 松 序 列

,

由定理

3 ,

如令

五 一

{
。 :

`( `
·

) < OO
;

1一耐CQ￡ó

万 ( N
* 一 f ( l

*

) ) , 0
,l一刀

W
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则P ( A )二 尸( An A:
)

.

然而 由 ( 3 8)
,
尸 ( A

:

) 二 王的充要条件是 艺
_

勺 f ( j ) < co
.

从 而
J o l

推得
:

推论 对于有正常返类的马氏链
,

如以概率为 l 成立 芬
.

乡f( l
。

) < co
,

则 二

j
e l

二 , f ( J ) < co
.

C
、

如果 { I
n , n 》 i 手是 G a l t o n 一 W

a t s o n
分 支 过 程

,

令 P ( l
: 二儿) = 夕

、 , 0喊

O O

无< oo
。

无是整数
。

l :的母函数是
.

f (
s
) = 习

口 )

卯
` 。

则` 的母函数是了
。

(
“
) 一丹

。
p l(

。 二

论)
: 盏二 f ( f

。 _ :
(
;
) )

,

1
5

1叹 1 ( 参看 〔7〕 )
。

如果 { 万
。 , n 》 1 蛋是以 { `

, n ) I 蛋为强度序列的重随机布阿松序列
,

则有

尸 c万
_ = 。 、 = E (生

。 一 ,。

趁、
= 1 季

, 一 , ;
;

阿 I
_
= 、 、

厂气月 。 = ` , = 刀 气石
g ` 几 肠 J = 石

一

石 e J
夕
一

厂 L̀ 。 = 夕,、幻
一

’.
z 幻 厂

。 一 ` 一
丫

“

~

所以 N
。
的母函数是

,

1一幻co艺-0]g 。 (
S
) , 公 p ( N

。 = 无)
s ` 二

入 ` 0

O O

e 一 j了
K
P ( I

。 二 j )
s 盯

艺 e 一 j 口 jsP ( l
。 =

j ) 二 f
。

(
e `卜 ” )

J 一 o

对于这样一个重随机布阿松序列
,

当刀 ( l
,

) = 习 无纵 ` 1时
, ,

’

`入’ 一 p

(箕
:

l
·
<一
)

一 ”

(
(
;
) 0 )

。

E N
。

< co 如果双 ` l

)> 1 , 则 尸( A )的值是方程
; 二 f (

;
)的解
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