
关于重随机布阿松过程的某些研究

数学力学系 戴永隆

1
、

引 言

随机点过程的理论
,

近年来已成为概率论与数理统计的一个重要分支
。

本文讨论的是一种特殊的随机点过程
: 重随机布阿松过程

,

并获得了几个理论

方面的结果
。

下面先引进一些常用的述语和记号
,

较为详细地叙述重随机布阿松过

程的定义
。

( g
,

F
,

H )
:

基本概率空间多

凡 数直线呵 x : 一 co < 二 < co 卜

B
:

R 中一切 B or el 集组成的。 代数 ,

石
:

( R
,

力)上的勒贝格测度
,

刀
:

由B中一切有界集组成的代数 ,

I
, :

全体非负整数集
, I

, =
( o

, 1 , 2 , … ) ,

z
+ :

z
,

U { co }

恙 (
·

)
:

表示 A 的示性函数
,

即当二 ` A 时
, 万兀二 )

= 1 , 戈 ` A 时
,

为 ( x ) 二 。 ,

可测空间 ( N
,

S )的定义
:

设 , 是 B上定义
,

取值于最上的测 度
,

当 A
`

万时
,

v( A ) < ,
,

记所有这样的测度
v 的集为N

,
S 是 N 中全体有形式

:

{ v : v
( A ) = 无 } ( k

o l
+ ,

A o B )

的集所产生的口代数
,

于是 ( N
,

8 )是一可测空间
,

随机点过程的定义
:

于 ( N
,

召 ) 上任给一概率测度尸
,

称 ( N
,

S
,

尸 )是一随机点过

程
,

布阿松过程的定义
:
假定 ( N

,

S
,

P )是一点过程
,

如果满足条件
:

1
.

对任意 A o B ,

叹 A )服从布阿松分布
:

I, ( :v v( A ) = k )
二

仑 一 “ ( A )

(产( A ) )寿
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其中以 A )是 ( R
,

B )上的任意测度
,

称为强度测度
。

一

、 独

象爱
任意”

` ”
` ’

’ 通“

今别
,

’ 一

“ 卿
“

,

’叮
’

卿少一
则称 (万

,

召
,

P )是布阿松过程 ,

( 关于布阿松过程的理论
,

可参看 〔 ’ 5 〕一 〔 ” 〕 , 〔名 ) 一 “ 〕 , 〔 ’ , )等等 )

随机测 度的定义
: 设。是定义在 ( R

,

B )上的任意OB er l测度
,

满足
:

。 ( A ) < oQ
。

记一切这样的测度集合为肚
,

设 G是皿上的子集

… k } 是相

当 A
` B 时

,

,
:

饥 ( A ) ` 夕 } ( A
`
刀

,

, `
卫

,

夕` R }

所产生的口代数
,

则从基本概率空间 ( g
,

F
,

H )至 (酒
.

G ) 上的任意可测映象称为随

机测度
,

重随机布阿松过程的定义
;
设戒 A ` ) (击 B

,

姚 g ) 是由上述定义好 的 随 机测

度
,

固定` 。。
,

假定 (N 刀 p动是有强度测度武
· ,

` )的布阿松过程
,

于卯 x 工 F ` 习 )

上定义概率测度如下
:

凡, 、 C )
二

!厂
份` C ,

万` d` , B· F
,

C
·
S

( 1 )

记( 绍义 N
,

F x s
,

p )在 ( N
,

名 )上的边缘测度为p
,

则 ( N
,

S
,

P )称为重随 机 布 阿 松

过程
,

武
· ,

` )称为相应的随机强度测度
。

注 1 :

欲使上面的定义合理
,

首先必须证明对任意 O ` 习
,

几( C )是。 的 F可测函

数
。

这个证明省略 ( 见 ` . 〕 ,

从 5 ,

引理 1 )
。

按照上面的定义
,

对任意 C 。
凡 有

p ( e ) 一羲
“ 又 C )

=

}尹
? ( c )

汀
( d , ) ( 2 )

以及

p (:v v( A ) = 的 = r
_

1
J。 七!

e一 “ ` “ ,
, ,

(拜(A
,

叨 ) ) k
二
(面 ) ( 3 )

注 2 :

记

F
。 = a { 。

: 拌( A
, ` )

,
A o B } ( 4 )

则有如下结果
:

P ( 9 x C }F
。 x N ) = P 。 ( C ) (

a
.

e
.

P ) ( 5 )

事实上
,

当 B o F
。
时

,

有

I
。 : :

p 四 ( C ,斤“
` d , ,

二

I厂
呵 c ,

· ` d? , 二笋“ X c ,

显然
,
尸二 ( C )可肴成F

。 x N 上的可测函数
,

因此
,

由条件期望的定义
,

( 5 )式成立
。
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2
、

过 程 的 有 序 性

设戒
·

` )是定义在 ( g F, 万 )
_

上取依于 (万
,

是 B上的测度
,

所以可令
:

·。 卜
{第:菠

叨 )

刀。 ( 。 )是单调不减随机过程
,

令
二 。 二 E

二

A `
(切 ) t o R

刀
二

表示在空间 ( g
,

F , 刀 )上取期望
.

G )上的随机测度
,

固 定 心崛
, “ .(

,

。 )

当 `> 0

当 t乓 0

下面假定
,

对一 切枯 R
,

}司 < co
,

这个关系显然等价于
:

( A
, ,。

) ) < co
.

( 6 )

( 了 )

对一 勿月
t

B
,

E ( 拼

引理 1 设产(
· , 、 ,

)是随机测度
,

则干 面的条件是等价的
:

l) 人于某点 ot o R 随机连续
,

即对任意。
> o ,

有

忠)
。 兀
(

,一 “̀ ,

i A
/ 一 “

·

! )
￡
) 一 0

2 ) E ( “ ( { z 。 卜
, 。 ) )

二 o

3 ) 召 ( { t 。 }
, ,。

)
= o ( a

.

。 二 )

( 8 )

4 ) 二 ,于点 之
。

连续
.

证明 由于群 ( 二。 )
,

当功固定时是测度
, 2 ) 与 3 )等价是显然的

。

欲证其它关系
,

首先注意
,

因为假定对一切 “ 丑 ! 二 : f < oo
,

应用控制收敛定理

就有 :

万 , 一 二 ; 。 = E
,

(效 , 一 A , 。

)
二 }

“
·

` “ ( “ 。
,

`〕 , ’ ” ’ `一 “
·“ `功

· “

” 一 0 “ `。

〔 E
厂

谧拌 ( ( t
,
艺。 〕 , , ” ) 于一 E

。

升( ( f
。

)
, ,: ,

) ` t 才
。

因此 2 ) <等价 ) 4 )
.

应用控制收敛定理 ] ) 井 4 )是容易的
,

反之
,

由于五 ,单调上升
,

由关系

{E
,

五 , 一 丑
二

A ,。

卜 E
,

IA , 一 刀
。

}

) ! r。 , 一 」 。
i , (、 , , , )

7

} d f 一 A , 。 1二> :

》 `
叹 !月 , 一 A

。

}> O

所以

_ r l , , : 、 \

一 1
, `叹 l / I t 一 z l t。 !夕

` / 、 一 }E ( A ,一 城 ,。

) } = 1
: :

一 t 万 了一 万 t o l
E
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扭此
,

当二连续时
,
且亡随机连续

, 4 )冷 1 )
.

引理证完
。

定义 如果 ( N
,

泞
, 尸)是重随机布阿松过程

,

武
、 , )为随机强度测度

,

如果武
·

洲 )

满足引理 1中的条件
,

则称 ( N
,

S
,

P )是有序的
.

定理 t 贡随机布阿松过程 ( N
,

S
,

尸)是有序的充分必要条件是
: 对任意艇R

,

有

梦
,

f
, : :

(人)
= 0 ) 二 1 ( 9 )

证明 按照重随机布阿松于过程的定义
` ’

( , : , (人)一 。 ) 二 刀
二 e一 “ ( { h } ,。 )

自于试 嗜h 卜
,

* ) 是非负的
,

因此条件 (的等价于引理 1中的条件 3 )
。

3
、

过 程 的 结 构

设 ( N
,

召
,

尸 ) 是重随机布阿松过程
,

刀 , , , `分别由 ( 6 )
、

( 7 )式定义
,

由于殉是

单调不减的
,
记二 的不连续点为

:

汀 不几
、 卜:

· , ·

… < h
一 。

< … < h
一 :

,

( O岌凡
。
< h

、
< 一 < 无

。
灯 钉1 0 )

依照引理 z
,

E 伽 ( { h
、
全

, ,` , ) > o ,

令

` 二 、
( { 人

:

企
, 班, ,

) 公二 0
,

土 l
,

士 2 ,
一 了2 2 )

由定理 l , 尸`
。 :

义人
,

)
= 0 ) < 1 ,

令

。 二
城人 ) ` 二 o

,

士 1
,

士 2
,

一 ( 12 )

裂 泛片 卜是 ( 刀
,

污
,

P )上取非负整数值的随机变量序列
。

卖理 2 记F
、

为成 Z
: ,
抓二 o

,

土 1
,

一 ) 即 F ,

是 F 中使 ( Z
了“ 二 0 ,

士 1 , … )可测 招示
.

从 a

代红
,

则 子 、 * , ; 二 。 ,

士 l
、

… 卜对九
x N 条件独立

.

证明 只须证明
,

当公淆 J时
,

(
a

.

c ,

P )成立
:

产
’

( , 、 二无, , , , = 儿:

IF
, x N )

声(
, :
一 、 ,

} :
: 火 二 )入

, , 一 *
·
:
}: : 又 刀 ) 、 , , 、 : 。 I ,

( 1 3 )

` 。 。
、

P )成立
:

分尸 (
, : = 儿1 , , , 二 k

:

! F
。 “ N )

=

e 一 止̀

无
:
!

二 矛,

(
,

· 二 :.j 、

{F
: x N ) P (

, j 二 k
:

! F
, 又 N ) ( 1 4 )

哀,欠
`

及
君

无:
!

州 ’

个
。

都是 F ,

可测的
,

又因 F :

=c F 。

所以由 ( 14 )及条件数学期

望的性质可以推 出 ( 13 )式成立
。

证毕
。
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序列 谧v , ,

` = 0 ,
士 1 , ”

`

参见 〔1 9〕
。

现对任意 A
o
B

,

令

} 称为重随机布阿松序列
,

关于重随机布阿松序 列 可以

召( A
, ”
) = 声 ( A

,

。 ) 一 乙
h : `

H

l `

n A

了
声 ( ( o

,

t〕 ”̀
)

一 召 ( ( t
,

o 〕
.

叨 )

t > 0

( 1 5 )

( 1 6 )
t < 0

兀 :
二 刀

:

A
:

于是
,

容易看出
.

(万
,

O )
.

上的随机测度
。

万 。
是 t的连续函数

,

由 于

( 1 7 )

声 仍然是 (夕
,

F ,
刀 )上定 义 取 值于

所以姓
: ,
叭仍然是 t的不降函数

。

现对任意 A扔
,

令

s)
·

的0)
1上
.

工O自
扭矛、尹̀、 J`、

,
( A ) = , ( A ) 一 习 v

h `。H 自A

由此定义 的
,
显然属于 N

。

事实上
,

,
( A )

=
v( A 一 U

h声 H n A

还有
:

{ h i 圣)

因此 少 。 N
.

记一切如此的 v
集合为N

,

则有

N C N

记了的子集 {了 ( A )
= 。

,

*
`
I

+ ,

A
o B } 产生的。代数为反 则显 然了三 召

.

现在进一步 在 (万
,

召)上给定概率测度 p : ,

使它满足
:

尸
,

(7( )A
二的 一 E

二

氨
一 产 ( A

,

叨 ) ~

(户 ( A
,

。 ) ) `

这一点是容易办到的
,

只要令 尸
:

( v ( A ) = 的 = P ( , ( A ) 二的 就行了
,

因为由 ( 1叮

式有
:

不 ()A
二的 二 ,

{ (
·

( A 一 U

再
, ` H n H

、 “ ` *
)

= `

}
二 尸( v ( , 一 H ) = ` )

一

岩
E

:

一 ` 性

一 ( , ( , 一 H ) ) “

1 。 _

二二 , ; 一 J马 . 匕

七 l

一 群 (才
,

` ) ~

( 拼 ( A
,

。 ) )儿 ( 2 1 )
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如此定义 f勺 P
厂

架〔 y
,

习 ) 扮
_

的概率测度
。

因为 (N 刀 )早 ( N
.

月 )的子空问
。

在 N -

了
’ 、

( J
~ 歹 ) 二 。

则 (刀
,

习 厂’

少轰

由气
一

二

自
一

升

独
_

众的
。

总封 皿违

定理 2

认过程
。 ,

河且是重随机长l阿松过程
。

具有强度 测 度武月
,

。 )
。

二
,

言易川 白
,

( N 刀
,

尸 ,

) 与序列 {
,

,

` 二 。 ,

士 1
,

… 矛对不
。 、 N 能条件

我们有定理
:

( 歹
,

夕
.

尸 )是任意的亚随 机布阿松过程
。

(口
,

尸 刀 ) 是张度杆 }
\

空间
,

以 价是你机夯度鸿 !夔
,

叫
:

( N 召 尸 )
;

叭

甜忿机
一

乍洲 坠序刊 拍
.

￡竺 勺
,

士 卜 一 } 的迭加
,

{

重随机布阿松过程 (刃 S 尹
、

) 与

夕 ,

落= 0
.

士 肠 … } 与 ( N
,

名 尹
:

)

对广。 式 万是冬作独立的 其 ,卜F、 ,

如 ( 4 )式所示
。 ’

( N
.

S
.

P ,

)是有序的
。

定理改 。
姗 1已 叭

反御凶 砂 ; 〔逆

主
,

( N 召 P
,

)是有序的是 因为 “ 才
连续

。

班 ) 是客易叙述的
。

、 、

随机主 导函数连续的条件

双
一

f 步门 布阿松过程
:

劣
’

( ,
1

( z
。 悉〕 二 几 )

:

另
!一 `“ ` 一 姓`。 ’ “̀ ! 一 “ !·

,“

欣钦称厂
,介主扮泊数 (

’毯自幻 )
。

主导函数是连续的布阿松过程

称普知的 )
。

( 22 )

定是有序的 ( 或

理在考虑袱随机布阿松过程的情形
,

如朱 ( 刃 月 尸 )是重随机布阿松过程
,

由 ( 6 )

式定义的 在 ,

( )你为随机主导函数
,

如果
二 。 = E

;

A 。是 t的连续函数
,

ll)II ( N
.

召
,

P )是 有

序的 ( 定理
` 及引理 1 )

。

由重随机布阿松过程的定义
,

对任意固定的眺品
.

( N
.

5 2气 )

是有牛 件泌数 生, (二 )的布阿松过程
。

当 7r 。
连续时

,
且 ,

( ` ) 未必以概率 1 连续
。

因此

( N
,

月 尸。 ) 络
: 必是有序的布阿松过程

,

很容易构造一重随机布阿松过程
,

使二 连续
,

而或 ( , )以概宜刊是不连续的
。

例如 A ,
(。 )本身是点过程而 E A ,

(叨 )
= 二 , 连续的情形

就是如此
。

`

卜面的藏理是从过程本身的性质判断刀
,
(。 )尽概率为 1连续钓一个充分条件

。

首

先汁意一 叮一般的定义
:

随机过程戈 ,
(。 )与二 , r

( ` )称为等价的
,

如果对 任 意 作 R
,

矛丫戈 ;
( 。 )

一

、 , 产

(
, 。
) ) = l

。

定理 3 没 ( N
.

召
.

1’ )是有序的重随机布阿松过程
,

刀`
(切 ) 为相应的随机主导的

数
,

如果存在 下数 。 _ 、 。 ,

口> o
,

h
。
> 0 使当 沦夕 2 时

,

及 {川 < h
。
时 成立

:

(
: ,

( t
.

’ 牛 入) 二 Z: ) 《
妙 k

一 , 十 “

无(又卜 l )
( 2 3 )
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则存在等价于」 ,的过程刀 ` ,

A , `对几乎所有
,此 g

,

是 t的连续函数
。

证明 对任意 t
.

i + h有

一
( A

才, 22一 A ,
)

五 (
,
( t

.

t + h〕 )
二 艺无尹 (

, ,

( t
,

反口 。

+t h )
二 无〕)

= 艺 无 x
瓦

e

k .

(且
` 十 、 一 A办儿 “ 双 ( 刀

。 , : 一 A )

E ( , ( t
,

t + h )
“

)
= 五 (刀

,十 ; , 一 才 ,
)

2 + E
二

( A
, + 。 一 A ,

)所以 由条件 ( 2 3 )得
:

E
。

( A
,十 。 一 五 , )

“ = E (
:
( t 艺+ 入〕“

)
一五 (

,

( 艺
,

t + h〕 )
= E 无(沁

一 1 )尹 (
,
(乙￡+

h ) = k )
k . 盆

` 公 肋左一 ’ “ 二 口
儿一 2

当人
。
< 健

: ,

}h } < 告时
一

,

有

h l + `

1 一 h

E ( A
。+ 。 一 A ,

)
2

叹 2口人
, + “

按照已知的定理 ( 见 〔1 4 : 定理 6 ,
3 )

,

存在 A , 等价过程
、

,! (
、 )在〔。

, 。 + 1 〕连续
,

即

对任意 r
,三〔。

夕 。 十 l 〕 ,
盛 , 一 姓 { (

。
) (

a , 。 二 ) (
。 一 。

,

士 i
,

士 2 … … )
,

又因 ( 万
,

召
,

尸 ) 是

有序的
,

于是由引理 1 ,

对任意几
。 R

召( { t
。

}
,

叨 )
二 o (

a
.

e
,

7r
)

所 以在〔 , , 。 + 1〕
,

〔n + 1
, n + 幻 的公共点

n + 1 处
,
且: (

n
) 与 。 : (

n + , )亦有

姓 ’
(
n ) 一 且 ,

(
, + l ) (

a , e , 二
)

,

因此令

可
·
川 (n) 、

` < ” + `

( 2 4 )
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:
( A
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S
.
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,

试
· ,
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。
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( d
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、
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