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数学力学系 周清甫

9 1 引 言

无航速浮体在水面作振汤运动的非线性自由边界问题
,

可以用逐次近似的方法

处理
,

其各级近似的基本方程和边界条件为 〔 1〕
,
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这个问题不能把功
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功:
分别求解

,

因为在无穷远处还有一个使价
; 、

九关联起来的幅

射条件
。

近年来有限单元法在解决这种带有幅射条件 的半无界问题上
,

已出现 了一

些工作 . 〕 、 〔 . 〕 ,

它们使用一个在边界月
*

上的限制条件来代替在无穷远处的幅射 条

件
,

把问题变为在有界区域习中求解
。

这个条件是
:
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表示外法线方向
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、 是确定的正数
,

p
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P
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尸
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尸
2 、

Q
, 、

Q :
都是对应边界上的已知函数并且是平方可积 的

。

它 是非

正定型的混合边界问题
。

对于横园型方程的正定边界 问 题 〔 4 〕 、
:̀ “ 〕 ,

中作了 详细研

究
。 J

l

本文在于研究 ( 1
.

1) 一 ( 1
.

4 )的适定性
。

从数学观点看
,

所解决的问题还只属于
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有界区域租园型方程的非正定问题
,

而完全半无界的幅射条件问题需要进 一 步 研

究
。

不过〔2〕中计算表明
, 用条件 ( 1

,

叼代替幅射条件所得结果同试脸值符合较好
。

本文首先研究六歌 1 )拭 1
.
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,

当K 不是特征值时
,

沉函驻点唯一地存在的
,

驻点唯

一可能的极限点在无穷 , 驻点值和特征都可以用伽辽金法求解 , 其次证明了驻点函

数满足基本方程 ( 1
.

1 )
,

并且在一个平均意义下满足边界 条件 ( 1
.

2 )一 ( 1
.

4 )
。

在解

决上述问题的过程中
,

还证明了丫个关于逆算子的定理
,

即如果一个 自共扼算子系

列收敛于某个自共辘正定算子 T
,

则这个系列算子的每个元素都有有界逆算 子
,

并
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。
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,
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〔6〕中指出
,

这样
.

定义的内积空间是可分的希尔伯特空间
。

并且还指出一个嵌 入 定

理
:
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显然晰 ,构成对称矩阵
。

口 i户= a 了云
下

现在定义算子 A
:

设言(七
: ,

若
: … … ) elt

,
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它经过 A作用变为 l: 中另一元素省“ : ,
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可见 由
了目 1

( 2
.

9 ) 得到的乙必属于几
。

下面证明算子 A的全连续性
。

为此要证两件事
。
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,
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}
` 1

( ,
7

: 、
) d

· + 厂
口

,

( 少
: e ,

)而

因尸
,

等平方可积
,

再象证明 ( 2
.

的式的 七属 l : 一样
,

S况

可以 证 明 {
( I 〕

} 属于 Z:
。分ó

O 〕 〔 ( 王 )

盯
“ ;

哥;
多

O O 《 】、 C O ( 2 )
一 久兄 a

声
矛 ` 夕

一 K刃
,
乙`’若`

O O

一 E
己 ` 卫

( 么 ,

子

Q自

C O

一 Z E ia 声
十 K氛

;
, ,
)
”

: 口 二

( 1 )

( 2 )

沼

C ( 〕

夕̀ 1

(么 )

}
。 : :

’

:
。 , :

” ( 3
.

3》

一

以

因此 6e, 二 0等价于

一 久艺山广
术 . !

一
K E 认广

j . 盖

( 1 )

誉
( 1 )

一 C = 0

( 3
。

4 )
C义 )

一 免 E a

忿 . 1

( 2 ) O O ( 1 、 ( 2争

找沂 十 K 习 b沂
j“ 玉

= O洲
`

/井

11了
飞

、l
月1
刀、、

写为 l
:

算子方程形式
,

奋( 1 ) +

子( 名 ) -

并注意几 = K + l有
:

B 子` 2 ) 一 又A登川 一 六B 誉( 2 ) 一 C
( l ) 二 0

B 苦川 一 孟A言
( “ ) 一 凡B 若

( 曰 一 二 ( “ ) 二 O
( 3

.

5 )

或再写为矩阵形式
,

井用 刀丧恒等变换
:

(
一

男劲(享默 )
一 ,

(舒立) ( )思 )
一 “

(息君) (〕勺
( 3

,

6 )八目
一一

、

l
矛

:;:
尸、尸3Z尸.、

一

了,入 ,: 的乘积空间
,

它把 1
2

中元素对 ( l句 作为自己的元素
,

其内积定 义为
:

( (喜:; {)
,

( ;: ;: ) )
一

(
“

l 》 , 。 ` , )

)
`2 +

(
: `艺、 ,

: `一

)
,:

( 3
,

7 )

范7澳出指忠
,

;全样定义的乘积空间组成另一个希尔伯特空间
。

记它为几
。

这 祥 ( 3
。

6 )
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的变换矩阵就可以看作为作用 在 l
:

上的算子
。

记
:

T : 一

(
一

尝劲
.

, 二

(会宜)
( 3

。
6 )可写为

*

T声

其中 ` ·

( l: ;: )

一 几T普一 二 = O ( 3
.

8 )
、 .r、 .J`王2

r飞
ó
了、

了白,扣`一了̀̀、
.

一一
幼乙
」

现在研究 : : ,
T 的性质

。

T是作用在 ,
: 上的线性全连续算子

,

这是因为 A
,
B 是 作用

在`: 上的线性全连续算子
。

现证明少
:

是成
_ _

仁的 正定算子
,

即存在一个正常数 : > 。 ,

使 对 于 `:中任何元素含
,

有
:

( 3
.

9 )

事实上

f 言
`

{
’

\ \
\ 若

` z ’
/ /

`

1厂、 ,,.人2矿、了几台ó七ó

(
: 工
:

, 。
)
2
: 》

,

1{
“…{

“ `
;

(
,

1

;
,

;
)
z
:

二

((
一

芸瑟)

=

((骂
。 :

:墨
、

)
,

(;川
`;

按 ( 3
.

7 )式得到
*

比厂11、勺l `

(
全五`

,

“ )
Z
:
二

}{“
’ ` ’

{…:
: +

(
B “ ( 2 , ,

: ( 1 )

)一沙邑“ ’ ,

含
` 么 ’

) + !{若
` 2 ’

因为由( 2
。
7 )后两个等式

,

息
` ” ) z

: ,

由此
:

( ,
: 考

,

专) ,
:

Z2

得知方还是 自共 辆 的
,

l
:

因此 (方言
` “ ’ ,

言“
’
)`

: =
(斑

` , 、

“ ` ”

J,;
: `

{)
“ “ ’

{{;
: 二

{{“ {̀{ ( 3
.

1 0 )

再者
,

由B
,
刀的 自共扼性直接得到少

:

的自共辘性
。

自共扼正定算子必有有界 逆算

子存在
,

即 T : 一 ’

是有界线性算子
。

把 ( 3
.

5) 两边乘以全
, 一 ’ ,

记 G二全
, 一 `

,
,

得

言一 久G言一刀 = 0 ,

( 3
.

1 2 )

, 二 少
一

飞是 z;中元素
。

G是一个有界算于与线性全连续算子的乘积
,

它必是线性全连

续的
。

疚〔6〕中 签1 3 5节关于含有全连续算子方程的叙述
,

方 程 ( 3
.

1 1 ) 有孤立点的特

征值
,

特征值唯一可能的极限点在无穷
。

对于正常值
,

( 3
.

1 1) 有唯一的解存在
。

这
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样我们得到定理
。

定理一 沉函 ( ]. 5) 存在有孤立点的特征值久
; = K

; + 1
,

特征值唯一可能的极限
.

毅是无穷远点
:

除这些特征值外
,

对于一切入值况函 ( 1
.

5 )存在有唯一的驻点
。

由于沉函〔 ,
.

5 )驻点的富里埃系数必满足方程 ( 3
.

1 1 )
,

反之亦然
,

所以定理 是

笼然成立的
。

知 一个关于逆算子的定理

讲究伽辽金法的收敛性要用到一个定理
。

定理二 设甲
.

{ 少 } 是定义在希尔伯特空间H
.

上的自共扼线性有界算子
,

少是

犷正定的
,

并
_

月
} !少一少 , 。

.

则 甲 { 少一
`
} 都 存 在

,

井
_

丙 有

} ” ~ 月卜 公二夕

i正明
: 先证明少

、

是 止定
。

由少的正定性有
` T 。 , ; ) 乡 丫 {{ 二 !!

“ , 二` H
, 丫> o ( 4

.

1 )

儿

(戳二 ,

劝二 ( (犷
。

一 T )
二 , 二

) + ( T 二
, 、
) 》 丫l划{

名 + ( 气少
。

一全 )
x , 、 )

但 ! ( ( 少
。

一少 )
: ,

劝 1( !!少 一洲 {
·

!!刘
“
咬 。
狂
二
打
含

当 。
充分大时

。

由此得到

( 少
:
二 , , ) ) Y I , l

“
一:
盯` 盗

忿 , (丫一
:
) 心二 趁

2

( 4
.

2 )

自共扼正定线性算子必有逆算子存在
,

并且这个逆算子是定义在整个 H上 的有界算

子〔引 1虾节
,

所 以少
一 ` ,

少厂`
存在

,

而且是定义在 H上有界算子
。

其次少一
`
是一致有界的

,

即存在不依赖于
“ 的万

,

使 l见
一 `
君《 卫

。

事 实 上
,

由

( 4
.

2 )可知对于任何戏H和充分大的
,
有

.

,
哪

·

!!少
.

一 `

划 > ! ( 工
,

见
、

一 `

x) 1= }(见外
一 `二 ,

里
一 ’

习 1二 (叭望一
’ 二 ,

里
一 `

劝
夕 (丫一

。
) } 少

, 一 ’ 二 l
“

由此得魏

少
一 `戈 }蕊

l

丫一 巴

( 4
.

3 )

现在证明定理后半部
。

对于任何农H
,

0 二 刀二一刀戈 “ T厂
`
少

`
%一少

一 `少苏 二 T厂
`

( T
。

一 T )% 一 (全
一 `
一少

一 `
)少二

因此有 ;: 里
一 `

( T
。

一少 )
二
} = l ( T

一 ’ 一少
一 `
) T % }: ( 4

.

4 )

由 ( 4
.

3 )和 T

一
少可得

:

郭里
一 ’

( 见 一甲 )二 i 簇 l 少厂
`

卜 !i ( T
,

一 T )二 ;̀ 簇 }}少厂
`

}
, ·

{! 全一 全 i
· 二 !

f

了一
七
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可见

{{(
,
一 ` 一

“ )
, 劣

i卜六
} 戈

( 4
、

5 )

另一方面由少的正定性可以断定存在一个正常数 C
,

使对任何二 H有打T 划 > C }川
。

用反证法
。

如果此式不成立
、

则必有系列 { C
:

圣
,
C

,

> o而且C
一

。 ,

使 对于任何

一个认
,

必在集合万 { x ,

万x1I = 1 ,

二H 升中至少找到一个戈
,

成立不 等式

五T 二
,

刀戈 C
一

l二 卜 C

因此 介
。

二今。 ,

( T 气浅刀一` o

但 ( T .x
, x ,

) ) 列气公
2 二 长

这样就得到了 了` o 矛盾
。

回到 ( 4
.

5 )
,

由扛几打》 C lxll 可得
:

戈T{{(
二

一 ` 一

`
’

卜…卜六 ”· ”《 取六万{}
注意到 T 二的值域

,

即全
一 ’ , 的定义域是整个 H

,

可以得到对任何维 H
,

(
:

一 `
’

)
,

卜
口`愁别

,

定理证毕
。

那 求驻点和特征值的伽辽金方法

按伽辽金程序求汛函 ( 1
.

5 )的驻点
,

就是把中表为
:

币 = 兄 夸
= l

( 5
.

1 )

重复 ( 2
.

3 )一 ( 2
.

2一)
,

( 3
.

2 )一 ( 3
.

5 )的运算步骤
,

得至;J与 ( 3
.

8 )相对应的方程

见砖
二 一
久T 汉如

一

乙, “ o ( 5
.

2)

其中

坑
二

(
一

念劲 几
二

(念劲
、!1
.`JJ了厂; ;

` ’

{
( 2 )

,

省二

( 2 )

若二
. ,

之万

( 2 〕

若二:

!
l
卜

I
J

\

一一

、马
门ō万̀

七ó

、 J、了111万澎̀(万
`式:

,

`古

、!|
lllJ

\
、

l
`

!!
JJ

J J

/

A 双

a 1 1 a 1 2 ” ”
’ ·

a l 万

a Z 一 a 2 2 “ 二
’ `

a Z万

B 万

/ b z l e z Z … 乙x刀

b Z一 bZ : … b
Z 、

a 万卜 a 改2 ”
’

a 万双 场
,
6 ,

2
一畅
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0… O

O 0
允认 ( 5

.

3 )

0 0一 1

朽
.

气伪 七 ( :
,

5 )
,

担
.

2 1) 给出
。

算子 ? , 丫 ,

少刀
,

注 , ,

巧与塑
: ,
少

,

A
,
B的 性 质完全

相同
,

特别是少
,: 是自共辆正定算子

。

厂或我州找一个与方程 ( 5
.

2 )等价的方程
。

我们回到方程 ( 3
.

6 )
。

把 ( 3
.

的中的

“
,

、
、

分鱿用可
,

A二代 替
,

:
, , ,

:
` “ ,

用
` 1 ) 产 凡 2 ) I

乙刀 夸
二 代替

。

幼̀少;
` , `

A 汉
B二

,

易
` ) `

弓
“ ’ `

立
` , ’

七勺
,万

B人
’

、 : ) ,

卜 又 , ,

易 { ! 易 A ,

屯名 ) I

二 o
,

( 5
.

4 )
夸,

ù

、 、
|!
l

|!z

/!
\

、
l|j
JJ

/

刃
,

凡

、 二B二都是作用在
, 2的算子

,

定义如下
: 设 ,

。

为 l
:

中单位正交基
:

空 二
( 0

, … o , 1 , 0… )

幻. -尸aù协了
、了互
、

左万 衡

双
二 名 ( A去
饥 . 1

,
夕。 )夕

。

召。 左

吞

兄 (刀若
, , ,。 )少

。

的
?

物一 〕

〔 1
七 J 畏 }

刃 了 冬万 2 协朴
, 。 …

)
二

惫份
J

七

了... j,、

忿 飞尹

二 习
f . !

工、 I

j

乙 、 ,

占不 夕

川
口犷,之h̀、

刀
夕,映

口,以̀“胜

刃
分ó
喇

月了...飞
.

双
一 _

见

`

,J卜

百

、、,...,矛了

认〕

二 兄
招 芝

, 诊 , O…
民公洲

z,...、̀

,、节

"

几

·

仁 t 呜艺
`

乓 1 以此
` ’

之毛亡

…
, 之: r

,矛万
.ōJ l命̀白

卜C日八.月矛,

( 5
.

7 )
"

寿

a 万 , 里 a 万 , 艺

Q

… “ 万 J 一助
杀”

’

9

也是同样形 或
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方程 ( 5
.

2 )与 ( 5
.

4)的解是一一对应的
。

事实上 ( 5
.

4)可表为

B万

介立
” `

{
\

`
’ `/ ( 5

.

8) +

`

、 .

l
r

l

口, .尸
.

A 万

(双、J
护

您
l!!嗜\

1
.

|J
,丫,万

触|!旧
、

+

\ 、飞

;
尹

成
o

,双

oB
/厂!

!

…
一、

厂
.1
1
1

巨l
!,
.

一一

\
l

l
J

乍二
, ’ `

( 2 ) ,

万

由性质 ( 5
.

: )可知 ( 5
.

4 )解爵
, ’ `

练
, ’ ` 的所有坐标从第N 十 1个开始都等于零

:

户 “ ’ ` _

各
乡 ` ” “

, , “ , , _

李
, ` 名 ’ “

,

份 万 一 内已 b 双七 沙殆 , b 万 一 曰 悠万舀 二j七

瑟一 1 无 . 1

( 5
.

9 )

这就证明了( 5
.

4 )式只能具有 ( 5
.

的形式的解
。

而对于这种解
,

显然有

l
es、̀

|
seJ

.

乐
’ `

。
盆

, `{
, 临 , ,

厂
: ;

A , 若; 一 A ,

{
: (

女易二
, `

/

!1
1
、 、

万A一一

护̀
.

刀̀
七ó

-万

A

,

、、...,/

弓。 ;
” ` 二

巧

(
认

, ` `

梦
: `

专
`

二女
,

成 : 扩
’ `

=

马

( ( 2 ) I

若
刀万 )

一“
” ` 二

凡

(最
) ,

)
,

一“
` ’ ` 二

凡

(
若二

( 2 ) I

夸 , , )
由此推得

,

如果 ( 5
, 。 )是 ( 5

, 4 )的解
,

则

;

协 (加
。

:=()( :
( 1 ) ,

万 I

`

二二
` !

是 ( 5
.

2 )的解
,

反之亦然
。

既然 ( 5
.

2 )与( 5
.

4 )的解是一
硒

一对应 的
,

如果 证明了( 5
.

4 )的解当N ~ 二收敛于

( 3
.

1 1) 的解
,

即收敛于此函 ( 1
.

5 )的驻点值
,

则伽辽金法的收敛性就得到了证明
。

定理三 如果丸是方程 ( 3
.

1 1) 的正常值
,

则方程 ( 5
, 4 )有唯一解

:

、、 ,.刃,厂
夕, .了l)刀幻双

ù了̀̀

云ó七̀
ù/了̀..、

.一

r刀
七̀
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并且当 N, co 时
,

练按 此中范数收敛于方程 ( 3
.

1 1 )的解夸
。

把方程 ( 5
.

4 ) 的 特征值

当 N , co 时取极限
,

便得到 ( 3
, 1 1) 的特征值

。

证明
:
纷5〕中言5 1巳证明对于全连续算子 A

,
B 而言

,

在 l: 空间中有

}
,
二
一 ”

卜
“ ,

}
`
;
一 `

!{
一 。 ,

当’
一 5

.

飞O )

记

I 刃 。 , 、
r

, 刀刀 、
_

_ ,

少以 ”

气
一 B
二

:

)
_

巧

主

则在 l
:

中有

: 一
习一 。 ,

,尸:一川
一 。

一

{升自
\ B

; A ;

/

当 N , 。
.

之

事实上
,

对 任何 争 l
: ·

。̀
艺

人
””U”““月“肚““

.

、、、,

l
了

2

{K
,

1
一 ,
:
·

)
`
{}
:
:

-
0

B 一 B

B 一

ó̀̀ J

0双
( 1 )

省
( 2 )、、.夕`,万

一

叮了..,、、幻

l
`言

风2
人
ù

二

l (
” 一

4,)
卜 {”

一

叼
( 1 )

含

“ 一

殉
;

( 2、 11么

* …} (
B一 B
二)

“ “ ’

{{i
:

砚
`
{B一 B二! }

“

(}{
“

州
: +

}
}: “ ’

{{;
:

{{二
一 。 二})

`

{}
“
{1“:

即是

{
:

:
一少

小 {}
, 一

引一
o

·

同理
UUUn目盯叭“ U”日”“ n

、、、.且,产
( l 、

若

李
咬 2 )

/J百,里̀、、、、飞.

1
尹

,石r

B一刀(
“

’

一二,` },;:
=

几

l(
I

A一 A万
,

B 一 B二
A 一 A

,

刀一刀二、 ; ` , 、

护 ,尸A 一 A双

B 一 B二泞
( 1 、

I

A 一 注万
( 么、

占 l:

廿

了矛.龟、/.̀、、

干十

、、.了
、

、 ,刀/了.J、、
、
了̀吸、
、朋“n”n“””、“
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二

}}(
、 一 “二) “

〔 ` ’ +

(
B 一B二)

; “ ’

{}飞
2 +

}}(
B 一 B二)

。“ ’

·

(
“ 一

句
“ ` “ ’

l;
:

钊
“ 一

咧
“

卜
“ ’

2

么,￡
.八山

声ó+ 2

么日

2贾
,办

+

{}
; `“ ’

{
{;

2

卜{I
B 一成{}

“

{{}
“ “ ’

A 一 A二1…
`

…1
“ ;{;:

·

}{
B
二
一 B

l
:

即

{{
, 一

引
、
{}}

“ 一

邵
+

{{
“ 一

哪 }专一
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