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但此时由于 a 二 cT x 的限制
,

方程组 ( 1
.

6 )当且仅当初始值满足条件 口 。 = 了 x 。

( 从而

解也满足a( t ) = 了 x( O ) 时才等价于方程组 ( 1
.

1 )
,

也就是必须在 ( x , 叮 ) 的
n + 1维相

空间中的
,
维超平面口 二 了 x 上研究方程组 ( 1

.

6 )
,

而在
n + 1维相空间 ( x , a )上

,

方程

组 ( 1
.

6 )存在奇线 x = 。 ,

其零解 x = O
, a = O是不可能全局渐近稳定的

。

因此
,

对
n + 1

阶微分方程组 ( 1
.

6 )不加任何限制地证明其绝对稳定性是不可能的
,

求出的准 则是

不可能实现 的
。

但是
,

却可以在超平面。 = 了x 上求系统 ( 1
.

6 )的绝对稳定 性
,
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直接对系统 ( 1
.

1) 求绝对稳定性的准则
。

用 V函数 ( 1
.

3 )研究直接控制系统 ( 1
.

1) 的绝对稳定性时
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用 ( 1
.
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。
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。
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,
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。
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。
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.
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.

1) 的绝对稳定性的准则
,

并进一步探讨了

B
一

方法 〔忽〕的构造和适用范围
。

用本文得到的判别准则可以不必再通过 S 一 方 法而

直接判断直接控制系统的绝对稳定性
。
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.

1) 在 角 〔0
,

幻

内绝对稳定的充分必要条件
,

是存在正定对称矩阵G及实数口> o满足不等式

青
一

此
一 `“ > 0

法
飞(青

一

此
一“

)
’ 一 , “ 一 ’ “ 一 Z

gcbr
> 。

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

这里
d = B b + 夕AT

c
( 2

.

3 )
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.
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,
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可指出式 ( 2
.

10 )的 P 》 O
,

否则
,
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,
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,
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。
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对
n + 1阶方程组 ( 1

.

6 )存在对变量 x
、
口满足条件 ( 1

.

5 )的 V函数 ( 1
.

3 )
.

即方程组 ( 1
.

6 )

的零解 x = O
, 。 二 O是全局渐近稳定的

,

这与夸1中分析的微分方程 组 ( 1
.

e) 存 在奇

线
、

零解不可能渐近稳定相矛盾
。

由于 P > 。 ,

当 沙 = 。时 U 喊 0
.
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.
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.
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。
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.
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. _ _ ,
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~

传

此即是不等式 ( 2
.

1 )
。

其次
,

由于在 ( g )空间中 U = co “ t的等值线是以 , = o为球心的一 。一 1维超球面
。

因此
,

当夕二 o不在 ( 2
.

11) 半空间上时
,

在 ( 2
.

1 1 )半空间上 U 值的下限在球心 , = 。到

超平面
。

rD 一 〔, + (。 一 )
·
d 〕 ·
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。

12 )

的垂线和超平面 ( 2
.

1 2 )的交点穿 = , .
处

。

现在求尹点
。

向量 (了D
一 `

)
T

与超平面 ( 2
。

1 2 )垂直
,

故可令

,一 双
c

DT
一 `

)
r

这里几为一待定的实数
。

于是

e T
D
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以 ( cT D
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)
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)
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解得
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。

1 3 )

1
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牛 一 c T
G
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d
, _ 句
八

` 二

—
e 丈 G 一 J c

( 2
.

1 4 )

因此
,

当且只当

U = (夕.)
T夕一 P > 0

时在半空间( 2
.

1 1) 上的一切点有U > o
。

将 ( 2
。

1 3 ) ( 2
.

1 4 )代入得

U = 以 (
c T D

一 ’
)

T〕
T

以 (
c TD

一 ’
)

r 〕一 P

= 护 cT G
一 ` c 一 ( d怡

一 `d 十 2如场 )

= 一轰红一 ( 李
一 。 , ` 一 : 、 丫

一 ` r ` 一 , 。 一 Zo c T。> o

己G
一
lc 、 左 - - 一 , - -

这就是不等式 ( 2
.

2 )
。

这样
,

对满足条件 ( 1
.

2 )的直接控制系统 ( 1
。

1 )
,

如果采用V函数 ( 1
.

3 )
,

则条

件 ( 1
.

5 )成立的充分必要条件是不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 ) 成 立
。

再根据 B aP a6 坦 H H -

一
K p a e o 刀 e k H选定理 ( t 7〕 p

.

3 4 s )
,

由条件 ( 2
.

5 )可以推导出系统 ( 1
.

1 )的零解是全局渐

近稳定的
,

也就是说系统 ( 1
.

1) 在角〔O
,

幻内是绝对稳定的
。

定理得证
。
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由定理 1 的证明过程中显然得到
:

推论 1 对任正定对称矩阵G及实数吞> o
,

不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
。
2 )成立时则不等式

P = d rG
一 , d + 2口c ,

’

b> 0 ( 2
。

15 )

也成立
。

推论 2 对正定对称矩阵G及实数 口> o
,

不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )成立的 充 分必要

条件是关于 x
、

功的二次型

W ( x
,

功) = x r
G x 一 Z d份功一 2刀cT b扩

在条件 ( 1
.

2 )之下是正定的
。

如果函数功( a) 的条件 ( 1
.

2 )改为
.

0嘴口功( a ) ( k a 么
( 0 ( 吞嘴 co ) ( 2

.

1 6 )

即讨论直接控制系统 ( 1
.

1) 在角〔。
,

k) 内的绝对稳定性
,

则类似于定理 1 有

婆理定理 2 利用满足条件 ( 1
.

5 )的 V函数 ( 1
.

3 )保证直接控制系统 ( 1
.

1) 在角 〔0
,

的内

绝对稳定的充分必要条件是存在正定对称矩阵G及实数夕> 0满足不等式

含
一

此
一 `“ 》 ”

c T
G

一 I c (华
一 。 T` 一 : J丫

一 、 : ` 一 : J 一 : 口c T。》 。

\ 佗 /

( 2
。
1 )

.

( 2
。

2 )
.

这里 d
、
B由( 2

.

3 )
、

( 1
.

4 )式确定
。

证 当条件 ( 1
.

2 )改为条件 ( 2
.

16 )时定理 1 的整个证明过程仍然有效
。

只是在

( 2
.

1 6 )条件下
,

( 2
.

7 )式应改为

X 叮 ~ l
C

~

几
-
沂一 又 二 气甲下一戈

`

户 二产

中 La j 巾La j 斤
( 2

。
7 )

.

( 2
.

1 1) 式则变为

c

勺
一 , 〔, + ( D

一 ,

) 。〕 >冬
污

( 2
。

1 1 ) .

万二 o不在半空间( 2
.

1 1 )
. 上的条件变成

c

勺
一 ` 〔0 十 ( D

一 `

)叼〕二 了D
一 `

(D
一 `

)勺 = c , G
一 `

d 《

此即为条件 ( 2
.

1 )气 由于边界点 , 介不包括在半空间 ( 2
.

1 1 )
.
上

,

U == (夕
.
)

T g一 P > 0

时在半空间 ( 2
.

1 1 )
.
上的一切点均有U > 0

,

这可化为

1

k

故当且只 当

U 二
c G

一 Ic
华

一 。 G
一

dl
总 )

“ 一 d G
一 ’

d 一 2“·场 > 。

即得条件 ( .2 2 )
. ,

定理证毕
。
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如果函数价( a )满足的条件 ( 1
.

2 ) 变为

a价(
a
) ) o ( a产。 )

这实际上就是 ( 1
.

2尹的条件中取 k =

个证明过程仍成立
。

于是得到
:

co
。

即在定理 2 的证明过程中令青
= 。 ,

则整

推论 利用满足条件 ( 1
.

5 )的 V函数 ( 1
.

3 )保证系统 ( 1
.

1) 在角 (。
,

co ) 内绝对稳

定的充分必要条件是存在正定对称矩阵 O及实数夕> o ,

使下列不等式成立
:

c r G
一 、

d戈 O

c TG
一 l e (

e T
G

一 ’
d )

2 一 d
’ `

G
一 ` d 一 2夕

c 全
b> o

其中B
、

d由式 ( 2
.

4 )
、

( 2
`
3 )确定

。

g 3

定理 3 对于直接控制系统 ( 1
.

1) 及 V函数 ( 1
.

3 )
,

二次型

月(犷
,

沪) 二 x T` x 一 Zx T

( J +

冬
。
)沪+ (粤

一 2口e “ ’

6 )功
“

石 污

( 3
.

1 )

是
x 、

功的正定二次型而且
, > o的充分必要条件是不等式 ( 2

.

1 ) ( 2
.

2 )及条件
l
“

, ’

2

(
` 一

了示石开)
< 公

2< (
` +

了乒福开) ( 3
.

2 )

成立军
芯

一

证

这里 P
、
久由《2

.

1 0 )
、

( 2
.

1 4 )确定
。

首先
,

利用式 ( 2
.

4 )
、

( 2
.

1 0 )
、

( 2
.

1 4 )中的记号D
、

p
、

几化简二次型 S ( x ,

价)
:

阶
,

,
.x) 协

一 2

代
“ +

会》
+

(青
一 2、 “

)
,

、 DDT
二 一 2

。 (D
一

)(r +d 会 )
价+

(于
2

。 )。
一

r 六
, 认泛

,

` ,
一

了 、
. ’

公
.

\
,

下r 。
, 。 _ 、 、

汀
.

,

二 了 丫
=

LxD
一 (扩

’
y ( 己

`
令

一’

“

J功」LxD
一
(D

一 ,

从
“

+d 全
“

)
+ }工一 2口c ?

b 一 【d + 三 。 丫̀
一 `

{ d + 二
。

} !功
:

一 班`
+

叶
一 2加

丁“ 一 了 G一 、 -

一

争 f “
, 1

小
:

芬c(
TG

一 ’ d + 衬
T

合
’ 。 )

乙

“ 。
:

一

吁“
一

+lc
,

(二
一
d- 钓

+ ,

扮

歹

,
1

.
、

犷宁琴 , 一 下 r
口

场
“ 一。

叶
一 4

橱岩
万
〕护 ( 3

.

3 )



中 山 大 学 学 报 1 9 7 9 年

这里记 ;
;
二 D 二 一

(D
一 `

)(
、 +

粤
。

、价
\ 乙 I

由于 G及 G
一 `
是 正定对称矩阵

,

所以 S (
x ,

功)是 x
、

功的正定二次型的充分 必要条

件是

价 一 4久丁 +
c r

G
一 ` e

二

(一 +2A
2

介草多万 )
·

(
: 一 2 “ 一 2

介
- P ,

c `

G
一 I c )

< o
( 3

.

4 )

现在证明不等式 ( 3
.

4 )及
: > 0成立的充分必要条件 是 不 等 式 ( 2

.

1 )
、

( 2
.

2 )及

( 3
。

2 )成立
。

首先
,

当不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )成立时由 ( 2
.

1 4 )
、

( 2
.

1 0 )有

; =

淤丁 (含
一

此
一 `“

)
> “

, :
P _

几 - 一 -下下二丁犷- 响

- 一
C

孟

行
`

C
c

笔
一

lc
(久cZ

T G
一 ’ c 一 夕)

1 厂 1 1 1
: 。 _ 1 」 \ 2 」 : 。 _ : 」 ` 。 _ : L

l
、 。

二 - ~ , r 二二- 二 -一一 l ot 一二二 ; 二 ;

一
砚
一; - 一 C 妙

一

“ l 一 “ 沙
一

“ 一 乙 p ` U 于尹 ) U

C
工

仔 一 ` C L C
`

行
一 `

C 、 佗 J
’

J

故在 ( 3
.

2 )条件下
,

不等式 ( 3
.

4 )成立
。

而且
,

由定理 1 的推论 1
,

有 P > 。 。

从不

等式 ( 3
.

2 )更可推得
:
> 。 。

反之
,

当不等式 ( 3
.

4 )成立且 , > 0时
,

证明不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )
、

( 3
.

2 ) 成立
。

先证明护> c

GT
一 I c

,

若不然
,

有护气 e

GT
一 二e 则 : 的二次式

: 笼一 4肠 + 4 P
c
GT

一 Ic

不变号
。

由子G
一 ’
为正定矩阵

,

且 p ) 。 ,

所以有尹 一 4打 十
4 P

c 了G
一 l e 》 O

,

这与不等式

a(
.

4 )矛盾
。

于是只能扑了乡于即条脉
·

2 , 成立
。

进一步由羚荡氛
~

及

不等术(粼 4 )可推
.

导少关系式 (”
·

“ )成立
。

而由 (”
·

“ )书知道
,

必须孟> ”才能保证 ` > ”
。

但cdT
一。

>0,
故
麟青

一

拓
一 ’“ > 。

,

即不
邹 (z’.l ,成立

。

于是证明了不等式 ` 3
·

4 )

及 : > 。成立时有 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )及 ( 3
.

2 )式
。

定理得证
。

推论 对于直接控制系统 ( 1
.

1 )
,

存在借助名 一 方法的 V函数 ( l
.

a) 的充 分必要

条件是不等式 ( 2
。

1 )
、

( 2
.

2 )成立
。

而且 8 一 方法中的参数
: 必须满足关系式 ( 3

.

2 )
。

证 所谓习一方法 ( 〔
: 〕 p

.

7 7 )是对定正 V函数 ( 1
.

3 )存在正实数 : 使

车
, : 武却 ) 一

:

「
。 一

粤ak(r ) 认。
0 ` 、 ` “ J

( 3
.

5 )

. 、
.

~ ,
, . 、

.
_ . 二 。 一 ~ _

、

七 。
,

一 、 ,
、 / , 。 、

~ 山
, 。 , 、

`
,

d 犷 。
_

一、 、 , `
区里 O 仁X ,中少足

劣 ,中四儿正一认兰
。

佳来什气
1

.

` j r
,

出气。
.

0 ,翔 卜 j厂尼 x四正贝困戴
。

“ 肠
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从而推导出系统 ( 1
.

1) 是绝对稳定的
。

显然
,

于对系统 ( 2
.

1 )及 V函数 ( 1
.

3 )
,

由 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

3 )及 ( 3
.

1 )式有

争一
了。 X + 2 、 ( ; 。 + 。 二 )。( a ) + 2 ,

·。价
1
,

( a )

== 一 x T
G x + Z x T

d功(
a
)

+ 2刀
e T b价

2

(口 )

= 一 二℃二 + : 尸 {
d 、
冬

。

、 “ a) 一

〔冬
一2夕

。 T

心叭
。 )

-

一
’ “ “ 、 一

’

2 “
/ 丫 、 “ / 、 寿

“ 扩 “ 一
,丫

” 一 /

+ :

「粤价
:
( a ) 一

。 T二 叻(
。
) 1

” L为
r
、 一 ’

一
丫 、 一 `

J

= 一 召 (
二 ,

功) 一 :

f
。 一

粤价( 。 )1叻( a )
一 、 一 ’ 丫 z ’

L 一
k
丫 、 一 工

J丫
、 一 ,

即 ( 3
.

5 )式中的习( x ,

叻)由 ( 3
.

1) 式表示
。

于是由定理 3 知习( x ,

价)是 x
、

功的正定二次

型且 : > 0的充分必要条件是不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )及 ( 3
.

2 )成立
。

推论得证
。

注 1 由定理 3 的推论说明了对于直接控制系统 ( 1
.

1) 及 V函数 ( 1
.

3 )
,

如果满

足条件 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )
。

则选取满足不等式 ( 3
.

2 )的任意一个
,
均可保证 S 一方法是成

立的 , 反之对不满足不等式 ( 3
.

2 )的一切 : ,

必定使S 一方法失败
。

从而阐 明了 习 一

方法成立的条件
,

并具体解答了 A益3e p M a H和 r a H T M a x e p 专著 〔“ 〕中提出的第一个

未解决的问题 ( 〔
: 〕 p

.

z 1 9 )
.

注 之 必须指出
:
由定理 1

,

显然
,

有了条件 ( 2
.

1)
、

( 2
.

2 )完全没 有 必 要再

通过所谓 S 一方法去判断系统 ( 1
.

1) 的绝对稳定性了
。
召 一 方法必须寻找 某 个 正实

数 1使二次型 S (尤
,

功)是正定的
。

而由定理 1 ,

对于系统 ( 1
.

1) 和 V函数 ( 1
.

3 )
,

只要

验证一下不等式 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )是否成立即可判断系统 ( 1
.

1) 的绝对稳定 性
。

因此
,

有 T定理 1
,

A益3 e p M a 甘 和 r a H T M a x e p的专著 〔幻 提出的习一 方法就没有 必 要 T
。

注 3 由定理 1和定理 3 的证明中容易验证
:
如果定理 3 中把 S ( x ,

们是 x ,

功

的正定二次型改为在条件 ( 1
.

2 )之下 S ( x ,

价)是
x 、

功的正定二次型
。

则 ( 3
.

2 )改为

” < · < 2

+x( 介
一

澄
呀
) ( 3

.

2 )
.

定理 3仍成立
。
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