
楼条 函数 的共 扼 插 值 �
“ �

— 微 分 算 子 样 条

李 岳 生

�计算机科学系 �

� 引 言

本文拟将同题���中的结果
，
推广到微分算子所定义的样条插值及其共扼插值问题

上去
�

为此
，

首先要建立一个推广了的�
������

�
公式

�

给定微分算式

‘�刀，一 ‘����，�优 十 … �
一 ����一 ” 一

篇
，

其共扼微分算式为

�权��
。 二�一 ����明���

。
�十… �一 ��公��

�二 一
夕�十 … 十 �爪 。

我们总假定
“ ‘���为定义在 〔 。 ，

的上的实函数
， 。 、 。 ‘ 机 一 ‘〔 。 ，

的
， 。 。
���午 。 于 〔。 ，

的
�

又给定 〔� ，
的的两个分划 二 � 笼构 �

� � �。����… 才�十 �� �
。

� 。 一 � 。
�… ���· ，一 “ 及 二

一 �，。 ��
‘ ’ �

所谓 由微分算式 ����
�
所定义的关于分划二上的样条函数是指具有性质

�

������
�
���� �

，
当�午 ��，‘ � �， … ，

�
�

��
� ‘�，�� 、 一 。�二

� ‘�，���� ��
，
�蕊�挺�� 一 �、 一 �

，
艺� �，… ，

舟
，
的函数

。
���

，

其中
�二

称为样条结点 � 、
的重度或亏度

， 。簇��蕊�
，
�� �

， … ，
�

，��二 。时表示结点勺 自
�
动退化成非

结点
�

这种样条函数的全体所成集合记为 ����
，二 ，�

�
， � � �

�，， … ，�、�
�

类似地定义����气

“ ，
妇

， 、 二

执
， … ，

���
，

尸表示结点，的重度或亏度
， 。毛即蕊阴

，。 二 ‘ … ，
�

。

算子样条插值问题 �
�

求
。
���

。 �成�
， 、 ， �

�使

�抑
、 二 �召

，
沂

，
�毛，毛户“ 一 �

，
��那簇�十 �

，

相应共扼插值问题尹
�

求 。 ‘ �武�气了
，

沁使

砚�
刀 “ 玖对

，
���镇粉 一 �

，
��艺簇�� �

其 中泛函 �，�，�三 � ‘ ， ’
�，“ �

，
�、��三� ��’�、 ��

，
与文���同

。

记 吞 � �十 ， 九� ，

儿 二 跳 十 乙 介
，
记 � 乙 �夕 � � ，

� 二 乙 �群
，

�
， � 艺 介

，

�书 � 召� � 拼� � �� �

�叠在弓��
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二 ，
�，分别为空间习，��

，二 ， �
�和�成胖

， 二 � ，
��的维数

，

设 �、
，
��

，
�功，� 分别为�武�

，二 ， �
�和�成胖

，二 产 ，
��的任意两组基函数系

，
则 问

题�
，
尹分别归结为线代数方程组

�‘ 二 �

� � � 尸

其中
� “ �

�，， … ，�。
�
�， ‘ � �

��， … ， �，��
�
� ，

� � ��
�
�
， ，
二 ，
�彩�

�
’ ，

���

��
带
�

了� �。
，
�

，

�

… ，
�、 ，
��

� ，
� � �� 。 甲，

�
，
� � ���叻��

�

其中泛 函 �� 。 �。 � ，
二 、 。 。 ，

�
公纤公���，�

��

�犷��、� ， � �����

��一 � �十 �

�� �
， �二 ��

�二 �
，
� � �的情形

，

称为相应齐插值问题
，

分别记为��
。
�和 ��

。
��

叮二肠硫���
，

了 二
��

�
城� �和 �甲

，
�

，
笼叻��的选择无关

，
因此分别称为问 题 �和

�来的秩
。

类似于文�

��

��
，
总假定

�

�簇下，镇，咒 ，
乞� �

，
�

， … ，

�簇户拜蕊粗
，
拜� �

，
�

， �

二 ，

���若 � ‘ � 扭
，
则 即镇�

、 ，

����
�。 � �。 � �、 十 ，� 户�� ，� ，�

�� �
，

�� ��

了�镇丁召�

� 推 广 的 �������� 公 式

令 �� ��
。 ， … ，

人月�
， � “ �

�。 ， … ，
向

� �

�其中�矛二 � 一 ，‘ ，
介 � � 一 爪

，
记 �二 〔� ，

的
，

规定一个新的函数集合的记号
�

‘ ���一劝 自‘少
‘
�约

� � 笼
、
���

� 《 ��在�上有定义 ，
在 �一 二上分段�次连 续 可微

，

在拚点则为�
� 一 �次连续可微

，
�二 �

，
�

， … ，
�� ��

显然 �，��
，二 ，�

�〔 �协��一 二�日
��一 ‘
�二�

，
�，��气 二， ，户�已

����一 二，
�自

�了 一 ’
�二

�
�

�

定理 � 设
�。 �阴��一 ‘ �自

��一 ‘
�” �

， ���仇��一 二 ‘
�自

�丫 一 ’
�二

‘
�

，
又假 设 ��

、
���

、
����满

足
，

则有

�
“ ‘�” ’��� 一

�
�� �，���

���

〔� ‘扭 一
�
一 ‘ ’
�� 、�〕 �� ���” ����

�料一 �

兄 � ‘， ’
��“ � 〔�。 一 � 一 ，

������。 �〕
梦 � �

��
�

��

���艺卿���名卿

其中积分定义为

�冲
” ，·

众 �

绪
。

�
劣�� �

劣�
耐������ ，
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�拼� �

�尹

，‘�����
���

产‘���﹄��叫

料

。 沙�����
� 二

�

口口

�
�

�
。 � � 。

���
，

������ ��
一 ，
���� � �����

，
�� �

， … ， ，，，，

，
丁
�。 卜

一 � ‘
二

�‘�，� 一‘�，， ‘ � ‘ ，

一
显然 ������ ����

，
�二 ���� �

�
���

·

又��
�

��中记号 〔�����〕二����� ��一 ����一 ��
，
而当� 、 � �

或�端点���
，

〔����〕 二 夕�� � ��一 �
， 〔����〕 � �一 ��乙一 ��

�

证明 设兀 �尸 二 �内 �
，
���必

十 ，，
它构成 〔� ，

的的新分划
，
由于在每

�

��� ��上有
，‘ ，���挤�

� 、 ，� ‘ 、 �

�
，

故有拉氏恒等式

则规定其中

一

子区间�
� ‘ ，

����
“ ·‘����‘“一���

“ �了‘·��，一‘二 “��‘
，·，��� 一 �

��� �
��

�

��

其中

护刀 一 � 山

��
“ ， ” �� 尽

“ ‘ ” ‘二
一，一���” ��

�

��

将��
�

��两边对�求和得

” “ ” ’�亡‘ � 一

�
�
�‘�常������ 一 乙 〔���‘ ，��〕 。 ‘ ��

�

��

其中��

且假设

�

���
� 、

卜 �
� 、 、 � �

�
， � � �

二
， 、

一
， �

取遍 ���� 和 谧�“ 全
�

往意牟��
�‘。 � ‘�‘

��一 万����
� 一 ‘
�万�

，���“ ‘

��一 万 ‘

�【��
’ 一 ‘
�万�

‘

��
、
���

、
����满足

，

〔 ���‘
，�
�〕，�

‘

从而

�料�

� 名
� 一 �

�“ ” ’
�‘，�〔，氮

一 ，一 �

���
�〕 ，。 ， “ 一 ‘ ， · “ ， ‘， ��

�

��

��一 �

〔 乡�。 ，��〕二� � 艺 〔 。 ‘ ， 一
�
一 ‘ ，

�
一 �

〔���‘
，。 �〕 。 � ��

�‘ ，���
� 。 。 � 。

�� ‘�〕‘丁�
���

，

�� �
，… ，

� ��
�

��

、 ‘�、、，了
�

�
了、

�
、�了

�了
、

一尹一

����‘、�户����
尹�、�

��一 �

艺
梦 � �

·

写
〔一 ’ 一 ‘一 ’

�
·，〕 ‘，��，·

�
·’

��
�

�

�

〔���
，�
�〕�� 一 ��

，‘ ， 。 ��
二 ��一 。

��� 一 �

� � 双

梦 一 �

‘ ” ’
��一 ��〔 ‘�

一 ，一 �

���” �“�〕

�儿� 一 �

� 艺
�
一 �

〔，“ ’ 一 ，一 ‘ ’
���〕 ‘
丁�

��
�
��� ��

�

��
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将��
�

��一��
�

��代入��
�

��
，

便得��
�

��
，

定理证完
�

如果
���川��一 二�自

‘ �一 ’
�二�

，

且满足
�

�拼�� � �
，
�����“ 一 �

，
�镇产簇�� �

而
�。 ‘ ���一 二 ‘

�自
�� 一 ’
�二

尹

�
，

且满足
�

��口 � �
，
����

��一 �
，
�成���� �

则��
�

��变成

��
�

��

��
�

���

�
，，
一

、 ，

刀 ‘叹��少“ �� �
。 �����

��� ��
�

���

‘
九︸口产��龟」

因此
，
仿照两点边值问题共扼边值条件的定义 〔�〕 ，

很自然地称条件��
�

���为 条 件

��
�

��的共扼条件
�

广义多点边值问题的研究
，
另有其独立意义

，
将在别处讨论

�

� 样 条 插 值 及 其 共 辘 插 值

定理� 设 �� �
。 � 脚

十 ，，

则

口， � 口� � 一 �

定理� 插值问题���可解的充要条件是

�
� � �“ 一 �

� � 了，�
、

����召
，，

�� �
拌 一 � � 一 。

��
�

��

��
�

��

对一切 。 。 “ ，��气 二 ‘ ，。 �自叮成立
， 相应地问题��

‘
�可解的充要条件是

妙
� �厂 �

� �

出

万
。

尽 “ ‘，�“ �‘歹�� ’ ‘�
� ‘�一 � ��

�

��

对一切
���夕��

，二 ，�
�自�

。

其中

丫“ �，

�
��� 一

成立
�

广 ‘ 、

�
‘二

一 ，一 ，
���” �‘。 �」

几了�
�
�� 〔 � ‘爪 一

�
一 ‘ ’
�� ‘�〕 �一 ���

�簇���“ 一 �
，
�簇拜簇�� �

�簇�提
�、 一 �

，
������ �

��
�

��

��
�

��

�
丁
� � �����

�
�‘，。 一 。 ，

�、 �、 �‘ 一 �
，
�、 �、 。 � ��

�。 ，� ��
‘
���

�
�召

��‘ � �
，
�� ，��拌 一 �

，
��拜��� ��

。

定理� 问题�劝和问题��勺的唯一可解性是等价的
，
当且仅当������笋 �

或 �� ��� �铸 � 方可能
。

定理� �’��题���可解条件满足时 ，
其通解为

�
����

。 。
����

。 ，�‘，���� … �卜 ��。 一 ����
，

其中“ 。
���为其任一特解

，
�

。 ‘ ��
一 “ 为相应齐插值问题的基础解

�

问题��
，
�的解有 类似

结构
。

定理� 设问题���唯一可解
，
��� 〔� ，

的为被插函数
，
则插值余项可表为

� “ �，�
�
‘��二

，������������
��

�

��
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���
，‘�� �

二
����

，‘��� �
犷���

� ，��卜

插值问题����的余项为

��
�

��

�·，�·��
��
��，

，��‘·��，“ ‘，“

���
，��为 ����

� � ����的任一格林函数
，

占���表示占函数
。

���
，��的特征性质如下

�

��
�

��

即满足 �������
，��� ��� 一 ��的 基 本

中中
，

其其解

，
�� 对任意固定�，。 ����

，
作为�的函数是微分算子����所定义的样条函数

，
��’ 是它

的
��重结点

，
�� �

，… ，
�

，�是它的单结点，

��� 对任意固定� ，�����
，
作为�的函数是�����所定义的样条函数

，
协是它的即重

结点
， 升二 �，… ，

�
，�是它的单结点，

����作为�的函数
，
满足�’��题���的相应齐条件� �，，

���
，��� �

，
�成���， 一 �

，
�《

产簇�� �，

���作为，的函数
，
满足问题��

�
�的相应齐条件

�
������

，��� �
，
����，‘ 一 � ，

�镇

���� �
。

此外
，
当������ ����

， 二 矛 � 万 ， ��

�。 � 了。 �
一

玄
优

�儿� �� 下‘ � �� 一

�
�‘ � 了‘�

晋
， ‘ � ‘ ，

… ，
�时

，
�’��题���是自共辆的 ，

即����� ���
，
此时���

，��� ���
，��

�

以上诸定理的证明思路
，
和多项式样条的共辘插值的相应定理 〔 ’ 〕相一 致

，
关 键是

要利用本文的定理 �
。

因此
，
下面我们只指出证明的大要

。

定理�的证明
�

由于矩阵�的秩为�
，
故齐线代数方程组��

。
�有

� 一 �个线性独立的 向

量解
，
相应地问题��

。
�有

。 一 �个线性独立函数解
“ �， … ，

肠
一 �，

进而利用定理 �推得 齐 线

代数方程组

口� 二 �

有
� 一 。个线性无关向量解 夕�

�。
�

， � � �
， … ， ，

卜 口
，
这里 夕�

，‘�
�� �夕���

�。
��

�一 � 及� �

一 。 ， ‘一 。

而口的维数为�
‘ ，
故 �的秩。 ‘

不能超过 � ’ 一 �
� 一 。��

，� 一 乡� �
，
即 。 ‘ � ，。 一 �� �

，

再 利

用共辘性
，
又可推得�

‘ 》 � 一 �� �
，
从而�

声 � � 一 �� �得证
�

定理�的证明
�

首先需要证明
� 了� 二 �的充要条件是样���

��
�丫

，
�。

，
�

， … ，

以 �、 一 ���

其中 �‘ 。 �，�‘�
，二 ‘ ，。 ���了

，
��

可证得定理 �
�

� 一 �
� � � �

� �
� � � 、

� 二 � ��

�
为线性无关函数

，
然后平行 〔幻中足理�的让明

，

定理�是定理�的推论
。

定理�的证明不难
。

定理�的证明
。

首先根据常微分方程的常数变易法
，
求得 ����厂� � 的通解为

，��，一 ，�·��

��
���

，，，。 �，�“ ‘

其中 甲���满足 ���冲 � �
，
于��

�

��中
，
令�� �����

，

��二�� ，�二��
’

�
�。 �二

，，�，�。 �，�，�、，

��
�

��

便得 厂���的带积分余项的 展开式

��
�

���
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用插值问题���的余项算子�作用到��
�

���的两端
，
并注意�甲二 �

，
便得余项表达��

�

��
，

并且 ���
，��� �

�
����

，���” ���
，��一 �

��
����

，��于成立
，
为证��

�

��中�
�
����

，���

��犷‘
��二

，��，，
这里��为共辘插值问题��

�
�的余项算子

，
只要证明

�

�” 二 ����
，，�，· �

二�
���

，��手 ��
�

�‘�

其中几和心表示问题�‘�和��
，
�的插值算子

，
所带下标二或 ‘ 是表示作为二或 �的 函数 的

插值
。

设 御
，
���

。�，��
，�� ， ，

�
，
满足

�

�‘�甲户， � 占‘�占�， �簇�，
�镇�召 一 �

，
��拜

，
���� � ��

�

���

�注意用到�性质
� 二 � � �， 类似地

，
设功‘����。�，��

� ，二， ，��
，
满足

�

��
�

价��� 占拼‘占
�
� �镇�，

�成
��一 �，

��拌
，
�簇�� � ��

�

���

其中 占�料 � � 当�笋�，
占�“ � � 当�� 群

�

于是

�� � �拌一 �

�。 二 ����
，���� 艺 名 �“ ，二

����
，���甲“ ，

��� ��
�

���
拼一 � � 一�

而
�召

，�
����

，���� �，，
���

· ，���。�尹��
� ，二， ，

�� ��
�

���

由��
�

���
，
又可得

�尹
，
笼��

� ，����

�� 一 �厂 �

名 乙 � “ ， ，�

‘� � 了一�
功‘���� ��

。
���

其中
�召， ，��� 犷、���，��二 ����

，��� ��
�

���

将��
�

���代入��
�

���便得

�� 一 �拌一 �

�。 二 ����
，���二 � 艺

料一 � � 一 �

，��甲，，
���功‘����

，

��
�

���

故冷由于��
�

���中���
，
�料

，
的可交换性 �

�料， ， ‘�� ���
，户，

得证
。

，
从而心����

，‘�，
这要用到

��� �。 �� 当 ��� �“ 时 的 假 设����
，

也可表成��
�

���的形式
，
从而��

�

���得证
，
即 ��

�

又由于厂���可以展成

，���二，����
��
。 ��

，·�‘·���，�，�‘ ，
��

�

�几�

其中功���满足 �����功���� �
，

将�
�
作用到��

�

�的两端
，
注意�

�功� �
，
于是

�� ‘
������� �

。 天二���
‘，���‘������‘��‘ ��

·

���

但据刚才证明的��
�

��知
，
�贯�。 �

，，���� �，���，
，��卜� ��，

，��
，
故��

�

���也就是要

证的��
�

��
�

关于��
� ，
�的四条特征性质的证明

，
只要利用���

，
�的表达式��

�

��进 行 具 体 分
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口‘

析
。

其中

定理 �全部证完
。

� 样 条 ��插 值 及 其 共 扼 插 值

令

�， � �。
���

��
����

优

艺
�一 �

为

�，’ 中�〔��� 艺
沉 一 �

艺 夕���
‘ 。 ，，’
��

，���
‘一 � �一 �

且 夕���� � 当 �、��

� �� �� �����
������

� 时 �

� 优 一 � �� 一。 �

。 。必����� 艺 艺 丫，，
� ��拌

，��
林一 � 梦 一 �

� � 时 �

川艺︸户勺

且 丫拌， � � 当

�� ����
���� �或�

一�爪
�

���
�

口

儿
·

卜

、夕户

乍
，
�

、 �� � 优 一 �

乃 � 气 ��，” 少
�� � �

一
尸 一 � 笋万 一 � ，

。 “ ， � �或 �

�
，
�分别称为样条空间�和�

�的关联矩阵
，
总假定满足

�

��，
�� ��，� 一

�
一 � � �

， �儿十 �
，
�� ��十 �

，价 一
�一 � �

，

���� �召，二 一
�
一 ，
�� 当��

插值问题���修改成��插值问题����
�

� 扣时
。

求
���

，
使

、�产

、�了��
�口二��工

� ‘�，
��，�� �

‘ �，
��，� 当���， � � 时

，
����� 一 �

，
�镇召

二众�
，

卜��

相应万刀共扼插值问题���
�
�
�

求、 �� ，
使

， ‘�，����� �
‘�，���� 当 �‘�� � 时 �镇��� 一 �， ���镇�� �

上述定理 �一 �
，
对问题���和���

�
�可以平行建立起来

。

关键在于将定 理 �进 一

步推广成如下的

定理 �， 设

� 和 �满足条件 ��
、
���，

�。 ����一 二�且

〔� ‘爪 一
�
一 ” ����〕 � �

，
当 �‘�� �，

。 。 �用��一 二
，
� 且

〔 �轰
� ， � �

���
�〕 二 。 ，

当几
， � 。

、声奋、�‘、�口，二，山，�

则有广义 �����
��

。 公式

�气����
�‘
众 ���一�刀�

。
�� 一 艺 〔� ‘价 一

�
一 ” �

� ‘�〕� ���。 ����
�‘�� �

�

�
︺

一一

一

三
“ ‘ ” �，，�〔 ‘

�
一，一 ����

��‘，�〕
��

�

��
�杯， � �
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�
证明 由��

�

��再利用本定理条件��
、
��

、
��即得��

�

��
。

定理�，实际上推广了定理 �
，
因若

���� �
，

�镇�毛
��一 �

，
���镇寿� �

，

�“ ， � �
，
�� 补毛户科 一 �

，
�镇召镇�� �

则定理 �‘ 中��
�

��即变成定理 �中��
�

��
�

平行的定理 �一 �
，

可以形式不变地保持下来
，

只要附加下面的说明
�

�� 相应定理中的

寿 �一 � 沉 一 �

�
��二 脚 � 艺 艺 ���

， ，之， � � � 艺 艺 �夕， ，

�一 � 广
� “ 一 �， � 一 �

心

川 一 �
沪�、 护 爪 一 �

产�、 护

� � ，，， 一 � � �
，

�� 乙 �。 ，，， � 艺 �

�’ 一 �

� �，� ，
梦 一 �

儿十 �
，

�
， 二 ，�� ���一 �� 乙

‘�

沉 一 �

艺 ��

� �
一 �

由此可见
� � �。 ” ， � �，

�� 夕‘��
，‘
�� � 当

�‘�� �
，

了，�

�
�
�� � 当

�“ ， � �
，

因此
，

求和时总对 ��’ �二 �或 。 “ ， � �的项进行
。

�� ���
，

�的零点性质
，

须理解为

线举
�，，

��
� ，��� �

，
当

。 ，�
������

，��二 �
，
当

�‘�� �

� 例

今
，，，� �

，
����� �

� 一�
� � � 一 �

，
������ 一 �

� 一�� 一� 一 �
，
给定 二 � 二 ， � ��

，

� �，
� ��� ，

��
�

又设
，。 二 �

， ，
· ， � �

， �� � �
，
户。 � ��� �

，
�� � �即相应的

� � �

�
� � �

� � � � � ��
�
苦

了����才、、、

一一
︸�� � � � � �

，产了了��才、、、、

一一�

夕� �

凡， � 二

牛七、�
、��

��

�‘
���

�，，
�
��

笼。
���

�����

� 。 � � ，。 ��� � ����，，� � 口
工
��

� 一 � ，
��

�，。 � 。 ，。 �、 �� 。 �、�川 � 了�。��
� � 一 ��� 丫

，，�
� “ ， “ ’

��
� 一 ���

� 令 ���

插仇问题��
�

�、
���

一 ‘ �、� 一 、�，，���

求
���

，

使

� ����
， ，‘ ，

���二 �
，

��
�

��
�‘
��

�

�

插了肖问题��气

�
���

由于
，，� �

，
�

� ���
工

�
， �‘产

��
，
��

求
���气 使

���

�
，
��

，
�

， �‘���� ����

� ����
， �
��

，
�� ���

�

�
，�
���� ����

， �，
���� �

‘
���

�

� �� ，，，

故�’�题����一般无解， 又
，�， � �

，
�

， � �
，

��
�

��

故�’� 题������
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般解不唯一
。

据定理 �
，
问题 ���� 可解的充要条件是

了。 ，。
�
�
������ 丫

。 ，�

�
�
��

‘
���� 丫

，，。
������

�
�

� 丫川�
���

，
��

，
�� 丫

�，。
�������� �

其中

�。 ，。
���� 〔‘了

����〕 二 � ‘
��

、

�� � ‘
��

�

�
，

�。 ，，
���· 〔‘了

����〕 � 一 〔� ‘
���〕 � 一 � ‘

��
�

�
，

丫�
，。
���� 〔‘犷

。
��

，
�〕 � 〔��，����� 。 ‘

��
，
�〕 ，

��
，�

�。 �� 〔‘了
���

，
�〕 二 一 〔� ‘

�
���〕

，

��
，。
���� 〔‘了

�
���〕 � 一 。 ，，

��
一

�一 。 ‘
��

一

�
，

而。 ��为齐插值问题���
�

。 ���� 。 ��
�

�� 。 ���� 。 尹

���� �

之解
�

由 。 ���的表达式可知
，

问题�叮之解必呈如下形式
，， ， 。 ， � 、

���
，

� ， ， ， 。 、 ，

����� 了����
， 一 艺�一 共共华共尸�

��， ” ���一 ��、
‘ ，
��

，
�

�

其中 丫为任意常数
。

对此例
，
由于 �� �。 十 户�� �二 �

，

故秩的对偶关系为了

��
�

��

� �� 椒 一 �� �� �
�

〔 �〕 李岳生
，

����一 �

〔 � 〕 �
、

�
�

������
。
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