
网河不恒定流隐式方程组的

稀 疏 矩 阵 解 法

中山 大学数力系计算数学专业珠江 小组

指导教师
:

李击生 杨世孝 肖子 良

功 75 年我们小组与广东省水利电力局珠江三角洲整治规划办公室协作
,

共同研

究潮区网河不恒定流的计算方法
。

珠江三角洲是我国网河密度最大的地区
,

河道纵横
,

水网交错
,

受洪水和潮汛

的相互作用
,

使网河流态十分复杂
。

洪
、

涝
、

潮
、

咸等自然灾害钓威胁还相当严重
,

在一定条件下影响了本地区农业生产的高产稳产
。

因此
,

进一步发挥珠江网河的有

利条件
,

克服不利因素
,

并根据其特点
,

有领导
,

有计划
,

有步骤地进行整治
,

是

一项十分重要和迫切的任务
。

在整个过程中
,

我们坚持理论与实践统一的原则
,

既有针对性地学习直接和课

题有关的知识和方法
,
边学边干 ; 又在实践的基础上

,

比较系统地学习了专业课程

和开展科学研究
。

我们先后推导了显式特征—
差分法和四点隐式方法 的 计 算格

式
,

提出了一个适 用于隐式方法的大型稀疏矩阵直接解法
,
并且完成了程序的调试

工作
。

对 x x 网河区联围工程提供了校核数据
,

并正在为其它工程提供规划数据
。

这是我们贯彻毛主席教育革命路线的又一成果
。

一
、

基 本 方 程

一维明渠不恒定流的计算问题
,

归结到数学上是解一个拟线性双曲型偏微分方

程组的初边值混合问题 , 或者是归结为解一个基于守恒律的水力学积分方程组
。

基

本方程如下
:

1
、

偏微分方程组—
圣维南方程组

如果以 Z
,

Q
.

尸
,

U
,

R
,
B

,

H分别表示在时刻 l沿河距离坐标为劣的断面 的水位
、

流量
、

过水面积
、

水流的平均流速
、

水力半径
、

水面宽
、

平均水深
,

则可得水流运

动规律的偏微分方程组为
:
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其中
, c
为谢才系数

,
g为重力加速度

。

这些水力要素有如下的关系
:
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,
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、

2可化为如下形式 :
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2
、

积分方程组

现考虑于河道中
,

任意截取介乎断面 为和 xl
+ : 之间的水 体

,

研 究 其 于 时段

认
, t

。 + ,〕之间的水体体积和动量的变化
,

分别根据质量守恒律和动量守恒律
,

可建

立积分形式的连续性方程和动量守恒方程如下
:
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.
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其中
,
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二
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图 1 矩形积分区域 G及其周界 r 图 2

二
、

四点隐式的计算格式

所谓四点隐格式
,

是在河段 〔 x , , x l 十 ; 〕和时段 〔t
: , t

。十 : 〕 ( 如图 2 ) l为
,

对偏微分方

程 ( 3 )
、

( 4 ) 差分化或对积分方程 ( 5 )
、

( 6 ) 进行数值积分所得的计算格

式
。

、

偏徽分方程的四点计算格式

方积组 ` 3 ,
、

` 4 ,在 p

(
x l + % +1 1

2

, `
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系数及右端钓形式是
:

(。 )尸一号(时
` ’

+ G了
+ i

)
+

宁 (试
+

心 )

其中去 ( 。哎 1 ,

而 Z ,
lQ 是变量在为断面于 t

。

时刻所取的值
,

其它带上下标的量

也具有相类似的含义
。
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将以上公式代入方程 ( 3 )
、

( 4 )
,

得四点加权平均计算格式如下
:
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在 D
。
的表达式 中

,

凡
1

( ;z’+
’

)
表示第 , + 1个断面当水位 等于可

` ’
时的过水面积

。

具有同一形式的其它量依此类推
。

叫
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2
、

积分方程的四点计算格式

在两个断面之间
,

我们假定 Z
,

Q
,
B

,

H都是二的线性函数
,

因此
,

F是 x 的二次函

数
。

所以
,

对方程 ( 5 ) 左端及方程 ( 6 ) 左端第二项采 用辛 卜生公式进行数值积

分
,

而对方程 ( 5 )
、

( 6 ) 的其它各项用梯形公式进行数值积分
,

可得积分方程

组的四点计算格式如下
:
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, 了1 份 1 1 、 肠 + l 、

’

、 F R 石 / “ 户,+ ’ J

( 8 ) 或 ( 9 )
、

( 1 0 )都可简记为

1 9 7 7年

( 1 0 )

方程 ( 7 )
、

a l
. : 2 1 + a ,

, Z
Q I + bl

. : 2 1十 : + bl
. :
Q , + 、 二 C l

a l + : , 12 1 + a , + : . 2
Q , + bI

十 : , : 2 1十 、 + b , 十 : ,:
Q ,+ : = C l * :

( 1 1 )

( 1 2 )

或就 Z扣口,解出来得

` .、 护 尹、 创 .尸场 、 尹

j
2 1 + b 一: 2 1十 : + b 一: 。 , + : 一 0 1

之。 , +
了

, 十: . ; : , + ; +

瓦
, : . :。 , + : ·

万
, , :

( 1 3 )

( 1 4 )

其中2 1
,

Z , , ; ,

Q ,
.

Q l 十 :
是未知数

,

而系数及右端是未知数的函数
。

方程组 ( 1 3 )
、

( 14 )反映了直河段内两个相邻断面之间水流的运动规律
,

我们称

为内断面方程
。

系数 如
: ,

匆
. 2 .

bl
十 : . : .

巧
, : , : 及右端 C,

,

ol
+ :
均依赖于未知数 2 1

,

场
,

Z ,十 , ,

场
十 : 。

求解时
,

先将系数及右端中的 21
.

岛内
十 : .

场
十 、
换成前一时刻已求到的量

,

再

用下一节的稀疏矩阵解法求解 ( 1 3 )
、

( 14 )
,

然后对系数及右端中的Z `场
.

2 , + : ,

场
+ :
进

行迭代
。

三
、

隐格 式 的稀 疏 矩 阵 解 法

为简明起见
,

我们仅以一个两汉河 网为例来说明隐格式的稀疏矩阵解法
,

但方

法和程序同样适用于任意有限个汉口的河网
。

1
、

系教矩阵的形成

图 3 是一个具有五条直河段
,

二个汉口
,

设有十四个断面
,

其中四个是给定边

界条件的边界断面 ( 以下简称为网河边界断面 ) 的河网
。

图 3 二汉 口的河网
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①编号方法

首先对直河段编号
,

如图 3 中的 ( i )
,

( 11)
,

…
,

(
v
) , 对汉 口编 号

,
如图 3 中

的 <一 )
,

<二 ) , 对网河边界断面编号
,
如图 3 中的① , ②

,

③
,

④ , 并规定网

何的流向 ( 流向也可以和实际不符
,
不过这时的流量与实际流量相差一个符号 )

,

如图 3 中的箭头所示
。

然后依直河段的顺序及流向对断面编号
,

如图 3 中的 1
,
2 ,

3 … , 1 4所示
。

②汉 口假定

在汉口
,

我们采用斯托克斯假定
。

例如在图 3 中
,
第 <一 ) 汉口有如 下 的 关

系
:

、夕甲、,于目勺内O
J.人d.上

j夕.、户̀、

一 Z ` + Z
。 = O

一 Z 。 + 2 7 二 O
( 水位方程 )

E
` = 4 ,

5
,

7
(花丈) “

` = 。 (流量方程 )

其中
,

称布分别是汉口断面的外向单位法知河段流向单位矢量
。

⑧方程和未知数的排列

第夕个断面的水位和流量分别以2 1和 Q l表示
,
未知数的排列次序是

: Z : ,

C
: ,

Z
: ,

口
: ,

… ,
2 1

,

Q l , …
,

Z川 口
: 一。

方程的排列次序规定为
:

( a )首先按河段编号从小到大的顺序排列 ,

(的在每个直河段里
,
按断面号从小到大的顺序排上内断面 方程 ( 13 )

,
( 1 4)

,

然后再排边界方程 ,

(。 )边界方程先排上游边界方程
,

后排下游边界方程 ,

( d )边界方程分两类
,

一类是给定边界值的
,

可直接写入 , 另一类是汉 口方程
,

它遵守以下规则选取排列
,

当本河段是属于所连接汉 口的所有直河段中编号为最小

者
, 写出流量方程 ( 16 )

,

否则写水位方程 ( 1 5 )
。

④方程组的系数拒阵

经过上述处理之后
,

对整个网河
,
就形成了与未知数总数相当的完备的代数方

程组
。

对于图 3 中的网河
,
方程组的系数矩阵如表 1所示

。

从表 1 可以看出
,

网河方程组的系数矩阵有如下特点
:

( a )高阶
。

由于珠江网河范围广大
,

断面多至数百个
,

因此方程组实际 可 高达

上千阶
。

(b) 非零系数极为稀疏
,

稀疏率 ( 非零元素在系数矩阵中所占的百分比 )随着网

河范围的增大而减少
。

例如
,

对于一个具有 31 个汉口
,

53 条直河段
, 1 67 个断 面的

何网
,

稀疏率约为 0
.

8呱
。

c( )内断面方程的非零系数都位于系数矩阵主对角线的右边
,

且非零系数 的 列

标将被该内断面方程的序号所确定
。

例如
,
第 J个方程是内断面方程

,
令
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无二

1 当 J 为奇数时
,

o 当 J 为偶数时
,

则第 J个方程的非零系数在系数矩阵中的列标为 J
,

J + 无+ 1
,

J + 无+ 2
,

且第 J列

(丰对角线 )元素为 1
。

( d )边界方程的非零系数在系数矩阵中比较分散
,
没有带状的性质

。

表 1 消元前方程祖的系数矩障
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注

: . 表示非零元素
,

空格表示零元素 , 网河边界断面都拾出水位之值
。

2
、

解 法

根据网河方程组系数矩阵的特点
,
我们进一步来讨论在电子计算机上采用仅存

储非零系数的解法
。

解法的基本思想还是高斯消去法
,

即把位于系数炬阵主对角线

以下的元素变为零
,

并使主对角线元素为 1 , 然后进行回代
。

由于 内断面方程已经是主对角线左边为零
,

且主对角线为 l 的形式
,
我们又希

望在消元过程中
,
内断面方程的非零系数的列序号及数值保持不变 , 因此

,

我们采

用行消去法
,

对边界方程进行消元
。

’

其步骤如下
.



第三期 网河不恒定流脸式方程祖的稀疏矩阵解法

( l) 首先确定消元后每个边界方程可能出现的位于系数矩阵主对角线右边 的 非

零系数的列序号
。

例如
,
从表 1可 以 看 出

,

第 l 河段上游边界方程
,
消元后可能

出现的位于系数矩阵主对角线右边的非零系数的列序号是 8 , 而第 1河段下游边界

方程
,
消元后位于系数矩阵主对角线右边的非零系数的列标 是 10

,

14
。

第 2 河 段

上
、

下游边界方程
,

消元后可能出现的位于系数矩阵主对角线右边的非零系数的列

序号分别为1 2
, 1 4和 1 4

。

( 2 )消元的次序是先对第 I ( I = 1
,
2

,
.3 二

)河段上游边界方程进行消元
,

然后对第

I河段的下游边界方程进行消元
。

( s) 在对某个边界方程进行消元时
,
首先确定一个数组

,
它的下界是消元前边

界方程第 1个非零系数的列序号
,
而上界是消元后可能出现的非零系数的最大列序

号
。

这个数组我们称为边界方程消元时的动态数组
。

其次
,

用这个数组代替系数矩阵中与该边界方程对应的那一行
。

把该边界方程的

非零系数记入这个数组的相应位置中去
,
即在这个数组中形成该边界方程的左边

。

然后在这个数组中进行消元
,

把主对角线左边的非零系数都变为零
,

且主对角

线元素为 1
。

最后
,
把消元后的非零系数记入系数矩阵的相应位置中

。

整个消元过程完毕之后
,

得到与原来方程组同解的方程组
,

它的系数矩阵如表

2所示
。

为了在电子计算机上实现仅存储系数矩阵的非零元素的直接解法
,

所需的存储

量及解法要点是
:

( l) 提供确定网河的基本信息
,

这些信息主要有
:
汉口总数

,

直河段总数
,

每

条直河段的断面数
,

每个汉口的分汉数
,
每个汉口所联系的直河段序号及对汉口的

流向 (流入汉口还是流出汉口 )
,
给定边界值断面 (即网河边界断面 )的断面序号

,

每

个给定边界值是水位或流量的特征等
。

( 2 ) 使用一个数组
,

按从上到下
,

从左到右的次序
,

存储表 2 中除主对角线外

的非零元素 (即
, 和△所表示的元素 )

。

这个数组
,

我们称为紧凑存储数组
。

( 3 ) 形成一个信息数组
,

以便确定消元后每个方程在主对角线右边的第 1个非

零元素在紧凑存储数组中的位置 , 同时
,

既能区别这个方程是内断面方程还是边界

方程
,

又能区别这个方程的序号是奇数还是偶数
。

这样
,

内断面方程就可 以通过这

个信息数组和紧凑存储数组表示出来
。

( 4 ) 形成消元后边界方程
,
我们用两个信息数组

,
分别确定消元后每个边界方

程除主对角线外的非零系数 (即表 2 中的△所表示的元素 )的个数及其 列 序 号
。

这

样
,

消元后的每个边界方程就可以通过这两个信息数组及 ( 3 )中所讲的信息数 组 和

紧凑存储数组表示出来
。
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表 2 消元后方程祖的系数矩阵
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注
: . 和△分别表示内断面方程和边界方程的非零系数

,

空格是零元素
。

( 5 ) 形成消元前边界方程
,

我们也用两个信息数组
,

分别确定消元前每个边界方

程的非零系数的个数及其列序号
。

由于消元前边界方程的非零系数不是 1就是 一 l
,

所以
,

我们还可以对这些非零系数的列序号加上正负号来区别该系数是 1 还是 一 l
。

这样
,
消元前的每个边界方程就可以通过这两个信息数组表示出来

。

在 ( 3 )
,

( 4 )
,

( 5 ) 中所述的信息数组可通过已经提供的确定网河的基本信息来形

成
。

( 6 ) 确定边界方程消元时的动态数组
。

这个数组的上
、

下界不是固定的
,

而是

在消元过程中形成的
,

因而叫做动态数组
。

它的上
、

下界分别由 ( 4 )
,

( 5 )中所述的

信息数组所确定
。

由于消元前后的方程组都可用上述的信息数组及紧凑存储数组表示出来
,

因此
,

所述的解法
,
在计算机上就可以实现了

。

四
、

应 用 与 验 证

从 1 9 76年下半年以来
,

我们正在应用这个方法进行 x x 联围的围外防洪影响计
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算
, x x x , x x 口门整治和 围垦造田方案比较计算

, x x 河堵塞的防洪
、

排灌影

娜团

响计算
。

已计算的网河范围已 达 到 31 个汉
口

,
5 3条直河段

, 1 6 7个断面
,

总河长 3 e 4公

里
。

随着生产实际的需要
,

正逐步扩大到整

个网河范围
。

在实际应用中
,

具体的做法是
:

( l) 工程方案实施前天然情况的验证计

算
。

这一计算的 目的在于选定参数 (糙率 )
。

利用实测水位流量资料和河道地形资料
,

对

预先给定的各河段在计算时段的平均糙率值

进行试算
, 比较计算水位

、

流量与实测值
,

然后调整各河段的糙率值重算
,
力求计算值

与实测值相近
。

( 2 ) 根据天然情况所确定的糙率值
,

计

算工程方案实施之后的水位
、

流量变化情况
。

在西片网河区
,
我们进行了丰

、

平水年

典型潮和枯水年半月周潮计算
,

计算范围内

有n 个汉口
,

22 条直河段
,
62 个断面

,
总河

长 18 0公里
。

计算半月周潮时
,

时 间 步长为

30 分钟
, 《 1 2 1 》机用机时间为22 小 时

。

天

然情况的计算结果如下
,

(
a
) 水位符合情况

。

在 10 个有水位观测

资料的断面上
,

水位过程线 (即水位随时间

的变化曲线 ) 实测值与计算值之差 在 士 o
。

1

米以内
,

其中高低潮位误差更小
。

( b ) 流量符合情况
。

在 10 个有实测流量

的断面中
,
计算潮期平均流量或流量与实测

值的相对误差在 10 多以内
。

水位与流量过程

线相位基本接近
。

在 x x x 堵河工程计算范围内
,

进行了

连续五天潮期计算
,

计算范 围 内 有 6 个汉
口 , 1 1条直河段

,

27 个断面
,

总河长 36 公里
。

对于天然情况
,

当上游边界断面以流

盈作边值时
,

从 19 x x 年 x 月 x 日起
,
上游边界断面连续五天的计算水位过程线与

实测水位过程线见图 4
。

实际计算表明
,

这一计算方法尚能基本反映网河水流的实际情况
。


