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从原函数到导函数的辩证转化过程

— 学习马克思《数学手稿》的一点体会

化学系有机化学专业73 级学员 吴 踢深

微分是微积分的基本概念
。

微分是怎样形成 的呢 ? 伟大的革命导师马克思用唯

物辩证法批判地分析了微分学理论的发展历史
,

批判 了资产阶级数学家在微分学理

论中的形而上学观点
,

对微分的形成过程作出了正确的结论
。

为我们树立了用唯物

辩证法研究自然科学的光辉范例
。

在 《数学手稿 》 中导 出微分的方法
,

马克思称为
“
代数方法

” 。

这个方法是从
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原函数“ 二 f( ` )开始
,

首先得到导函数盖专
·
f’ ( “ ), 然后推导出微分“ “ 和“ ,

。

马克思指出
: “ 理解微分运算时的全部困难
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从 , = f (二 )到书牛 = f’ (二 )的转化过程
,
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一个否定的否定的过程
。

了解这个过程对于我们理解马克思的
“ 代数的微分方法的

转换
”
非常重要

。

恩格斯 阅读了马克思 《 论导函数概念 》 这份手稿后
,

在给马克思的回信中对从

原函数到导函数的辩证转化过程作了一个概括
, “
当我们说

,

在 y 二 f ( 、 )这个公式中
,

x和 y是变 t
,

但是如果我们只停留在这一步
,

那末这只是一个没有任何进一步结果

的论断
,

顶 、 和 y暂时事实上仍然是常数
。

只有当它们真正地
,

也就是在函数内部变

化时
,

它们才真正成为变皿
,

而且只有那时
,

才能显示出隐藏于最初的方程式中的

不 只是两个 , 本身的关系
,

而是它们的可变性的关系
。
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变化过程中
,

即在每一特定的变化当中
,

这 种 关 系 是 如 何 发 生 的 ; 最 后 的 微

商
粤

才表现 出它的普遍的
、

纯粹的关系
,

因此我们可以由
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得出任何的
半
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而
会

本身永远只适应于个别场合
。

但为了从个别场合得 “ 一般关系
,

个别场合本

. 本文中引用的焉克思 《 数学手稿 》 中的藉录
,

均引自北京大学 《 数学手稿 》 棍 洋粗棍泽

的焉克思 《 数学手稿 》 ( 19 7 5年版 )一害
。
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身应当予以徽弃
。

所 以当函数完成由 x 到 x, 的过程
,

并带 . 该过程的全部后 果之

后
,

可以放心地把 x 产孟新取做勺 这已不是原来的 x ,

只是按名称来说还是变 t x ,

它已经过了宾正的变化
,

… … ” 。

(
《焉克思恩格斯全集》第 35 卷 22 页 )

在这里
,

我们首先提出两点
:

一
、

所谓导数
,

就是
“
瞬时

” 因变量对自变量的变化率
。

例如
,

力学中 的瞬时

速度就是在运动时间的某一时刻路程变化对时间变化的比率
。

( 注意
, “

瞬时
”
一

词 的含义是广义的
,

并不局限于时间 ) 这里要注意的是
“
瞬时

” 、 “
变化

”
与

“
比

率
” 。

二
、

在过程中因变量夕与自变量 x之间的质的关系是在变化
、

发展的
。

从原函数导出导函数
,

首先要解决的是以什么作为过程的出发点的问题
,

就是

我们应从哪一步开始
。

对于 , =
了x( )

,

若设自变量二为某一个值
a ,

因变量红对应得到的一个确定值为 b
,

即 b = f (心
。

这样
,

在 a这个确定点上二并没有变化量
,

从而在 b 这个确定点上 红也没有

变化量
,

就是变化量都为 O
,

那末因变量对自变量的变化率就成了纯粹量意义上的

今
,

也就是这个变化率毫无意义 (因为它根本就没有把因变量与 自变量间的变化
0
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也无从确定
。

因此
,

原函数 , = f (劝本身所反映的因变量 夕与

自 变量 戈 之间的 质的关系就只是
“
两个 , 本身的关系

” ,

但却没有反映出
“
它们

的可变性的关系
” , 这里的凝固的

“
瞬时

”
并没有反映出隐藏于原函数中的因变量

的变化对于自变量的变化的依赖关系
。

所以
,

我们必须让自变量 二与因变量 , “
真正地

,

也就是在函数内部
”
变 化 起

来
。

让二增长到二 :

( 这就是过程的出发点 )
,

从而 ,增长到叭
。

这样
,

我们得到了反

映因变量 , 变化程度的变化量 , : 一试或 J刃 = f ( x
:
)一 了(习

。

用反映自变量 二变 化

程度的变化量 x ; 一 二 (或、 )除这等式两边
,

得到有限差值之比 孕二答 (或
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弋污兴乙 进行运算
,

得 fl(
“
)( 马克思称它为

“ 预备导函

影 )
。

这样就实现了第一次否定
。
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李
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从这个等式的左边可 以看到
,

分子是因变量的变化量 J , ,

分母是自变量的变化

量才二 ,

而且刁 ,是取决于 J二的
,

所以在上结果中所反映的是 因变量的变化对 于 自变

量的变化的依赖关系
。

同时
,

分子中的试即 f (为 )之所以增长到夕
:
(即 f (义 : 、 )仅仅是

由于分母中的二增长到 x : ,

函数关系夕` f (为所反映的 , 对于 二的依赖关系在这里依

然存在着
。

因此
,

在这个否定中
,

凝固的
“
瞬时

”
被否定了

,

而函数关系岁二 f( 二 )

所反映的因变量夕对于 自变量二的依赖关系仍然保持着
,

它 已转化
、

发展成为因变量

,的变化对于 自变量 x 的变化的依赖关系
,

并且这个依赖关系是以 ,的变化程度对二的

变化程度之比的形式 (即比率的形式 )而出现
。

这样
,

,与 , 之间的质的关系 发 生了
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变化
,

向前发展了
,

我们得到了反映因变量 ,与自变量 二 间的变化性关系 (这个关系

的 实 际 内容 就反 映在 f
,
(二 )之中 )的平均变化率

分析平均变化率可 以看到它有两个特点
。
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。
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,
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犷 总是由特定的时间间隔 ` 所决定

。

显然
,

取 不 同

的水值将得到不同的V值
。

第二
,

但是
,

这并不是说各个平均变化率之间就是完全孤立的
、

毫无联系的
。

前面说过
,

在平均变化率中因变量 红对干自变量 , 的依赖关系仍然保持着
。

这就是

说
,

在同一个问题内
,

不管乙x取什么值
,

因变量夕的变化对于自变量二 的 变化的依

赖关系同样受到原函数即= f( 二 )的质的关系的制约
,

因此
,

各个具体的 平均变化率

并不是任意的
,

它们存在着某个普遍的关系
。

所以
,

平均变化率
粤

· 户 (
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,
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而一般的
、

纯粹的关系就寓

于各个具体的平均变化率之中
。

为了使个别的
、

特定条件下的关系转化为一般的
、

纯粹的关系
, “

个别场合本

身应当予以抛弃
” 。

所以必须经历再一次否定
。

在
具 r或粤 )

一
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,

让 x :
变回$xJ

,

那末二 : 一 , ,

即二 : 一 二 = 。 。

汤 x 一 汤 、 口弄 ,

的运算
,

等式的右边转化为尸 ( x ) , 同时
,

在等式
·

的左边由于 x :
变回到`

回到 ,
,

那末 , : = ,
,

即 , : 一 , = 。
。
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令

,
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从确定了吗 ? 从量上讲
, J 、

、

勺是消失了
,

但这个否定并不是形而 上 学 的
、

简单

的否定
,

而是扬弃
,

是否定中有肯定
。

这个否定是量变到质变
,

是个别到一般的辩

证转化
。

让二 :
向 x 变化

,

最后达到了变化的极限戈 : = 戈 ,

即二 : 一 二 = 0或 J二 = 0
。

由于这个

变化
,
红: 向 ,变化

,

最后达到红
: 二 红

,

即夕
: 一 , = 0或才 , 二 0

。

有限差值消失了
。

与此同时
,

如同前面所讲过的
,

,之所以增长到叭仅仅是由于 , 增长到 戈 : ,
, 对

于二的依赖关系仍然存在着
。
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,
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可 以看到
,

分子中的 y : (即 仪 , :
) )向抓即 f(

x ) )变化仅仅是由于 分 母 中 的 “ ,

向“ 变

化
,

在 , : 变化过程中
,

原函数 , = f( 劝所反映的因变量 ,对于 自变量
, 的 依 赖关系仍

然存在着
。

在变化达到极限时
,

, : 达到 ,仍然是二 :
达到二的结果

,
,对于 二的依赖关系
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依然保留着
。

但是
,
过程的辩证发展并不是因变量鱿与自变量戈之间的质的关系的简

单重复
, “

否定就是质的关系的否定
”

( 《数学手稿 》尸
.

1 5 )这里的否定
,

是在
“
当函教

完成由 x到 x’ 的过程
,

并带 , 该过程的全部后果之后
”
进行的

。

也就是在巳经把原函

数中因变量对于 自变量的依赖关系转化
、

发展成为适应于个别场合的因变量与自变

量间的变化性关系 (即平 均 变化率
半

= 了
:
(劝 )的基础上进行的

。

从
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看到
,

分子中因变量的变化量 刁梦的消失并最终消失为零仅仅是由于 分母中自变量

的变化量 乙x 的消失并最终消失为零
。

这就是说
,

因变量夕的变化对于自变量 二的变

化的依赖关系是始终存在着的
。

所以
,

在 结 果
冬

二
f’ (二 ) 中

,

以比率形式 出现
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的 ,的变化对于二的变化的依赖关系被保留下来了
、

肯定下来了
。

同时
,

与第一次否定一样
,

在这个否定中因变量 ,与自变量二之间的质的关系发生

了变化
,

向前发展了
。
刁x

、

乙,消失为零时
,

有限差值消失了
,

个别场合 本 身被抛

弃了
,

量变引起了质变
,

个别的
、

特定条件下的关系转化
、

发展成为了一般的
、

纯

粹的关系 ( 这个关系的实际内容就反映在 !’ ( x) 之中 )
。

这样就得到了瞬时变化率
。

在表达 式 中 的

牛
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因为
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”
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,

它没有显示出原函数在特定的条件下产生 7 se孕
ee 的辩证转化过程
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没有表达出仍然存在着的质的关系

。

所 以用书答代替弓-
。

结果我们得到导函数
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这里还要说明一点
,

从原函数到导函数的转化过程
,

其实际内容就是从 f( x) `

fl(
二

卜 f’ (二 )的转化
。

同 时
,

粤
和

李
或

率
是分别作 为

t

fl (二 )和
,
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应的符号而出现 ( 对于一一或弓童今 与 f’ ( x)
,

马克思称后者 为前 者的
“
实在等价

一 ~
’ “ 砂 ` ’ “

~ ~
、 ` .J J

O ~ d x 刁
J 、 ` 2 ,

, 沁心 ” ,, 曰
一

曰 / J 口 “ ’
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” ,

前者为后者的
“
符号等价物

”
)

。

对于上述过程来说
,

它们就代表着过程的

某个环节
。

从上述的整个过程可以看到
,

否定的否定的结果并不 是 简 单 的 回 复到起始

点—
“
瞬时

” ,

而是螺旋式上升了
,

发生了质的变化
。


