
黄金分割法最优性证 明

吴 兹 潜
( 数学力学系 )

通过实践的摸索
,

并根据文 〔1〕的提示
,

我们应用数论的方法
,

在选点 方法
、

试验次数
、

初始试验点不事先知道的情况下证明黄金分割法的最优性
。

圣 1 基本概念和定义

定义 1 若函数 , ( x) 在区间〔 a ,

的上只有一个最大值点尹
,

在点卢左侧函数严格

增加
,

在最大值点的右侧
,

函数严格减少
,

则称函数 , ( x) 在区间 〔。
,

幻上为单峰的
。

不失一般性
,

今后只研究具有最大值 的单峰函数
。

单峰函数有如下性质
: , 二 岁( x) 是 〔。

,

句上的单峰函数
, 、 ,和二:

( xl < 肠 )是 〔a, 幻上

的两个点
,

而夕 , “ , ( x ,
)和 y 。 二 夕(介 )是点二 : 和 x :

上万的函数值
。

由于 y 二 万( x) 是单峰函

数
,

因此
,

l) 若巩> y , ,

则最大值点尹偌〔氏二
,
)

,

故可丢掉 〔a, 、 ,
)

。
2 )如果万2

< y ;
则

最大值点
x 来
诺(朴 ,b〕

,

故可丢掉 (介为〕
。

来回调试的选点方法基本上分为对称和非对称这两大类
。

所谓对称的
,

就是在

给定的试验区间内
,

第二个试验点与第一个试验点按区间 的中点对称
。

如果选点是对称的
,

可能出现两种情况
。

一是做了若干次试验后
,

新的试验点

落在上两试验点之间
,

一是始终不出现这样的试验点
,

称前一种试验点为 非 正 规

的
,

称后者为正规的
。

定义 2 初始试验点为
、 : ,

作
”
次试验

,

如果每一新的试验点与留在区间内的未

试点
,

在留下的、试验区间内按中点对称
,

称这类选点方法为对称的
,
否则 称为 非

对称的
。

定义 3 做
。
次试验

,

新的试验点不在前两试验点之间选取者
,

称这类选 点方

法为正规的
,

否则称为非正规的
。

称正规对称的为A类
,

非正规对称的为 B 类
、

正

规非对称的为 C类
、

非正规非对称的为D 类选点方法
。

定义 4 假设沪是单峰函数 y 二 万 (x) 的最大值点
,

沪
。〔a ,

幻
。

如果在 〔 a ,

的 内有

一经过试验的点右
,

ix 到端点
a ,

b的最大距离记为 6
,

6 = m a x ( I劣 * 一 a
l

,

}x ` 一 b {)
,

而
x 、和沪的距离不大于 6

,

称6为ix 的精度
。
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定义 5 来回调试法的最佳精度是按照来回调试的 A
、

B
、

C
、

D 四类选点方法
。

在

试验次数对等的情况下
。

对于一切初始试验点义 。
(合

,

l)
、

对于〔o , 1〕上的全体单峰

函数 { 、 (x) }
,

在定义 4的精度意义卞的一切精度 { 6 } 中的最小值者称为 来 回 调

试法的最佳精度
。

本文在定义 5的意义下
,

在选点方法
、

试验次数
、

初始试验点不事先知道 的 情

况下来证明黄金分割法的最优性
。 _

-

圣 2 菲波那奇数列及其性质

数列 1 ,
1

, 2 , 3 , 5 , 8 , 1 3 ,

21
, ..

·

…称为菲波那奇数列
。

这一数列有下面的 递 归 公

式言

F
。 二 F 。 一 : + F

。 一 : , n 》 券

F
。 = F l 二 1

.

尸
。

尸
” 中 1

有下列的性质
:

F ”

户。 十 1

F
, ,

+ 尸
” ,

、
。

= 一茵弄瓦贫~
, “
矛

1
·

式一 F
。 _ , F

。 , : 二 ( 一 1 )
” , 。》 0 ,

F
。 _ F

n 一 1 = ( 一 l)
”

F
”
+1 F

。
F

。 + I
F

。

, 炸
> 0

。

F
。
尸

。 一 , 一 F
。 _ Z F

。 + ; = ( 一 1 )
“ ~ ` .

-

黔毕 >夸蕊一乒今 ( 叠燮
.

.

孟 Z n十 2 上 Z n 占 艺几+ 1 ` 艺介~ 1

八OA
ù

F
”

F
。

社

,
跪二 1

, 2 ,

一 是既约分数

l公川

刀一卜C O

F 。 _ 以万 一 丁
F

。 十 1 2
二 0

.

6 1 8 0 3 3 9 8 8 7 4 9 8一
` 二

756

质质质质质质质性性性性性性性

F
” + 一) ” + 1

, 玲》 3
。

以上七个性质可以在文〔2〕中找到证明
,

此外还有如下
、

的性质
:
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性质 8

F 。 + x
一 1 一 ( 一 i )

” + 2。 , ` , + : ,

- 识万砂”

证 由于

1 + 亿了
2

_ 1

口 ,

即得

F
n + - 1

召万 {
1

。 ” + :

一 ( 一 1 )
·

一 }
1

一 7 了。 ” + : { 1 一 ( 一 1 )
” + 2。 忿` ” + 2 ’ }

.

犷险

得所证
。

性质 9

犷

。 ”
>

1

F
, + i

” = 1
,
2

-

证 由于

。 ” 1

F
n 十 1

二 。 件 一 召了。 ” + 忿

1 一 ( 一 1 )
” + 2功 2 ` ” + 2 ’

一 ` 、 。

r l 一 识了。 2 一 ( 一 i )
” + 2。 乞` ” + 2 ’

1
一 U沪 .

一
一

一
;

一
一- , -二气二尸 , ; 甲 - -二 ,二 , 二气 , , 二~ -

一
.

L l 一 ( 一 i )
“ ’ ` . “ “ , ` , J

月 二 。 · ` ’

〔
1一 ( 一 1 )

” 。 Z n

斌万护

了了。 , 十 :

1一 ( 一 1 )
” + 2。 : ` ” 斗名 ’ 〕

一一十月一件= 口 ” + 2

性质 10

1 、
_ 。

一 ; ; - -
.

户口一
刀 .

n = … …

证 由

1 _
、

” _

一万甲 一 U, 一
` 月

7 了护
+ ’

一 功 ”

、 .J I
,1

一

二 。 ·

〔

1 一 ( 一 1 )
昨 + ’ 。 么 `” + ` ’

7 了。

1 一 ( 一 1 )
n 十 ’ 。 2 ` ” + ` ’

_ 。 盆 + ( 一 1 )
” 十 ’ 。 2 ` ” + ”

i 一 ( 一 i )
件 + ’。 么` ” + ”

。 ” =
( 1 + ( 一 1 )

移 + ’ 。 : ”

)
。 件 + 蕊

I 一 ( 一 i )
” + ’ 。 2 ` 月 + ”

= 。 n + l F
” _ 1

F , > 0
.

得所证
。

芬
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荟3 A : 、
A:
类选点方法的精度估计

假设在〔。
,

O 上的任一单峰函数
,

含A类选点方法作
” + 1 次试验

,

并且假设第
, + 2个试验点戈。 + :

和留下的前一试验点重合
,

对于这样的 A类选点方法记为 A
:
类

。

由于试验区间为〔 0
,
1〕

,

故区间长度cl 为 1
,

作两次试验留下的区间长度为

C: = x : = k
x
C

I ,

作完第。 + 1次试验
,

留下的区间长度为

月

C
, 十一 = fl k jC 一

j
一 I

( 1 )

由于选点是对称的
,

不管各试验点的函数值如何
,

最后留下的区间长度总是 ( 1 )
。

这样一来
,

我们就能处理〔O
,
1〕上的全体单峰函数了

。

基于上述的考虑
,

无妨假设在 n + 1个试验点及其试验数据适合下面的不等式
:

夕:

(
x :

) ( 扩
:

(
x :

) < … … ( 夕
”

(
x 。

) ( , 。 + :
( x 。 + :

)
,

(
*
)

xl > 朴> … … > x ,

> x 。
+1

。

由于A :

类选点法假设 x 。 + : “ x 。 + : ,

故得

C一= x 。 = 1
,

、了、刀矛AB
矛`、矛̀、C i = x i _ : = k i x i _ : =

x ` == 劣 `一 : 一 劣 i 一 1

fl k jC z ,
i 二 2 , 3 ,

… … n + 2
,

j
一 1

i 二 2 , 3 ,

… … n + 2
.

由 ( B )易得
x ` = 尸

” 十
卜 f x 。 十 1 ,

` = O
,
1

,

… …
, n

.

当`勃时得、
+ : =

二三
一 ,

当 ` = 1
,
: 时得 二 , ·

L’ 月 + 2

F
” + 1

F
” + :

_ _ F
”

汤 2
’

一
二不丫二丫

,

山 刀 十 Z

这就是说按

A :
类选点法作 n + 1 次 试 验

,

把 区 间 长 度 分 为 F 。 :
个 等份

,

每 等 份 的 长度

x 。 + : =

子一
,

而且初始试验点劣 : 二

票塑
一 ,

能够处理的点数至多是均 匀 分 布的
刃 月+ 2 刃 ” + 忿

F 。 + : 一 1 (
, 二 。 ,

1
,
2

,

… )个点
。

由定义 4 其精度为。 ·
下工一

。

反之
,

如果按 、 ,
类选

产 ’ ` ” ’ 。

~
’

~ / 、 一 产 ” ’ 曰
~

/ 护 一

F
。 + 2 。

~ ~
’ 户曰 / , 、

仍 “ “ ~ 一

点方法作 , + ; 次试验后的精度 为
寻

-
,

,

则不难证明
,

其初始试 验 点 一 定 是
` ” 、 产砂 ’

曰 ”
- -

一
犷 、 产

、

~
`
州 .r , ,门

~
/ 砂

F
。 + 2 ’ 八劝 `

”
’

卜 ~
甲 J ’

~
’ / 砂 产曰

~ ~
f ” 、

~ 凡

农
奋门

劣二 =
F

ff + -

F
, + :

。

于是得下面 的 定 理
:

定理 G ,
对于在〔O

,
1〕上的全体单峰函数

,

若 初 始试 验点为 x : =

A:

类选点法作 n + 1次试验
,
其精度为

F
” 十 1

F
。 + :
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_ 1
0 J t =

响一花二一 - - - - .

刀 ” + 2

附记 应用定理砚
1
可以处理离散点的优选问题

。

由性质 6得知

I f m

月
. .令 (二,二

尸
。 + r _ 亿 5 一 1

凡
+ : 一

- 了一一
= 口

.

了

r 卜

若选初始试验点为 x : = 。 ,

按A类选点法作有限次试验
,

称这类选点法为A :
类

。

定理呼 假设初始试验点二 : = 。 ,

按 A类选点方法作
, + 1次试验

,

对 于 〔。
, 1〕

上的全体单峰函数 { 夕(
x ) }

,

其精度为

占, = 由” + , .

证 由于 功 二 训了
一 1

2
有一个特殊性质

,

即

1一 口 == 口名

。 和 1 一 。 把区 l’M〔0
,
1〕分成中外比

,

不管丢掉那一段 ( 〔o
, 。 2

)或 ( 。
,
1〕 )

,

所余下的区

间包含有一个巳试点
,

其位置与原来两点之一 ( 。 或扩 )在区间〔O
, 1〕所处的 位 置 的

比例是一样的
。

往下的试验点和留下的试验区间都具有 这一性 质
。

因 此
,

对 于

〔o
, 1〕上的全体单峰函数 王y ( x

) } 作
n + 1次试验

,

最后留下的最大值点到两端点的

最大距离为护
+ ’ 。

反之
,

如果按瓜类选点方法作 。 + 1次试验后的精度为护
+ ’ ,

则不

难证明其初始试验点一定是 x : = 。 。

因此
,

对于精度来说
,

它与最大值点的位置 无

关
,

若 xl’ 是 n + 1次试验的极大值点
,
则幻的精度为

占, == 川 a x ( ! x s 一 x 。 + :

!
,

lx i 一 x 。

! ) = 。 ” + ’ ,

故得证
。

定理仇
,
在事先给定做有限的试验次数的情形下

,

A
:
类选点方法比 A

:
类选点

方法的精度佳
。

证 设试验次数为 n + l次
。

由定理 ..G 得知
,

按 A
:
类选点方法做 n + l次试验其精

度为

占
: J

=
.

二一匕一
’

户 ” + 2

由定 理氏
,

按儿类选点方法作 , + 1 次试验
,

其精度为

占, = 。解 1 .

由菲波那奇数列的性质 9得

1 _
_ _。 + :

F
。 _ 。 _ 。 . 。

酬 “ 一

瓦万
一 毋

’
一 ’ 一

了不丁夕
” ’ “ 一 ” ’ 二’ ` ” ” “ ’
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即得

占通 > 占:小

得所证
。

9 4 按A类选点方法作事先给定的有限次试攀的. 佳精度

菲波那奇数列的性质 6 指出下面的不等式

1
’

,
3

下产 <砚
~

言
乙 勺

F : 。 + x

F : n + :
< 口 <

F : n

F : ” + l

_

2 ,
.

< … <
.

不丁 、 l

O

成立
。

上节我们讨论了下列初始试验点

2

3

F : 。

F : ” + l

F : 。 + 1

F : ” + :

3 1
~ ” 万

,

百

所可能进行的试验次数及其精度
。

正如最佳试验精度的定义所指出的那样
,

必须对

为。
(令

,

l) 内的一切初始试验点进行讨论
,

为此
,

我们讨论初始试验点 x :
属 于区间

( 工
.

、

2
- 答 )

F : 。 _ l

F Z。

F : n + 1

F : 。 + :

r里应生」
-

。 )
、

(
。 ,

F Z n + 2

F Z。 + s

( 答
,

冬 ) (令
,

l) 时
,

按对称的选点方法
,

做有限次试验所可能出现的情况
。

引理 1 若 二 1。
(

.

粤
鱼

塑二
, 。 ) 按 A类选点方法只能做 2 , + 3次试验

。

若第 Z n + 4个
1, 2月 + 2

试验点不属于 A 类选点方法
,

则

证 不妨假设

气。
.(导呼

,

鲁件) 二

` 2月 + 名 几 名月 + 4

, ( x :
) < , (

x :
) < … < 梦(军

: , , :
)

,

xl > 介 > 一 > x 幼+s
一

_ ’

成 立
,

由于 : 、。
(粤~

, 。 )
,

命
_

刃 2 ” + a

x : = 。 一 云
, 。> 0

,

易得

。 < 。 <岑竺华
·

` 吕月 + 吕

( 1 )

在区间〔0
,
1〕上与x :

对称的点为

x : = 1 一 x 一= 。 2 + 甘,

由上式及 ( l) 得
,

, , F
, ”

口
“ 代 、̀ X

,

又
.

一=
如

一
一 ~

户
’

2 ” + 名

不难算出第` + 1个试验点为

万 i + ; == 。 `+ ’ + ( 一 1 )
i + ’ F `云

,

份 0
,

( 2 )
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由 ( 1 )及( 2 )得
厂 `

“ “ ’

xf<
+ :

心粤粤
.

,

i = 1 一 3
一 5 ,

…
, 2拄 + 1

,

( 3 )

F : ” _ i+ x

F : ” + :
< 劣 i 十 l < 。 ` + 1 5

i = 2 , 4 ,
6

, ,

一 Zn + 2
.

( 4 )

丘

这就是说
,

按A类选点方法它只能做 2n + 3次试验
,
而第2” + 4个试验点

,

由于 F
_ t
没

有定义
,

按A类选点法无法进行下去
。

故引理的前部分得证
。

由于 x : 。 + `
不属于A类

选点方法
,

因此

朴 。 + : < x : n + 一 < 朴 。 十 : s

即
-

。 2 ” + 3 一 F : n + :云< 。 忿n + 4 + 尸: , + s百< 口 Z n + 2 + F : 。十 一污
,

得

公匕

布

`
、

2儿 + 匕 ~ Z n + 昌

一

借-
< 云 <借

目

,
,

` Z n +

“
吕行 + 昌

( 5 )

由 ( 5 )得初始试验点的选择范围为

F : n + l

F : ” + :
= 山 一

。 恶” + 8

F : 。 + :

石、 2” + s p
_

< 二 : <卜
-

分 ,
=
命粤生

.

` 2刀 + 心 ` 吕介 + 4

这就是说
,

若 xl `

(李器参德嚣芳)
,

按A类选点方法可做 2n + 3次试验
,

而第 2。 + 4

`

个试验点不属于A类选点
,

其初始点 二 : 。

(李丝、 刃 名 ” + 2

引理 2 对于 〔。
,
1〕上的全体单峰函数 王, ( x) }

概 )
,

故弓}理得证
。

若 ” 始试验点 xl
`

(会井
,

导
丝

牛 )
,

占 Z n +

“
则按A类选点方法可作 2” + 3次试验

,

留下的试验区间的长度为

C : 。十 a = F : 。 一 F : 。 , 一 x a 。

反之
,

按 A类选点方法
,

在区间〔。
,
1飞上作若干次试 验

,
若 最 后 两 次 试 验 留 下

的区间长度分别为口 = 凡砂 + 1

F : , + : 及 lC =
1

F : , + :

一 F幼
十 le ,

则 初 始 试 验

屯
点 二 1。

〔宾~ 广粤~
,

)
,

而且郁
。 + :个巳试点

、 刀 2月 + 恶 二
’

2” + 心 ,

证 若 x ,

(叠粤牛
, F : ” + s

F : n + - )
,

命

劣 i ==
F a。 + x

F : ” + i
+ e -

易得

O < 。 <
1

亏
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如果初始试验点为 x : ,
按A类选点方法作试验

,

作 i2 + 2次留下区间长度为

C : `+ : ” F : ` F Z” + -

F : 。 + :

+ 。

)
一 F : `

一
F : “ + F : ” _ : 、 + 1

F : 。 + :

作 i2 + 3次试验留下区间长度为

C : `+ 。 二 F : i 一 F : i , : x 一 == 几卜
: `

F : , , :

一 F : ,.
+ 2 e

.

当 i = n时
,
由上式证明引理前半部分

.

若最后二次试验留下的区间长度为

e
` == ~

尹 ,
~
一 F: , + : `

` 2称 + :

C
a 二 尸a 。 召 +

由于选点方法按 A类进行
,

C s = C I + C急
,

一般有

1

F : ” + s

故

C i == C `一么 + C i 一 1 二 F ` _ 1

F : 。 + :

+ (
一
1 ) i F : , , 2一 i 。 ,

当 i = Z n + 2时有

C
名月十 2 == C么

咋 + C
Zn + 1 =

F : , + l

F : 。 + a
+ F o e = x x -

C Z” + 3 == F : 。 + 2

F : 。 + :

一 F
_ 声 =

故引理 2 得证
。

类似引理 l 和引理 2 可以证明下面的引理
。

引理 3 若 x : 。
(
。 ,

尊址 )
,

按 A类选点方法只能做2n + 2次试验
。

若第 2。 + 3个
刃 2月 + 1

试验点不属于 A类选 点 方法
,

则 二 : 。

〔嘿丝竺
,

一

票丝` 、
。

、 L, z” + a r Z” + 1 1

引理 4

~

乒生、
,

` 名件 + 1 1

对于 〔“
, `〕上的全体单峰函数 ` “

州
,

若初始试验献
·

(磊
,

则按 A类选点方法可作 Z n + 2次试验
,

留下的区间长度为

C : 。 + : 二 F : 。 x一 F : n 一 x 。

反之
,

按A类选点方法
,

在区间 〔0
,
1〕上作若干次试验

,

若最后两次试验 留下的区

间 长 度 为 cl = F
。

F l . + l

一 e F : n ,
C名 = F Z。 _ 一e +

F 1

F : 。 + x 则初 始 试 验 点 x : `

(磊
,

磊 ),
而且 “ +2n

2个己“ “
·

这里
,

=xl 器
一 F o e -
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《 `
.

瓜头孺;
.

一 _ 。 一 了 F
,

~
:

F
,

~
,

、 ~ 一
, 。 . 、 ,

“
, ,
二

、 ,

由 ~ .
_ ,

正理行 : J
石 xl ` t

产石二

一二
, 下护一一 】, 浏 丁 L U ,

1J 上网笙体早峥田取 飞 y L x , 犷 ,

、
刀 2月 + 2 f Z ” + 4 1

按 A类选点方法作 k` 2n 十 3次试验
,

其精度

卜 占
: ,

>
1

尸九
+ l

证 当 k < Zn + 3时由引理 3 和 4 ,

无妨假设

公 对(二
:
) ( 夕( x :

) ( … … ( , ( x介)
,

xl > 朴 > … … > x k, k = 1 ,
2

,

… …
, Z n + 2

由于
、

X k =

犷

F : 。 +
卜 `

F : 月 + :

+ (一 i )儿“ 尸。
一 : 。 ,

O < ￡ <
1

F : n + : F
: , + ` ,

一

导嚣分
<

&x<
月

瓮结
,

二

铁六
丛 <

· 、 <

艘言分
,

k 为偶数
,

k 为奇数
。

按照 A类选点方法及精度定义有

占: : = 。 a x (
x 介一 o , x ` 一 : 一 x 掩) = x 掩

.

当 k为偶数时得

F
: ” + ` 一儿

F Z ” + `

当k为奇数时得

尸 2 , + z 一吞

F
Z” 十 :

由此立得

一
.

卫` = F : 。 ,
卜 、尸。一 ,

F 儿
+ : F

z n + ` F k + 1 > 0 -

一上
~

二 F 、一 ; F
Z : 一 、

F `
+ 1 F

Z , ; 十 : F 掩
十 x

6
5

_

: >

(
一

夸华牛
,
寿为偶数

,
k为奇数

1

F 九+1ù
玄

当k = Z n + 3时
,

由于

占: , = m a x ( x : 。 十 3 , x Z , 十 2 一 x Z。 十 3
)

,

,

、、.,,

因为 x : 。 * 。。 (
1

U . , 不 r 一-
.
一

刀 2 ” + -

x : , , : 。

(
钊

子卜
,

清井 )
,

即得

占
z , >

1

F : ” + -

益
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得所证
。

同理可以证明如下定理
:

定理G 翻 若斌姗
,

磊 )
,

对。
·

`〕上的全体单峰函数 ` “ `二 , ’
,

技A类选点方法作 k` 2 , + 2次试验
,

其精度

、 1
o , ` 户

.

瓦二
一一 o 叫

定理 G。 对于 〔。
.

1〕上的全体单峰函数 { 召( x ) }
,

按 A类选点方法作事先给定

的有限 k( k = 1
, 2 ,

一
,

N )次试验
,

对于一切初始试验点 xl
。
(去

,

l)
,

当且 仅当
. , _ F 儿
护毛 肠 一 一

目 ; ;一
一厂 k + 1

证明

时其精度最佳
。

由定理氏得知
,

对于 〔。
,
,〕上的全体单峰函数 { , x( ) }

,

若二 , 一 瑞尽-
.

,

刀 k + 工

技A类选点方法作事先给定的有限的 k次试验
,

可以处理 F `
+ : 一 1个点

,

其精度为

由定理 仇
, ,

G a , ,

1

F k
+ l 。

` 可以证明
,

这一精度是按A类选点方法
,

对于 xl 。
(令

,

l) 的 全体

初始试验点
,

作对等的
、

事先给定 的
、

有限的 k次试验的最佳精度
。

定理 G了 对于 〔0
.

1〕上的全体单峰函数 { 夕 ( x ) }按A类选点方法 作无限多次

试验
,

如果初始试验点 x : = 。 ,

则其精度趋于零
。

证明 若试验次数无限
,

当 n , co 时
,

由定理 G导得

占= 11优 。 ” = 0

月
.
月卜 (又 )

在以下数节
,

定理 嵘 的精度将和 B
、

C
、

D 类选点法作无限次试验的精度进行

比较
。

这里就不作进一步的论述了
。

愁 S 再论 A : 、

九类选点法的精度向题

从上两节的讨论中
,

我们证明了月
:
类 ( x ; = , 2 , … … ) 和 A

:

类选一一
:̀

,

F一六
t

-一F

点法`二立二 。 ) 是 A类选点法对于 二 1“ 音
, ` )做有限次试验的最优方案

,

这一节再对 ,
!

和儿类在二 ! ·

台
和万 1

一的情况下作有限次试验的精度作比较
。

按 A
:
类选点法作

,
次试验可能出现如下情况

:
作

,
次试验

,

符合要求的试验数据

正好到来
,
作 n 一 m次试验

, m < , ,
合乎要求的试验数据提前到来

。

作 ,次试验
,

合
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乎要求的试验数据没有到来
。

现将 A: 和儿类选点法作如下比较
:

1 按 A
,

类和儿类选点法各作
n
次试验

,

合乎要求试验数据正好到来
,

由定理几
,

可知
,

A ,
类选点方法比儿类选点方法的精度佳

。

如果合乎要求的试验 数 据 没有到

来
,

试验还要继续下去
,

则A
Z

类选点方法比A
:

类选点方法的精度佳
。

2 按A :
类选点法安排事先给定作

n
次试验的方案

,

但只作
n 一 。 次

, , > 。 ,

则

其精度为
作一 ,刀

占月
F 份 +l

F
” + -

按 A
:

类选点法作
” 一 。 次其精度为

。女
” 一 ` 一 。 , 一 ,

而且
。 .

件一优
.

百

当 。 为偶数时

。令
” 一 nt > 。翌

一 ’ ,

当。 为奇数时

心
” 一 m < 。瑟一

故 lA 类和 A
:
类选点法处于同等地位

。

定理 iG 对于 〔0 , 1〕上的全体单峰函数 { y (
x
) }

,

按儿类选点法做不限次数的有

跟次试验
,

A:
类是 A类选点法中的最优者

。

夸6 B类选点法的精度估计
一 ` -

由 苍4 的引理 1和 2 显然下面的两个引理成立
:

引理 5 若 xl
“ 尸 : , + 1

F
: ” + :

F
: 。 + s

F
Z” + `

,

按 B类选点法
,

其试验次数至少为 2 。 + 4次
。

引理 6 若 x l。 夕
: , 十 :

F : n 十 3 F : ” + -

一处生
一

、
F

, . 二 .

/

F
Z”

,

按B类选点法作试验
,

其次数至少为 2 ” + 3

次

引理 7 若 x ; 二
F 幼

F
Z。 十 l

。 2

一 F : , + ,
( F

: , + 1 + 尸: 。 。 `

)
n 二 1 , 2 ,

… … 和 x l =
F : , 十 -

F
Z” + :

口 :

+ 下石二次瓦蕊丽呱不万
, , 二 o , 1 , 2 , … ,

按 B类选点法可以作无限次试验
。

证 若 x l。

(擎世厂里
全竺生 )

,

则必有这样的单峰函数
; (

二
)和初始试点二 ,

使
厂幼 十 2 户 : ” 十 4 ,

· ,
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x : 。 + ` = 。 x Z” + : 一 x : 。 + a = 。 : x : 。 + :
.

由于

劣 Z n + 2 =
F

o

万 : 打 + :

一 F
Z ” + : ￡ s

x : 。 + s = F : . + : e .

故得

召

山 2

二二

一
.

F : ” 十 : + 。 : F
: n + :

F 。

F : ” + : ,

立得

劣二 =
F

Z” + 1

F
z” + :

+ e = 号黔今
+

` Z n 十 Z

。 2

( F
: ” + : + 。 Z

F : 。 + ;
) F

: 。 十 :

而且 易 证
喊

F
: 。 + I

F幼
+ :

F : 。 + : ,
F Z , + `

同理
,

若 x i 。

(
尸

: 。 十 :

户
: 。 + 8

)
·

磊 )
,

按” 选点方法
,

对
种

,
l 〕上的全体单 备

峰函数会遇到这样的单峰函数 , (劝和初始试验点
x : ,

使

劣 2 ” + 3 = 曰万 2” + z ,

x Z” + 名 = 。 , x Z” + 一

由于

: : 。 + : 。 = 。 :

(下卜
.

一 :
2 。 。

)
,

故

e =

1 。 么

F
: : + x F : 。 + i + 。 名

F : n

得
。 :

F : 。 , :
( F

Z。 + : + 。 z
F : ”

)

各
, J

.、、 ,.2一1月一+丝肚凡一
,

幼劣玉==

而且从。 了F Z ” , :

定理。 : ,
若 x : 。

(名{望
` ,

势斗)
,

按 B类选点方法至 少 作 Z n + k次试验
,

吞> 4 ,
对于 〔o

,
1〕上全体单峰函数 { 武 x

) }起码有一单峰函数
,

其精度

6 : ,

>
1

刀
_ , _

.
占 吕而 + R + 1

证明 由 于 xl 。 r二丝
-

、 F
。

…F :
件 + 2 F :

,

由引理 5
,

它至少做 Z n + 掩( k> 4 )次试验
。

月 + 心

白

互丝止、
F二

二 :

,

命 k = 初 + 2 ,
则它的试验次数为2n + 2 十 m次

。

不妨假设



第二期 黄 金 分 割 法 最 优 性 荻 明 1 3

岁( x :
) ( 夕( x :

) ( … ( 万( x : 。 十 。
)

,

xl > 几 > … > 丸
” * 3 。

显然第 2。 + 4个试验点 x : 。 + ` 。
( x Z” 十 。 , x : 。 十 2

)
.

而留下的试验区间为〔0
, x : 。 + : 〕

.

作变换

名 =
X

劣 : ” + 之

这一变换把区问〔0
, x Z。 十 2〕变成印

, 1〕
,

把点 x Z。 + `
和 x Z。 十 3

变成

之 1 =
劣 2 ” + `

x Z” + 2 , 公么 =

劣 2 ” + s

x Z。 + 么 ,

才

由于 lz 和礼是在区间〔o ,
1〕按中点对称

,
:

因此
,

于 < : ; < 1 , 0 < 札 < 令
.

由定理 G g 得

知
,

其最佳精度是取

丸 二
劣2 ” + 毛

尤么” + 2

殊
一 F m + l

, 川 == 2
一
3

5

一
弓 即得

劣 2 ” + ` =
F 价

F m + i
劣么” + : ,

做 m 一 2 次试验后得

戈么” + 一+ (价 一幻 二
F

o

F 川
+ 1

戈 2 ” + 2 -

按照精度的定义得

6 1。 =

另方面
,

由于

尤名” + 名

F 川
+ l >

F
:

尸二
+ I F : 。 + `

呱启孟
一
一

磕器
.

> 0
,

即得

6 : ,

> `梦
` “ + , ,

1
苦

得所证
。

由引理 6

定理 G : 。

还可以证明如下定理
:

若 x l。

(
F : ” + :

F : ” + 3

F
, .

、 ~ 。
~

、 ` 。
一 ~ ~

` , _ , t’
_

_
.

, 、 ,
_ 、 、 , 二 , _ _

,
~

节一= 一 J
,

伙刀尖逃息力汰王少做 Z n 十 R久试拉
, 月户如

刃 2月 + 1 1

对于 〔0 ,
1〕上全体单峰函数 { 万( x ) }

,

起码有这样一个单峰函数武 x )
,

其精度

6: 。 >
1

刀
.

0

` 盆” + 招 + 1

定理嵘 若

义 x =
F : ” 。 2

F Z , + : 一 F : 。 + :
( F : , + : + F : n。 ,

)
n = 1

,
2

,
· ` ·

(
一

)
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劣 i二
F

Z” +l 田 2

F :。 + :
F

Z” 十 :

( F
:, + : + 。 : F Z , + :

)
n = 0

, 1 ,
2

, … (二 )

按刀类选点方法作无限多次试验其精度比A :
类选点方法作无限多次试验的差

。

证明 1 如果初始试验点为 (
.

)
,

对于〔0 , 1〕上的全体单函峰数 { 习( x ) }会遇

到这样的抓 x
)

,

使

x : , 十: 二 F : , 十 l e =
。 2

( F
z , 十 : + F : 。 。 2

)

而

劣全” + 3 = X Z ” + 1 一 劣 2 ” + 么 =
)Q

F
Z” , x + F : 。 。 2

命
万 2 ” + x

,

这一变换把区 l’de 〔o
, x Z ” 十 : 〕变为〔o , i 〕

,

把才2 。 十 。 , x : 。 十 :
变为

=
`

丛卫生生 = 。

尤 z ” + 1

Z : = 进红丝三 二护
义 2 ” + 1

因此
,
按B类选点方法试验可以无限多次的进行下去

。

如果再做 m 一 2 次 试验 ( 连

同 z : , z :
在内是 m次 )

,

则

鲡
=

.

三兰丝土二匕
二
俨

戈 2 月 + 1

得
x 名 n + 爪 + 1 == 。 价 x Z n + l -

其精度为
_ : n + 阴 + 1一。 p

_

月
、

、 。 、
m 士 笋

_

“ 月 / ~
.

育; ; 一 - ,

` Z n + 汤

而按儿类选点方法作 Z n + m + 1 次试验
,

其精度为
2如+ m + 一 ,

占」

一
。 2 ” + 川 + 1 ,

不难证明
。:

” ` 川 ` ”
`’

> 。梦“
` ’ , 】

Z ft + 成 + 1二 2 月 + 优+ 1 口

白川一 co 盯
, o 月 比 O 。

收放得快
。

咨 产

2 如果初始试验点为 (二 )
,

对于〔0 , 1〕上的全体单峰函数 { 夕( x ) }
,

一定

会遇到这样的单峰函数夕( x)
,

使

x : 抽十 s = F
: 。 十 : 。 =

。 2

F : , + : + 叨名F Z。 + l
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而

芜 z ” + ` = x Z月 + 2 一 义 2月 + s 二
)Q

F : , + 2 + 口 Z F
z ” + l

命
X

Z =

—
劣 Z n + 2

它 把 区 间 〔 o , x : n + : 〕变 为 〔 o
, i 〕

,

把 x Z n + .

及 x : , + :
变 为

二 , = 劣 z ” + -

义 2 ” + 么

2 2 = 三丝兰生
劣 2 ” + 2

二 。 2 ,

因此试验可以无限多次地进行下去
,

如果再进行。 一 2次试验
,

则

=
.

主全竺鱼生里
一 = 。 ,

义 Z n + 2

得
x Z” + 爪 + 2 = 。 饥 x : . + 艺 ,

其精度为
吕” + 沉 + 2 , 旧 刀

_

丹 、 、 m爪一二立逻一一
甘刀

/ ~ 有
_

,

` 洛介 + 毛

按 A:
类选点方法作 2

一

n + , 十 2 次试验的精度为

。了
+ ’ + , ’ ` 一 。 : ” + , + , .

不难证明
。:

” ` , + ` ’ `

> 。了
` ’ ` ” “ ,

、 石

故 m , co 时
, 。罗

` ’ ` ” ’

比 。。 , ” + ’ ` “ ’ “

收敛得快
。

证完
。

按照最佳精度的定义
,

B类选点法比 A
,

和姓
:

选点法都劣
,

故 B 类选点法可 以淘

汰
。

参 7 C类选点方法的精度估计

C类选点方法是正规非对称的
。

C类和 A类选点方法不同之处
,

在于选点的对称

性上
。

对于试验次数是有限的情形
,

如果我们能够把非均匀分布的选点变成是均匀

分布的情形来处理
,

则 C类选点方法和 A类选点方法就无什么区别了
。

由于 C类选点方法是正规 的
,

作
n
次试验

,

它可以处理的点数是 F
, + : 一 1个点

,

如果把这 F
。 + , 一 1 个非均匀分布的选点

,

按序排列下来
,

即

。x<
。

x<
;

x<
2

.<
· ·

… < xF
。 + : 一

l< xF
, 十 : = 1,

我们考虑如下的足码区间〔 O
,
F

。 , ;

〕
,

在这一足码区间内有 F
” + : 一 1个均匀分布 的足

码点 1
,

2
,

… , F。 : 一 1
,

对足码区间的足码点进行优选
,

第一个试验足 码 点为

` 即 ` F
。 ; 第二个试验足码点为 F卜 : ,

即今
, 一 : ,

这样就把 C类选点方法变为儿 类

选点方法来处理了
。

如果这些非均匀分布的点是离散点
,

则它是 C类选点方法中的

最佳者
。
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定理Gc 对于〔 0
,
1〕上的全体单峰函数 { 万 ( x ) }

,
按 C 类选点方法

,
作 n 次试

验
,

其精度为

广、
一卫` -

证明 按C类选点方法作
n
次试验

,

对于 〔O
,
1〕上的全体单峰函数其精度为

“二= ” 公a X

1 ( 落《 尸
“ + 一 1

( l x `一 x i _ :
})

。

故
。 ” 、

1
0 。

奋>
勺

下布
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- 一一 ,

厂 凡 +1

得所证
。

按 C类选点方法作无限多次试验
,

对于 〔o
,
1〕上的全体单峰 函 数 { , ( x ) }

,

我

们一定会遇到这样的单峰函数
,

它的最大值点 x . 。
(0

,

式)
,

选取初始试验点为

x ` = x
认

+ ( 1 一 二
二)

。 ,

在区 间〔式
, 1〕选取对称点作试验

,
·

而且这些试验点对于区间
一

〔。
,
l 〕

,

… …都是 c 类

选点
,

做不限次数或无限多次试验其精度为

6
。

> 式
一 。

定理 q
。

对于 〔o ,

幻上的全体单峰函数 { 穿 (劣 ) }
,
起码有这样的一个 单 峰函

数 { y (x) }
,

按 C类选点方法作不限次数或无限多次试验
,

其精度比 A类选点方法

劣
。

除离散点的情形外
,

扶最佳精度的定义
,

C 类选点法被淘汰
。

荟 8 0 类选点方法的精度估计

按 D 类选点方法作试验
,

对于 〔o
,
1〕上的全体单峰函数 { y ( x) }

,

我们一定会

遇到这样的单峰函数夕( x)
,

它的最大值点户《 o ,

介o) 选定两个试验点 x : 和 二 :
作试

验
,

如果鲜 ( x
:
) > 夕 ( x

,

)
,

在 区间 〔二 : , x : 〕内选取

x 。 = 戈 : + ( x , 一 戈 2
)仍

,
,

( i )

然后
,

在区间〔x : , 二 : 〕上按中点选取 二 :
的对称点做试验

,

等等
,

这些试验点 对 于 区

间〔o
,

xl 〕都是 D 类选点
,

它可 以做无限多次的试验
,

其精度为

鑫 产

几 > 介 一 0
。

如果作有限次试验
,

把区间印
: ,

xl 〕分成 F
”

等份
,

则 ( 1 ) 改写成

、 一 二 : + (x
: 一 二 2

)

冬
,

I’ 月

然后
,
在区间〔x : ,

丸〕上按姓
;
类选点方法作 n 一 1次试验

,

在区间〔0
,

朴 )
· ·

… 内这些试

验点都是D 类的
,

其精度为
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。二
一 ’ , 2 二

X z 一 尤么

F
”

+ ( x : 一 0 )
。

定理 G。
.

对于 〔。
, 1〕上的全体单峰函数 { 笙(劝 }

,

起码有这样伪一 个 单 峰函

数
,

按 D类选点方法作事先给定的有限次试验
,

不限次数的有限次试验和无 限次试

验其精度比 A类选点方法劣
。

按照最佳精度定义
:

,
D类选点法被淘汰

。

号日 来回调试法之最佳精度

通过上面的讨论
,

关于来回调试法的最佳精度有如下定理
:

定理 1 对于 〔 o
,
1〕上的全体单峰函 数 笼夕 ( x) }

,

对 于 一 切 初 始 试 验点

气 。
(去

, 1 )
,

对于A
、

B
、

C
、

D四类选点方法
,

事先给定作有限的 。次试 验
,

当 x : =

F
。

F
” + 1

按 A类选点方法作
n
次试验

,

其精度为

尸 _ 一
卫 一

-

. A 一 刀万 三-

` 月 十 1

它是来回试法做事先给定的有限的。次试验的最佳精度
。

证明 由定理 G g
、

定理 q
B、

定理仇
B 、

定理 cG
、

定理 G D
即得所证

。

定理 2
佗

对于 〔o
, 1〕 上的全体单峰函 数 { 夕 ( x ) }

,

对 于 一 切 初 始 试验点

xl
。
(去

, 1 )
,

对于 A
、

B
、

C
、

D 四类选点方法
,

作不限次数的有限次试睑
,
当 x : = 。 ,

按 A类选点方法作试验为最优
。

证明 由定理认
、

定理 q
B、

定理吼
B 、

定理 q
c 、

定理 G
D

即得证
。

定理 3 对于 〔 o
,
1〕上全体单峰函数

,

当x : = 。 ,

按A 类选点方法作无限多次试

验
,

它是 A
、

B
、

c
、

D 四类选点方法中进行无限多次试验中的最优者
。

证明 由定理 G犷一 、
G了定理仇

c 、

定理 G D 即得证
。

定理 1 就是通常所讲的分数法最优性的证明 , 定理 2
、

3 就是黄金分割法的最

优性证明
。
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