
关 于 非 标 准 分 析

数学力学不 邓永录

在微积分的创立和发展过程中
,

无限小量和无限小量方法起着重要的作用
。

长

期以来
,

数学家和哲学家们围绕着
“ 无限小量是什么 ? 它们是否实在的量 ? 实数直

线上的点是否就是不可再细分的最小元素 ? ”
等问题展开争论

。

到十九世纪下半叶

马克思和恩格斯分别在 ( 数学手稿 》和 ( 自然辩证法 》 中才对这些问题给出了正确

的回答
。

在本
一

世纪六十年代初
,

数学家 A
.

鲁宾逊利用数理逻辑的严谨方法奠定 了非

标准分析 ( 这名称是相对于现在一般称做标准分析— 十九世纪在极限理论基础上

发展的微积分理论而取的 )的基础
。

在这个非标准模型中
,

论域从一般的实数域五 拓

广到包含无限小量
、

无 限大量和一般实数的域 R . ,

它既保存了无限小量又把微积分

演算建立在严格的逻辑基础上
。

可以说
,

它对马克思
、

恩格斯关于无限小量的光辉

思想提供了一种数学上的描述
。

尽管月
.

鲁宾逊的哲学观点有错误的地方
,

但是
,

对

于他所提出的体系和方法是应该认真研究的
。

本文就是从这种思想出发
、

一方面用

一种比较直观具体的方法简略介绍非标准分析的基本思想
、

方法和某些简单结果
,

另一方面结合微积分学发展的历史谈谈通过学习非标准分析对 《 数学手稿 》 和 《 自

然辩证法 》 中有关论述的一些理解和体会
。

(一 )

首先
,

让我们简要地回顾微积分学发展以及伴随着它的关于无限小量的争论的

历史
。

十七世纪六十年代和七十年代
,

牛顿和莱布尼兹在大休上完成徽积 分 学 的 时

挨
,

他们基木上是承认
“
实在无限小

”
的

,

这也就是认为无限小量是实际上存在的绝

对值小于任何正数而又大于零的数
,

并且在这基础上广泛地使用了无限小盘方法以

发展微积分学的演算法则
。

牛顿在他的
“
流数法

” 中把一个随时间 , 而孪化的量 , 称

做
“ 流动蟹 ”

( f lu 。叭 )
,

其增加 ( 或减小 ) 的速度称做 a流数
”
并记为 , (技 现 在

的说法是流动蚤梦对时间二的导数 )
。

在证明徽分学的一些运算法则时
,

牛顿引入流

动最的 娜契机
”

(。
。 m e

nt )这一新概念
,

所谓契机就是流动盈的无限小部 分
,

由于

它们在时间的无 限小部分中的氛积使该派本身不断增大
,

这些契机与爱的变化逮度
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(流数 )成比例
。

牛顿引入 了无限小量
。

(注意
:

这是实有的无限小时间增最 ! )
,

并把量 ,的契机写成
。 , 例如

,

在求 , = 护的流数时
,

在上式分别以 夕+ 夕。 和 二 + 。
代

忿和二就得 到 梦十护
= 扩 十 2 义。 + 口 2 ,

将两式相减 得 召。 = 2劝 + 沪
,

去掉沪项之后两边

用 。
除即得万 = 2二

。

莱布尼兹则不是从速度而是从切线出发得到微分法则
,

他用 d 二和

d夕分别表示两个极近的坐标二和 ,之差 ( id ff e r e nt ia )
,

它们相应于牛顿的。和 卯
,

同
, 、 , , _

_ 。 , , . 、 。

_
、

_
, 。 ~

_

.

_
, _

.
, . 、 、

一 d,
,

_ ` . . .

一 一 _ 二 , , 、 , , 、

一 。 二`

样在略去( “习
,
项之后得到两个微分之商

器
,

以此来表示曲线“ · f ( , ) 在点 ` 的

切线的斜率
。

总之
,

他们两人从不同的原始概念出发
,

但都是通过引入实有无 限小

最而得到同样的结果
。

不过
,

限于当时人们对无限小量的认识深度
,

还说不清楚为

什么可以用无限小推理
,

所以这时的微积分免不 了带有某种神秘性
,

因而马克思称

之为
`“
神秘 的微分学

” 。

例如在上面求导数万的过程中
。 2

项像变魔术 似 地 被 去掉

( 或者说被
“ 镇压

”
掉 )

,

这就产生了一些逻辑上的困难和含混
。

尽管牛顿
、

莱布

尼兹也意识到并试图解决这些问题
,

但因为他们还不懂得
“ 只有微分学才能使自然

科学有可能用数学来不仅仅表明状态
,

并且也表明过程
:
运动

。 ” ( 《 自然辩征法 》

第2 49页 )
,

只看到结果而忽略了过程
,

人为地把结果与过程割裂开来
,

因而 抓不住

问题的本质
。

后来
,

他们本人也在不同程度上对实有无限小量产生了怀疑
。

尽管微积分在形成的初期还存在缺陷
,

但是
,

它的产生是人类对客观规律认识

的一大进步
。

唯心主义者 ( 特别是宗教神学界 ) 对微积分的发展非常恼怒
,

他们中

间的一些人抓住当时微积分学的某些神秘性
,

利用无限小推理中的某些含混
,

攻击

微积分和无 限小量
。

其中最有代表性的人物之一是后来被列宁批判的贝克莱主教
,

他

除了对无限小量进行恶毒的咒骂之外
,

还给无 限小量推理设置 了一个人们称之为贝

克莱谆论的陷井
,

其内容大致是
:
人们希望求护的导数

,

取比例 ( (二 + d )
: 一 扩 ) / d

,

其中d是无限小量
,

由此得到 ( 2二 d + d
Z

) / d
。

因为 d是无限小量
,

但不等于零
,

我们就

能够约去 d而得到 2二 十 d
。

又 因 d极小
,

故可忽略它而得到 2二作为矛的导数
。

但是
,

要注意这里做的是严格的数学推理而不是近似的结果
,

因此除非 d是零
,

否 则不能

省略
,

但若 d是零
,

就不能用它作除数约去因子d
。

所 以在上面的求导过程就有双重

的错误— 先把d 当作非零然后又当作零
,

他认为这都是为 了适应人们的意志和方

便
,

是通过荒谬的过程得到科学的所谓真理
。

为了回击贝克莱等人对微积分的攻击
,

数学界中如达兰贝尔
、

拉格朗 日
、

泰勒
、

马克劳林等人做了不少的工作
,

马克思在 《 数学手稿 》 中对他们 (特别是达兰贝尔和

拉格朗 日 )的方法作了详细的评述
,

对他们的工作给予充分的肯定
。

但是
,

在 十 七

世纪下半叶到十九世纪初这一百多年间
,

微积分的神秘性并没有得到解决
,

而且在

发展过程中又暴露出一些新问题
,

即除了无限小量是什么之外
,

还有实数和实数系

统是什么 ? 如何科学地定义无穷级数
、

函数连续性等概念并找出它们的运算规则和

判别准则… …等问题
。

十九世纪的数学家柯西
、

维尔斯特拉斯
、

狄德金和康托等在

前人实践的基础上逐步解决了这些问题
。

他们建立了连续统 ( co 耐咖~ )的概念
,

这
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就是说实数系统 R 是一个有序的连续统
,

它是一个具有有序性
、

稠密性
、

完备性的

阿基米德域
。

所谓阿基米德性质
,

就是对任意两个正实数
。 > 。和 b> 。 ,

不论
a
多么小

b多么大
,

总存在
,

一个自然数
n ,

使得。 > b
。

连续统五的引入一般是通过对于有理数作

所谓狄德金分划引入无理数而达到
,

但是也可 以用基本序列的方法
,

在这里我们较

为详细地介绍这种方法
,

因为它对了解本文下一部分有帮助
。

有理数序列
a : , a : , … , a 。 , … ,

称做基本序列 { a 。
手

,

如果对于有理数域口的每

个正数
。 > 。 ,

存在一自然数 N = N (
。
)

,

使 当夕> N 和 q > N 时恒有

! a 户一 a 。 } <
: 。

易知每个基本序列都是有界的
,

我们可以在基本序列之间定义加法
、

乘法和序
,

即

对于任意 两个基本序列 { a 。
} 和 { b

。
}

,

易证 由。。 二 a 。
+b

。
和 d

。 = a , ·

bn 定义 的序列

{ 。 。
} 和 { d

。
} 也是基本序列

,

我们就称 { 。 ,

} 是 考a 。
} 与 { b

,

} 之和
,

{ d
。
子是

{ a 。
} 与 { b

。
务之积

。

此外
,

若对充 分大的
n ,

有
a 。
喊吞

。 ,

我们称 { a 。

} 喊 { b
。

}
,

这

就定义了基本序列间的一种大小顺序关系
。

我们把这样的基本序列的全体记作oF
。

在凡中有一类起着特殊 作用的
“
零序列

” ,

所谓零序列就是具有下述性质的基本序

列 { ” 。
} :
对每一正有理数

: > 。 ,

存在一自然数N
。

当 n
> N

。
时 恒有 1

“ 。

卜( , 。

我们把

零序列的全体记为 Z。 。

现在
,

我们把 F口按 Z 口分类
,

即对凡中任意两个序列 { a :

圣和

{ b
。

}
,

若 { a 。 一 b
。

} 。 Z 。 ,

则把 {
a 。

}和 { 乡
。

}归入同一类
。

易证这样分类具有自反

性
,

对称性和传递性
,

因而是一种等价类
。

这样分类的结果
,

就是对双 的所有元素

(即基本序列 )加以分组
,

彼此相差是个零序列的所有基本序列归为一组
。

如果把这

样的一组基本序列看成一个点的话
,

F 。就是 (严格地说是同构于 )实数域 R
,

而 零 序

列 Z Q就是五的零元素
,

通常记为 O
。

实数域刀的建立是人类对数的认识的一次飞跃
,

由于它比有理数域 Q增加 了 完

备性
,

因此对于取极限而言 R自身是封闭的
,

这就给微积分学中取极限运算提供了

一个完整的论域
,

从而促使微积分学又向前发展了一大步
。

柯西
、

维尔斯特拉斯等

人就是在此基础上逐步建立了较严谨的极限理论
。

但是
,

由于思想方法的片面性
,

当时一些数学家还不能从现实来说明无限小量是什么
,

因而感到迷惑和不解
,

并且

设法予以回避
。

这样一来
,

他们就只能退入他们的
“
不可攻克的抽象堡垒

,

即所谓

纯数学
” ( 恩格斯 《 自然辩征法 》 2 4 8页 ) 来回答这问题

,

结果又是导致把过程和结 果

割裂开来
,

突出了过程
,

忽略了结果
,

使
“
潜在无限小量

” 的思想占了上风
。

于是
,

柯西
、

维尔斯特拉斯等人否定了实有无限小量
,

他们不再把无限小量看作是一种实

在的数 (正无限小数和负无限小数 )
,

而是作为特定的过程和特定的变量
。

他们定义

无限小量是极限为零的变量
。

这样一来
,

虽然对解决微积分学的神秘性起了一定的

作用
,

从形式逻辑看来理论的严谨性是增强了
,

但是在微积分的论域中却排除了无

限小 t 而只圈于实数域 R
,

他们就是以这样的代价迥避了贝克莱的陷阱而没有从正

面攻破它
。
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(二)

现在
,

人们通常把十九世纪柯西
、

维尔斯特拉斯等人基于极限理论在 连续统丑

上发展起来的微积分理论称做标准分析
。

在本世纪六十年代之前
,

数学家们仍然没

有摆脱传统观念的束缚
,

继续在形式逻辑的圈子里摸索而没有超出标准分 析 的 范

围
。

直到 1 9 6 。年
,

A
.

鲁宾逊 〔 ` 〕 , 〔 2 〕用数理逻辑的严谨方法证明存在大于零而 小 于

任何正实数的数
,

从数学上解决了无限小量的存在问题
,

从而把微积分的论域从实

数域刀扩大到包含无限小量的更广的数域丑 ,( R
.

的定义在后面给出 )
,

建立了非标准

分析
。

由于 A
.

鲁宾逊是利用数理逻辑中所谓
“
形式语言

”
来构造一个包含无 限 小

的 系统
,

然后在这系统上发展推标准分析
,

所以对于数理逻辑不很熟悉的人来说
,

他

的叙述方式是比较难懂的
。

我们现在介绍另一种较为直观的叙述方式 ( 3 〕 ,

其 中 只

要用到集合论的一些基本知 识以及过滤器 ( if lt e : ,

也有译作渗透 )和超 滤 器 ( U l t r a -

if lt e r ,

也有译作极大渗透 )这两个概念
。

空
.

间X 中的集族 F 称做过滤器
,

如果它满足条件
:

1
“

空集中价诺日

2
“

若 S
, ,

S : 。 F
,

则 S
:

n 习
: 。 F ,

由此易得过任赏灭擎势
,

若刀
! , “ : ,

… “ 洒 F
,

则
`

夕
: “ ` F

一
3

。

若习
。 F

,

且8 三 T任X
,

则 T子
。

易知只含整个空间X 的集族平凡地满足条件 l
“
一 3

“ ,

这说明如上定义的过滤器

确实存在
,

因而定义是有意义的
。

进而
,

这样的过滤器往往不止一个
,

那么
,

在这

些过滤器之问可以比较它们的精细程度
,

即当两个过滤器 F : 和 F
:

有关系 F
,

三 F :
(即

由F o F : 可推出 F `
F

:

)时我们说 F : 比 F
:

精细
。

技照这个标准
,

利用集合论 中 著 名 的

Z or ” 引理
,

可以证明对于任意一个过滤器 F
,

存在一个包含它的最大过滤器
,

即所

谓超滤 器U
。

易证一个超滤器口除了满足性质 1
。

一 3 外
,

还具育性质
。

矿 对任一习三X
,

关系习
。U或 X 一 S o U 中有且只有一个成立

。

现在以 N 表示所有自然数组成的集合
,

容易验证 N 的子集族 G = { 州 N 一 泞为

有限 } 是 N 中的一个过滤器
。

假定我们已选好包含 G的一个超滤 器万
,

于 是可 以用

它来定义实数理论的一个特殊的非标准模型
。

以 R 双表示所有由N 到 R的函数 ( 即所

有无穷的实数序列 ) 组戍的集合
,

并且在这集合中以 H作标准来判别真假
。

下面通

过 H定义关系
` ==

” :
对于 R双中任意两个函数

a 、

b
,

若 褚,
}
n o N

, a (
,
) == b (

n
) 子

。
H

,

则定义
a “
等于

” b
,

记作
。 二 吞

。

易证这关系具有自反性
、

对称性和传递 性 ( 由性质

2 。 、
3 。

)
,,

因此丑双可按这等价关系分类
,

以R .
表一切等价类组成的集合

,

并把R . 中

包含此五
扮的等价类记作 < a ) ( 注意 < a

) 是 R .
中的元素 )

。

因此 丑 . 中 两 个元素

( a 》 == ( b >
,

当且仅当 { 。
!
a
(
。
) 二 b (

。
) 圣

。 H
。

可以证明 R .
继承 T 丑 的 许 多 性
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质
,

例如

( 1 ) R . 是一个域
。

定义 ( a ) + ( b ) 二 ( a + b ) 及 < a )
·

<b ) 二 衬a b )
,

由超滤器的性质 Z
n 、 3

。

知这样的定义与等价类中的代表选法无关
,

因而是合理 的
。

又对任意。 R
、

把别中的常数函数泥(
”
) 二 二 ( 对二切自然如 )也记作 , ,

则尹中 的加
法单位元素是 ` 。 》

,

乘法单位元素是 < 1 )
,

元素 (
。 》 的加法逆充是 ( 一 a )

,

对

于不等于 < 。 ) 的元素 < a )
,

乘法逆光可定义为 <。 ) 弓 二 <` 》 ,

其 中 d扭
“

的定

义是

( a (心
一 `

d (月) 二 考
当a (

。
)子 O ,

当 a (移 ) 二 o 。

至于 R . 上加法和乘法的交换律
.

结合律以及乘法对加法的分配律容易根据 R . 上加

法与乘法的定义和在 R上这些律成立的事实推出
。

( 2 ) 丑
.

是有序的
。

对于 ( a >
、

( b 》 。五 . ,

当 币
n
l
a
(

,`

)喊乙(
n

) } 。
H时定义 ( a 》

` ( 乙》 。

易知这样的定义也和 ( a 》 <b 》的代表元素的选取无关
。

不难看出
,

< a 》

` < b ) 且 ( a ) 举 ( b )
,

当且仅当 健
n
{
a
( , ) < b(

”
) }

。 H
,

这时记作 (
。 ) < ( b )

。

不难证明三分律成立
,

即对任意 < a >
、

< b ) 〔五 . ,

关系式 < a ) 二 ( b )
、

< a ) <

< b ) 和 ( a > > ( b ) 中有且只有一式成立
。

( 3 ) 五可嵌入 R . 中作为其有序子域
。

换句话说
,

R . 是 R 的` 个真正 的 扩充
。

事实上
,

若定义五到刀
.
的映像伪《 二 ) = 《 二 )

,

则堤一个城同态映象
,

因而是一个保

序的嵌入映象 ( 所以我们有时直接把《 习简写为二 ,

即把 R中的元素 x和刀 . 中 的 元

素《 二 )混同起来 )
。

注意丑
.
并不继承丑的完备性和阿墓米德性

,

但却增加了
“ 无限

大
” 和 “ 无限小

” 元素
,

即若对每个 ( a 》 。丑. ,

定义其绝对值为 l ( a ) } = ( ` >
,

其中c(
。
)
二 !a(

。
)I

,

则丑
.
中的无素丈

a
) 称做无限大

,

如果对每个农 R 都 有 `( 戈 )`

! <。 ) 1 , 丑 . 中的元素 ( b ) 称做无限小
,

如果对R中任意正数 戈均有 公( o) ` } ( b )

{` 《习 ( 当然
,

无限大和无限小也可分正负 )
。

例如
,

取 a( 心 二 , ,

则 ( a > 是 一

个无限大
,

因为对每个“
,

` ” `a (
”
)> x , 二 、 ` I

” 》 二 , 。 G g H
·

若取“ (
,
) ·

告
,

。

( 乡 >是
一
个 ( 非零 ) 无限小

,
因为对任意正数 , R

。

{川 b (
n
) ` 劣 卜=

书 企。 Gg H
。

, _ .
1 一

1 1̀ l 一一 气匆

介

如上利用超滤器将五扩充为五 ,实质上就是对五中每一个实数 a进行分裂 而形 成

一个单子 (~
a d知 ( a)

,

这单子是一个具有内部结构的集合
,

它包含许多个五
,
中的

元素 <二 )
,

这些元素与` ( a) ( 即成a) 的核 ) 之差等于无限小 ( 故试好中任 意 两个

元素 ( a : )
、

( a : >之差亦为无限小
,

记作 ( 。 ; ) “ ( a :
) )

。

在单子拼a( )中除艺(
a
)之

外的所有数都称做非标准数
,

而a本身就称做户( a) 中所有非标准 数 <二 ) 的 标 准部

分
,

记作
。

( 二 ) 或 8t ( 劣 )
。
丑 . 中的元素 ( 。 ) 称做有限数

,

如果存在一个实数众丑
,

使得 1 ( a > ! < C
。

对于五
.
中的有限数

,

其标准部分〔注〕有以下性质
:



第四斯 关 于 非 标 准 分 析 主15

. < a 》 , O 当且只 当` >a 是无限小 ,

o <a > =
。

<b > 当且只当 <a >。 <b > ,

o

卜 a 》 1= !
。

<a >
l

,

. <a 士 b> = “ < a 》 士
。 < b > ,

o 《 a b 》 =
。

<a 》 。 <b》 ,

、 .产
`

、了
`

、了、声
夕
、 .产.̀勺口34

ù匕
矛.、 J、̀了、了气
ó
了.、

注
:

对于刀 . 中任一有限数 《盼
,

可以通过它对刀所提供的一个狄德金分划来确定其标准郁分
。

事实上
,

令集合刁a == {
二

{
: 叨 ; ` (二 ) ( ` a > } 和 B o == { 二 ! : 。刀 ;感(二 ) > <a 》 }

,

具IJ 由《 a 》之有限

性知这雨 集 合非 空
,

故集合对 ( A。 ,
B a) 确定一实数 。 。

这时对任籍 , > 。 ,

有 a 十 “ 场和
。 一 。 : 诬。

因而 { 。 !
a + 云> a (二 ) } e H和 { 。

l
a 一 : < o ( 。 ) } 。 H

,

孩雨集合之交 {
,

l {a
一 a ( , ) l <

e }亦属 于 H
,

即 化》 一认 a) 是无限小
, a

就是 <时的标准部分
。

( 6 ) 由 ( 。 》 》 ( b 》 可推知
。

( a ) >
。

( b 》

注意 由 ( a
) > ( b ) 只能推知

.

(
a ) 》

。

( b )
。

若以 N .
表示经扩充后的自然数集

。

上面举出的无限大的例子— 由a(
,
) = 。
定

义的 < a 》就是一个不属于 N 而属于 N .
的自然数 ( 它比万中任意自然数都大 )

,

因

此 N
.

寡正比N 大
, 以后也把N .

中的数称做自然数
,

而把其中属于 N 的标准自然 数

称慷有艰自然数
.

一 `
’

下面再给出两个常用的定义
。

对任意X g R ,
定义X二 { ( a 》 l ( a >。盆. ,

{ 川
a

(
,
)江 } 。万 }

对任意从了到 R的映象 a ,
定义从X .

到五
.
的映象 a .

为砂 ( (
a

) ) = ( b )
,

其中

“ ( a (
n
) )

O
.

当 a
( ” )` J ,

当
a
(
”
)班万

.

r,少

走
=

龟.夕
月

尸.、件O

因为R中的序列 ( 即标准序列 ) 刀可看作是定义在万上而取值于丑中的函数
,

所

以用上面的办法定义护
,

它是召在界
.
中的神延

,

即是一个从刃
.
到刀

.
的函数

。

现在
,
我们就能够利用 刀 .

来给出序列和函数的极限
、
连续性

、

导数和积分的

定义
。

首先讨论序列的极限
。

定理 1 标准序列 B收敛于、 五的充分必要条件是对每个无 限自然数 ( , 》 。 N .
有

刀 ,( ( , 》 )二` (
;
)

,

亦即要求两者之差是一无限小
。

〔证〕 必要性
:
若 S 收敛于

r ,

由标准分析中收敛性的定义知对任意。> 0 ,

存在

一个喇`万
,

使当
n > , 时有 !砖心 一 ,

}<
。 。

另一方面
,

对于 《 , 》 。N一万
,

由定义显有

F = { 川 v (
n
) > , } 。 H

,

和
口 = { n

l
,
(

,
)
。刃 } 。H

,

故 F n G o H
,

而集合 K 二 { n
日

s
(

v
(
”
) ) 一 ,

·

} < 君 } 二夕 n 口
,

所 以 K o H
,

即习.
(

< , 》 )

匕《 ,
)
。
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充分性
:

假若 8不收敛于
, ,

则存在某一
。 > 。 ,

对每一 业N ,
在N 中可找到一

,
。》 ` ,

使得 }S ( “
。

) 一 t’1 》 。
。

现在定义序列
、

叹 , ) = 。 。
。 = 1 , 2 ,

· ·

… ,,

易见 < v >是一无限自然数
,

并且 { , !
S
( v (” ) ) 一

: 】> e } , N o H
,

故 5 .
( ( , ) ) 一 ` (

r
)

不是无限小

这定理的直观意义是明显的
:
一个标准序列 B (叼收敛于某一标准实数

: 的充分

必要条件是它的伸延 5 .
(
。
)当

”
取值无限大时

,

对应的 5 .
(
”
)值都落在单子武

:
)中

。

由此可见
,

单子所起的作用和标准分析中
“ 足够小的邻域

”
所起的作用 有 类 似之

处
,

只不过前者是固定的一个
“
无限小邻域

” ,

后者是可以不断变小的
“
普通的 ,

邻域
。

下面证明柯西判别准则的非标准形式
。

定理 2 标准序列 S收敛 的充分必要条件是对所有无限 自然数 《 , 》和 《久》
,
8 ,(

` , 》 )

和 B .
(

<丸》 )均为有限
,

而且 5 .
( ( v >

)二 5 .
( 《久》 )

。

〔证 〕 必要性 设尸收敛于、 R
,

由定理 1知对任意 《 , 》 , <孟》 e N一 N
,

有 5 .
(
《 , , )

“ r及习
.
( 《几> )二

: ,

由此即得所欲证
。

充分性 任取一 ` , 》 。N一 N
,

由题设知 B ,(
<, 》 )为有限

,
令

`
8 .

( 《 , 》 ) . r ,
则

序列 S 的极限就是
r 。

事实上
,

由题设知对任意 <久》 。 N一 N
,

均有 B .

(
《久》 )二 5 .

( 《 , 》 )

“ r ,
根据定理 1即得序列 B以 ,

为极限
。

从本定理出发易得标准分析中的柯西判别准则
。

转到讨论函数的极限和连续性
。

定理 3 设标准函数 a( 习在丸
。丑附近有定义

,
O是某一个标准实数

,

则 l伽 a(
二 )

`

劣一劣。

二 O的充分必要条件是对任意不等于
,
(二

。
)的 《二 》印 ( , 。

)( 即 《劝与` (二
。

)之 差 另` 另。

为

一非零无限小 )育 a .
( <戈 > )二 c

。

〔证〕 必要性 若乙恤 a( x)
= C

,

则由标准分析知 对任 意 B> 。 ,

存 在占> 。 ,
使

戈叶沉。
.

当。 < l二 一 二。

} < 。时有 [。 ( 二 ) 一 e 一<
: 。

现设 ( 二 ) 。 ; (二
。
)且 ( ; } 护 `(二

。

)
, ’

则集合

F : == { n
10 ( !二 (

n
) 一 二。

} < 乙 } 。 H
。

又因 a( 劝在
x 。

附近有定义
,

故当
。
够大时 a( 二 (

n
) )是有定义的

,
所以集合

F : ` { n
}
a
( x ( “ ) )有定义 于。 H

。

因为集合 { ”
}巨(

二 <叹>夕
一引 <

: } 刃 F : n F : ,

故它也属于 H ,

充分性 若结论不真
,

则存在一
E> 0 ,

对每一自然数”
少

,

_

.

, l
`二

_

、
, 。 . _ , 、 ,

.

一 一一 ~
、 、 ,

~ ~
, , 、

川 < 令的戈
,

使得 !可、 ) 一 CI 喊 eo 现在定义序列 x(
”
) = 气

,

即 ` .
( 《二 , )二 C

.

存在满足 。 < }劣
。 一

记五
. 中由式 )n 确定

的元素为 《 劣 》 ,

这时有

{ n
1I

a
(

:
( , ) ) “ C I> 。 } == N o

H
, ` {

故 a .

(
《 男 》 ) 一 C不是无限小

。

另一方面
,

对任意正数粉> o ,

有 王
n
l o < ,二

。 一 二。
1 <叮

`

卜二
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、 川。 < 。x
。 一 x

。

! < 告且
, 。> 1 } 。 H

,

故`( x0 )“ < x > ,
,

这就导出了矛盾
。

定理 4 一个定义域为J 三R
,

值域为 R的函数 ` 在戈

叮处连续的充分必 要条件
是对于使得 < , >二乙( x )的“夕》。 X 令

( 即对所有 <万》 。料 (劣 ) ) 有已 ,
(

`

(
.

、
) ) 二` .

( ( , 》 )
。

〔证〕 必要性 若 a在 xe X处连续
,

则由标准分析知对任意
。 > 。 ,

存在占> 。 ,
使

当 ! , 一引 <占时有 la ( x )一 a (刃 ! < e。 现设诊 》三过劣)且 `沪区
. ,

则集合

F == 毛n l l x 一 夕(
”
) 1( 6 } n 魂川犷。 )区 } 。 H

。

又因集合

O = {
n
} , (

n
)
。 X } 自 {川 l d ( x ) 一 a ( , (。 ) ) l心 } 二 F

,

故 a e
H

,

这 就 证明 T

` .
( ( ` , ) ) 二

a .
( < , 》 )

。

充分性 若 a在二
区处不连续

,

则存在甲正数
。> o ,

对每一自然数“ N
,

都存在

满 足 !二一 如 , <
青的

外“
,
使 得 aI (二 )

一 。
(、 ) }` , .

现在 定义序列抓”
)

= 如
,

由

, ( n )确定的 <, ,

江
. ,

而且 集合 { n l l
a (义 )

一 a
( 扩(

:
) ) I》 : } = N o H

,

故 a .

( 东(
二 ) )

一砂 ( 、沪坏是无限小
。

另一方面
,

对任意正数叮> 。 ,
有

{ 川 , ,
一 , (

。 )卜 一: 一 、 , < , , “ { , 11二 一 ,
。

I <告
,
且

n , > 1 `后一集合属于

H
,

故前一集合属于H
,

即 `(
x )二 (万》 ,

矛盾
。

定理 4 表明
,

若函数 a 在 , R处连续
,

则它在 R带上的伸延 a .
具有如下性质

: a .

在单子武劝中的取值必在拼 (或 x) ) 中
,

这一点的直观意义是明 白的
。

定理 5 一个定义域为X g R ,
值域为R的函数 a 在X 上一致连续的充分必要条

件是对于了
.
中任意两个满足条件 ( 、 》二 < v 》的数 ( ` 》 、 ( 。 > ,

均有 a .
( < , 》

) “ 议
.
( <。 >

)
。

〔证〕 必要性 若 a在 X上一致连续
,

则对任意
。 > 。 ,

存在一个与劣无关的 6> 0’

使当 x ,
, 。X且 1二 一 , 1<占时恒有 l a (二 ) 一 a伪 ) 1< e。 故若 <、 》 、 <。 》

区
.
且 《 、 》 “ 《。 > ,

则

{ , 1二 ( , )。 X
, 。

(。 )江 } n {
n
! } a ( 。 ( n ) )

一 a
(
。 (

n
) ) 1< 。 }

之 { , l二 (” )
。X , 。

(
。
)
。X } n {川 }、 (

,
) 一

。
(” ) } ( 6 } 。 H

,

故前面两集合之交也属于 H
,

即 a
叮 < 、 》 )二砂 ( 《 。 ) )

。

充分性 若 a不是在X 上一致连续
,
则存在一 : > o

,

对每一桃N
,

都能找到满足

、:
。 一

,
·

I <
寺的

: 一 ,
· 。 X

,

使有 I
a
( x

·

) 一 a ( ,
。

)一, 。 。

现在定义序 vlJ : (。 ) = 二 。 .

, (
。
)二

街
.

用类似于证明定理 4 的方法可证由这两个序列定义的 ( 二 》 和 ( , 》之 差是 无限

小
,
但 a .

( ( 二 ) ) 一
a .

( ( , 》 )却不是无限小
。

定理证完
。

定理 5表明函数 a在X上一致连续相当于要求它的伸延砂把天
. 中无限接近的点

映为丑
.
中无限接近的点

_

现在讨论函数的导数
。

在标准分析中
, 函数 j(

` )在甸处的导数定义为

谁
’
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h , 0

h护 0

厂(
二 。 + h ) + f (二

。

)
h

=
·

f
尹
(二

。

)

这就是说要求函数 F , 。

(的 == 了( , 。 + h ) 一 f (二
。

)
_

h
当 h` 。 (但 h笋 0) 时 存 在极 限

f
’
( x 。

)
,

由定理 3 知这等价于对任意不等于零的无限小 h有
、

F犷( h )二 f
,
( *

。
)

. ` 一厂
·

卜

一
`

我们称每个这样的 h 为 , 在 翔 处的微分
、 记作 d`

。

义 令 d厂= ( !’ ( < ’ 。 + h >之
一 J’

(落(二
。
) ) ( 注意当把 ` (

x 。
)简写为二。

时有 l
`

.
( i ( , 。

) ) =
,

f .
( , 。

) )
,

称之为 f (二 ) 在 : 。
处的

微分
。

于是上式可改写为

(韵
, 。
二` , `一 ,

·

如果左边取标准部分则等号成立 : 即
-

.

-

o/ d 尹 、 。 ,
1

、

二
,

`

一
’ .

、

(斗于)
_ =

.

厂
产
(丸 )

.

”
’

\ d 戈 , 戈
。 · ` 、 ` . 0 ,

’

, , .

_
. ,

乙
_

~ _
、 . _ 、 , , _

. _、 _ ~ . ,

石 :,.,’ _ _
.

Z d 尸、
`

. , ,

_
、

二
_ J .

_

丁
.

’

_
_ , . 、 _ , _ 、

, 、 _
_

, _

由此看出
,

在标准分析中定义的导数是取卜
`

牛
一
)

. ,

的标准部分
。

因为这时我们是在
~

护 “
’

曰 ~
’

协
一

.IJ
’ .

卜 / 廿 I,
” “

~
/ 、 曰 J ’ J

~ ~ 叮
“

、 d 了
、

j 为州
一

l’J ,!’ 冲~
Z J “

~
/ J

一 ~ ~
“ J

~ 一

R上考虑问题
,

`

所以这样做是合理的
。

-

我们可把大途归纳为 几 二
、 ,

定理 6 函数
一

f( 劝在戈`点存在导数的充分必要条件是对任意不等于零的无限小

h :
和 无: ,

尸艺( 万
:
)

`

和 尸色(瓦)均为有限
,

而 且 F艺 h(
:
)二 F艺 ( h

:
)
。

它们的共同标
` ’

几 ,’ 丸
’ 一

叮 ”
一

为
’ “ 产 一

叮
一

’ ` ’ ` 一 ` ’
.

-

一 殉
’

“ 翔
’ “ ` ’

一
” 一

’

一 ” ”
’

准部分 (记作 f
’
( ;

。
) )就是犷(二 )在二。点的 (标准 )导数

,

这里的 F

二
。
( h ) 是函抑

x 、 ( h )

厂(戈
。 + h ) ` f’ ( , ` )

在五
.
上的伸延

。

我们现在来考察怎样利用非标准方法定义黎曼积分
。

在标准分 析中
,

闭区间

〔。
,

幻上的黎曼积分是籍助于 〔“
,

妇上的有限分划作和数逼近
。

已经 知道 。
,

吞〕上全

部有限分划所构成的集合具有连续统的势
。

因此
,

可以在这个集合与实数域 R 之间

建立一一对应关系
,

即对每个有限分划
。 = “ 。

< a , < … < a , = b有唯一 的实数
: 与之

相对应
。

现设这种对应关系 已取定
,

这时分划的各个分点
、

分点个数以及分划的最

大子区间长度
·

( 称做分划的嘎 )可看作是
·

的函数
,

我们以N (。 和成 0 分别表示与

寒数
r
对应的分划的分点个数和模

。 `

一
’

设 j’( 二 )是〔。
,

幻上的有界函数
,

一

对于
:
所对应的分划

,

以B `和 ib分别表示八二 )在

子区间份 ` , : ,

ia 〕的上确界和下确界
。

作有限和数
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S (
,

4

) = E B ;

(
a i 一 a : 一 1

)

含
·

、 不f )

: ( :
) 二 E b` (

a ; 一 a ; 一 ,

)
。

百一 1

在标准分析中
,

了( x) 在〔a ,

乃〕
_

L积分存在充要条件是

S (
r
) = l介沪z

刃 (
r

) 、 co “
占( 厂 ) * 0

OC

咋
、 .少

·

胡/̀、尸zN盯

N r r )

艺 ( B 、一 b ) (
a 一 a : 一 ;

) 二 o
。

三. 1

8ō
、夕卫枷N(,,

占 (, ) , o

现在过渡到非标准方法的描述
。

函数叔
:

)和 N ( ,.) 都可开拓到 R
.

上 (对 应的和

数也是如此 )
。

当成
厂

)为无限小
,

N (心为无限自然数时
,

称 给出 〔a ,乙〕 . 的一个精

分妞 ( 气二 夕即了试on )
。

利用定理 】的结果和类似的证明方法可得
:

定理了 有界函 数 厂( x )在闭区间 〔a ,

幻上积分存在的充分必要条件是对于 〔a b〕 .

的每个精分划 ( 设它是由
:
给出 ) 均有

B (
:
)二

:
(

r
)

.

或者若N (
,
) 二 。 (。

。N一 N )
,

则有

勿
.

艺 ( B s 一 b
:

)扣 i 一 a .t 一 , )之 0
.

最后
,

我们用非标准方法描述某些常用的拓扑概念和结果
。

定理 8 集合X三刀是闭集的充分必要条件是对每个
《
户

。
X

. ,

若转丑使得 <劝二 `

( , )
,

贝小么有y江
。

〔证〕 必要性 设 X 是闭集
, <劝

` X气班 R和 ` 二 ,
之` ( , )

。

又令 U 宁 ( , 一 “ ,
; + “

)

是夕的一个基本邻域
,

其中 a是任一正实数
,

则由
(
妒

。X .
有 F = { 川二 (

,
)
` 万 }心

。

另一方面
,

由 <劝二公(约知口 二 { ”
1 }式

”
) 一 夕 1<

a
卜 H故 K 二 F 自G o H

,

因而厅非空
,

所以存在桃 N
,

使得 x( 叼 。X n U
,

即刀的每一个基本邻域均与X相交
。

因X是闭集
,

故万
。X

。

充分性 若 X不是闭集
,

则有一班丑
,

使得岁的每个邻域均与x 相交
,

而且夕住X
。

这时
,

对每一
二

,

可 选 出 · 。 `
( ; 一含

, , ·

食) 。二
,

定义二

(
。
) 二 ,

。 ,

贝。由
’

{ ·
(
n
) }

确定的` , 尧属于 X .
且

`
劝二` (妇

,

但万趁X
,

与题设矛盾
。
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定理 S 集合 X g R 是开集的充分必要条 件是对每个众 X 和每个
`万》 。 R. ,

若
《
沪二沉劝

,

则必有 <尹江
.

〔证 〕 必要性 设 X是开集
,

由开集的定义知对每一劣

江
,

存在一正数占> 0,

使得 ( 二一 6
, x + 6 ) g X

。

另一方面
,

若 <杏》 。R .
满足 <夕>二宕(

,

二)
,

则对任意正数
。
> o ,

集合 、 , } ! , (
·
) 一 二 ! < 。 }。 H

,

特别地
,

我们取。 ==

会
时有 , == 王

,
}! , (。 ) 一 二 ! <

鲁
`

。 H
,

所以集合

G == { n
l, (

n
)
。X 卜二 { 。 1, (

n
)。 (

x 一 占
, 二 + 6 ) } 二 F o H

,

故 G o H
,

即 勺 》
` 一

充分性 若 X不是 开 集
,

则 存 在一农 X
,

使 得 对每一 决 N
, x 的 基 本 邻域

( 二 一

告
, 二 +

令)与“ 一 X有非空交
,

亦即存在一 ,
” 。

( “ 一 X )门 ( 二
一

告
, 二 +

告) 令

岁(
”
) = 红。 ,

则对于 由 { 夕(
”
) }确定 的

《 , >。 R . 和任给 : > o ,

{ n
] ,, (

n
) 一

二
! < ￡ } 二

、 川 ! ,一
,

, <

青
且 ” >

含
` 。 “ 二 “ ,

故前一集合也属于 H
,

即 < , >之《 二 )
。

。 是这

时 { 月 1智 (
n
)。X } = 功咙 H

,

即勺
>诺X 气 与题设矛盾

。

定理 10 集合X二丑是紧集的充分必要条件是对每一 <劝
。
X气存在唯一的炸X

,

使得 <劝二云( ij)
。

〔证〕 必要性 设 X 是紧集且 <劝
。X . ,

若对每一红
: X

, <戈 , 一 公勿 )都不是无限小
,

则对每一岁
。
X

,

存在一正数勺> 0
,

使得集合

F , = { n
!
:
(
n
)。X 且 }戈 (

n
) 一 g ! 》

￡, } 。H
。

显然
,

开区间族 ( 万一 。 , ,
万十 。 ,

) 复盖工
,

由X 的紧性知有一有限子复盖 ( 夕
` 一 勺

, ,

夕
: + 。 , :

)
, … … ( 夕二一

。 , 二 , 夕。 + 。 , 二 )
。

因而功
=
凡

, n … n F , 二
J

,

与过滤 器 的 性

质 1 矛盾
,

这说明至少有一个岁Xe
,

使得
`
妙二 窟(夕)

。

若有某一
:

区满足
<
妇

二 公(
:
)

,

则 策(
:
) 一 艺( , )

=
( ` (

z
)一 <: 》 ) + (

<x , 一 落。 ) ) 也是无限小
,

实即
z 二 鱿

。

充分性 设 X不是紧集
,

月
.

B是X 的一个开复盖
,

它没有有限子复盖
。

不妨一般

性
,

可以假设 B中集合是具有有理端点且是真正复盖了的开区间
,

因此 B是一可数开

复盖
,

记为 B = { B : ,

几
,

B : .

… }
。

我们通过 B再构造X 的一个开复盖 C
,

其 办法如

下
,

首先从 B电抽出与X 的交包含在 B
;

内的一切集合( B
:

保留 )
,

设余下 的集系是 B
;

互

B
,
B ;
仍是X 的一个开复盖

。

令沦
:

是使得凡
。 B

,

的大于 1 的最小整数
”

( 因 lB不 复盖X
,

故 B: 中除 B :
外还有其它集合 )

,

从 B ,中抽出与X 的交包 含在 B
、
U凡

:

内的一 切 集合

( B : ,

凡
、
保留 )

,

把余下的集系记作氏二 B : ,

令 冷: 是使得 B砖B
:

的大于 否, 的最小整

数
, 。

又从日
:

中抽出与X 的交包含在 B , UB ; : U B 。:
内的一切集合 ( B

:
B 、 : B、

:

保 留 )
,

余下集系记作 B 3
二 B: ,

月 · ·

… 继续这样做下去
,

我们就得到一串集合B
, ,

凡
、 B寿

: … … ,

B
。 , … …

。

令 C : 二 B 、 ,

C: = B ` : , … … C
。 , : = B k。

… … ,

则 C 二 { C
。

I
n : N }互 B也是X

的一个开复盖
, 并且对每一讹N均有C

。 一 ( U 口 ) 今功 (因为C
,

不含于 U C i内 )
。
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在。 取 、 `
1 ,

而对于每一 , 2则取介` 一 `
妙

, ,
·

定义·

(n)
二

xn
,

则由序列

{ 戈 (
,
) }确定的 ( 了 >属于 X . ,

这时对任意 , 。N
,

有 { 。
!
二
(

n
)健C 。 } 二 { 饥 + i ,

仍

+ : ,

… } 。
H

,

故 <二 , 。。度
。

但 因。是 x 的一个复盖
,

故对任意 ,二
,

·

必有某一
。。N 使得

夕韶
。 ,

C
。

是开集
,

由定理 9 推得 <
劝 石 ( y )不可能是无限小 (否则就要有

《
劝` 广 )

,

与题设矛盾
。

我们应当注意定理 8 和定理 10 的区别
。

集合X二 R 是闭集等 价 于要 求 对 每一
<劝

。
X气如果存在昨 R使得

、
劝二 `(夕) ( 即

<
劝的 标准 部分

。 <
劝等子夕 )

,

则有转X
。

这相 当于说若
`
劝是有限数

,

则由 `劝
。X . 可推出 ` 劝所在的单子的 核

。 `
劝 属 于X

。

如果 <妙是无限大
,

这时就谈不上
《 >x 的标准部分了

。

所以
,

闭集的条件 没 有 保证
。

(妇的存在
。

但是
,

集合X二 R 是紧集则等价于要求对每一 <妙
。X气存在唯一 的 好X

,

使得 < >x 二玄(夕)
= “ <劝

,

即 <劝所在的单子的核属于X
。 。 <

妙存在相当于
`
劝 是有限

数
,

因此X .
不能包含无限大

。

总而言之
,

R 中闭集和紧集的差 别 在 于 是 否 肯 定
。 <劝 的存在

,

但 由X 帝
不能包含无限大可推出X必须有界 ( 反之亦然 )

,

故 差 别 也

反映在X 是否有界
。

例如
,

整个空间R 是闭集
,

但它不是紧集
,

因为对 于任意无限

大 ( 。 > 。 R气 在 R 中不存在使得 <。 > “ `( , ) 的夕
,

对于 R 中的开集 X
,

就是要求对每一二X
,

以 ; (
x
)为核的整个单子 lt( 劝 都属于

X .
( 回忆标准分析中开集的一种定义

: X 三 R是开集
,

当且只当对每一
:

J
,

存在

二的一个足够小的邻域 U ( x)
,

使得整个领域 U (劝都属于X )
。

( 三 )

现在回过头来讨论无限小量和无限大量的现实背景
,

以及如何利用非标准分析

来更好地学习和理解马克思在 《 数学手稿 》 中论述函数的导数时所发挥的思想
。

恩格斯教导我们
: “

数学的无限是从现实中借来的
,

尽管是不自觉地借来的
,

所 以它不能从它 自身
,

从数学的抽象来说明
,

而只能从现实来 说 明
。 ” ( 《 自然辫

敲法 》 第2 49 页 ) “
物质是按质量的相对的大小分成一系列较大的

、

容易分 清 的组
,

使每一组的各个组成部分互相间在质量方面都具有确定的
、

有限的比值
,

但对于邻

近的组的各个组成部分则具有在数学意义下的无限大或无限小的比值
。

可见的恒星

系
,

太阳系
,

地球上的物体
,

分子和原子
,

最后是以太粒子
,

都 各自形成这样的一

组
。 ” “

只要数学所计算的是现实的量
,

它就也要直截了当地应用这个观点
。

对地

球上的力学说来
,

地球质量已经被看作无限大 , 在天文学中
,

地球上的物体及与之

相当的限石就被看作无限小 , 同样
,

对于天文学来说
,

只要它超出最邻近的恒星的

范围来研究我们这一恒星系的构造
,

太阳系诸行星的距离和质量就会趋近于零
。 ”

( 《 自然辩献法 》 第 248 页 )

事实上
,

人们在生活实践中对物体进行测量时所得到的长短
、

大小和轻重的概
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念都具有相对性
,

为了便于比较不
r

同类型 (或分组 )的对象
,

常常采用各种不同的量

度单位
。

对于同一类型 (或分组 )的对象可用相同的单位进行量度
,

得出来的结果是

普通的有限数
。

但是不同类型的对象其大小相差甚大
,

因而若用同一单位 进 行 量

度
,

得出来的结果是不可类比的
。

例如
,

对于地球上的一般物体
,

它们自身的大小

或枪互之间的距离可用公里
、

米
、

分米
、

厘米
、

毫米
、

微米这一套单位进行量度并

进行比较
,

但是夭文学中的长度单位相对于这些单位来说就大得不可比拟
,

实际上

可把它看作是无限大
,

而微观世界的长度单位相对于这些单位来说则小得 不 可 比

组
,

实际上可把它着作是无限小
。

因此
,

不管无限小量和无限大量在数学发展历史

的各个阶段中是如何被人们引入和认识的
,

它们在客观世界中总是有其现实原型而

不是数学家们纯悴主观的想象和人为的虚构
。

如前所述
,

非标准数系 R 今除了包含普通的标准实数之外还增加了无限小量和无

限大量 (以及由它们派生出来的量 )
,

这表明实数域刀中每一个标准实数
,
对应的点不

是最小的几何元素
,

在 R . 中这种
“
点

”

对应于一个可以这个数为代表的单子召〔习
,

单

子内部有无限多个彼此相差为无限小的元素
,

这些元素之间又可以比较 (因为无限

小之间是
一

可以比较大小的 ), 即单子内部是有许多层次的
。

因此
,

亩R扩充为刀
. 的过

担沈 是突破览子的外壳而对它进一步细分的过程
,

这种认识完全符合辩证唯物主义

关于 “ 物质具有无限可分性
” 的观点

,

也为现代物理学的发展所证实
。

巴此非标准

分析很育可能成为描述微观世界的一种新的数学工具
。

我们现在进一步考察和比较在标准模型和非标准模型中导数 (微分 )的定义及其

声生的方法
。

在标准分析中
,

函数 , 二 f (
二
)在二点的导数定义为极限

l伽 理止上 二

男`
一戈 戈 l 一 劣

戈 i
沪戈

如
刁万

大二
,

令 , 1。 : 二
,

,
1 = 尸(二

!

)也随着趋于 , = “ 二 )
,

设` 二 二 二 ` 一 二 ,

、 = , ! 一 , ,

则
戈

: : 。 只是平均值
,

当二 ! 一二时 ` x 一 。 , J , , 。 ,

于是 比值就具 有会
的形式

。

究竟对

这个号
应如何理解呢? 过去

,

数学家们对此无法 作出正确的解释
,

因此只能通过极

二的形式来迥 : 它
,

但是
,

事实上不管为如何接近 二 ,

贵
也只能是反映平均值而

不是瞬时值
,

正如恩格斯所指出
: “

事情是这样清楚
,

真是奇怪
,
为什么数学家们要

邓样顽固地坚持把它搞得 神秘莫侧
。

不过这是那些先生们的思想方法的片面性造成

、 地
,

直截了当地令
兜

·

号
,

这个概念在他们的头脑中是没有的
。

但是很明

只育咨盈荡和犷的最后的戒迹消失
,
刹下的只是它们的变化过程的表示式而不带

睁,灼呱
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任何量时
,

窦
才能真正表示出在 二和 ,上已经完成了的过程

。
, 。

一
通常的方法

忽略了。 、 等是完全错误的
,

特别值得 注意的是
,

只有当
北

一

答
时

,

而且只有那时

演算在数学上才是绝对正确的
。 ” ( 思格斯致马克思 ( 188 1年 8月 18 日 ) 《

马克 以思格影主集 》

第 35卷第 2 1一 2 2页 )

现在再来看看马克思在 《数学手稿
》
中是怎样求导数和对求导过程 中 出 现的孕一

` ,
’

一 “
’ -

一 ~ “
“

一

~ 一 一
` J ’

~
’ `

~
`

甲 “
.

’

`

~
” ’ ` ’

确 . ’ `

一
’

一
` ~ `

~
’ 一 `

O

所作的精辟论述
。

马克思使用的求 导方法是先把
二
变到

: : ,

把 ,变到 , : 二 义
x ;

)
,

于是

得到比值
贵弓{号

,

并称之为
衅导函数

。

然后
,

在这个预妙
函数中

一

令 叉 1

回

$xJ
,

, !也随之回、
,

就使得会变成备只是
’

·
因为在表达式

号
里

,

它的起源和含

。 防人娜右味姗秘庄 二 霏
, 、 ,森加 m d红 你燕由 * 、 二 去 , 蟹

. , _ _ * , _ 1、 , 吸
义的全部痕迹都消失了

,

所以我们用共斗代替它
,

在这里有限差价一 二或才二
,

以及` 、 尸 ,

一 ~ 仲 、

一少
` ’ J / 、 叨 ’ ` 产

” ~ 一
`
以

` ’ J

d x
. ,
曰 ~

’

一~ ~ 曰
, ’ 、

一一
` 一 ~

’

一 矛 ’

~ ~
、

, : 一

喊匆
,

作为被扬弃了的或消失了钓差
,

以符号形式出现
,
或者 说取 变成 了

犷
.

,
, 照 产 ’

“
, ”

’

~
`
” ”

’

, ~ ” ”
` 、 ’ 一 `

一
尸

~ ” 甲 , ` 梦 一 ,

一
产 “ 矛

~
,
州 v “

J 劣 ~
了

~
J

d 犷 ” , 二
泪

_

,
,

_ _
` .

_
_

_
、

甲 。 、 笼
.

~ 公 ~ , 菇 ,
、 , 、 _ , , 、

~
、

“ ~ 二。
d 努

弓今
。 ” ( 《 数学手稿 》 第3页 ) 于是就从预备导函数得出 , = (J 劝在 x 的导 数

-

普夺
。

o x
-

二
厂

- -
-

-

一 丁
- -

一 丫
- - - - - - - -

一
一 ` .

-
-

一
- 一 ’ -

一
- -

一
。 戈

。

对于这一过程
,

乌克思特别强调指出
: “

一些进行理性推断的数学家所坚持的聊以

自慰的说法是
,

老牛在皇上其实只是无限小 <的比>
一

,

仅仅接近于冬
,

这是奇想
,

曰
`一

’
” J 粉“ `

只 ~
’

`

d 另
’
一

`

~ 一 ~ ~
z 、

~ 州
’一

~
` ’

、

~
“ 。 ` ’

价 一认
’
`

J

O
’ `

“ ~
曰“ ~

’

·

一
。 ” “

第一
,

为了得出
`

导数
’ ,

就必须设戈 : 一 戈 ,

因而是严格数学意义上的 x ; 一 戈= o ,

无需任何只是无限趋近之类的糊涂话
。

第二
,

由 于 设 为
_

二 x ,

于是 二 : 一 二 二 o ,

所

以根本没有符号的东西进入导数
,

原先通过二的变化而引进的量 x : 没有消失
,

它只是

减少到它的极小极限值 = 戈 ,

… …
。 ” ( 《 数学手稿 》 第5页 》 )

在非标准分析中导数的定义就不存在马克思所指出的缺陷
。

我们在上一部分已

经看到
,

这时区间〔。 ,

匀上的标准函数 鱿二 j’( 习 在标准点 二 (
a ,

b) 处的导 数

定义为当 x :
取值于以 x为核的单子时比值

代二
;

) 二 叮 x )
劣 1 一 劣

二竺
。

_

J~ 少屯二
以 ``

的标准部分
,

在这里 二 `
和 x
应理解为五

.
中的元素

,

f应理解为原来的标准函数
户

在非

标准区间滋 d户上的伸延
,

因而它的取值
)

’

(
x :

)和 仪劝也是五
. 的元素

。

如果 厂(劝在

〔a 幻上可微
,

那么它必然是连续的
,

由定理 7 知当另 :

和 x在同一单子内 (即 戈 “ 劣为无

限小 )时夕
: 一 , 二 f ( x :

)
一

j’( x
) 也是无 限小

,

而且这两个无 限小的比值应当是 有限数

( 否则 (
:
)在

:
点就不是可微的了 )

,

因为我们的 目的是求标准函数 f 的 导 数
,

这时

的论域是五
,

所以应取这个比值的标准部分
。

现按马克恩的观点和方法对 这样的定

义加以考察
。

首先
,

当 x 变为
二 ,

时
,

夕也变为伪
,

这时并不要求戈 : 一 x是无 限小
,

我们得到
. ,

一 _ _ _
.

.

…
J ”

四是农不半均值的
~

丈护
=
乡l 一 粉

芯几一 F

,

其标准部分就是马克思所说的预备导数
。

注意若为
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是一般的标准数
,

那么不管它如何接近另 ,
这比值始终只是表示在区间 : : 一 x 中的平

均值而不是在
x
点的瞬时值

。

但是
,

我们求导数的 目的是想得到 f( x) 在二点的瞬 时 变

化率
,

因此必须 让二 :
重新取回

x ,
红

;

也随着重新取回 , ,

正如马克思所指出
: “

首先取差

(众厂陌 en 咖 J枷 )
,

然后再把它扬弃
,

这样在字面上导致无
。

理解微分运 算的全部

困难 (正象理解否定的否定本身时那样 )
,

恰恰在于要看到微分运算是怎样区别于这

样的简单手续并因此导出实际结果的
。 ” ( 《 数学手稿 》 第 2 页 ) 在求导过程中

, 劣通

过戈 ;又重新取回另并不意味着劣 :的消失
,

由戈 :
重新取回的劣并不是原来的 x 。

在非标

准分析的定义中二 ;
就是回到了以二为核的单子内任意一点 x :

而不是 x本身
, 二 : 和 二相

差一无限小量
,

它的标准部分是。 ,

即 戈 ; 一 戈二 o
。

这时 岁1 一粉

X l 一 劣
就是两无限小量之比

值
,

它的分子和分母分别称做函数 , = !( 幻的微分 d ,和自变量二的微分 d , ,

我们就
, 。 一

,

一
、

_ , 击 ,
、
二 _ 一 、

`

_
, ` _ , 。 , _

、

、 ~
, 、 _ . , _

一 O ~
. 、 ,

,,
d’ , ~ ~

, 、 *

一
得到了记号

一

书牛
,

当只考虑它 们的标准部分时才有普
。

所以
, “ 一

答牛实际 上 并 不’ , 厂
. ` ’

一 砂

d劣
矛

一
产 、 一

甘 ,

~ ~
` ’ J

一
「 `

- -

一 一 “
’

` 一 “ ’ `

0
“ ’ ` ” 一 ” a 劣 一 、 ` -

一
` ’

意味着异乎寻常的粤
,

而是相反地意味着
半

的节日制服
。 ” ( 《 数学手稿

,

第 》
J

助一侧
J . J ’ j ’ ` j

~ O
, ” 切

~
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一
目

`
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~ J 共 ~
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~
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39 页 ) 由此可以看出
,

这种做法是符合马克思的论述的
。

现在具体考察用非标准分析的方法求函数 , 二砂的导数
,

按照定义

d 份 戈
. : 一 劣1 ( 戈

.
+ x ) ( x

,
一 工 )

一 ;

牛 二

—
=

一一
二 为 十 劣

。

a 劣 劣二一 劣 沉 - 一 劣

这里 x : 一 劣二。但不为零
,

因此用它作除数在五
.
内作除法运算是合法的

。

另一方面
,

我们所求的导数应是一标准数
,

故取 x : + 二的标准部分 (即略去一标准部分等于零的

无限 ,ol 就得到
斋

二 砂
,

这些步骤在数学上是严格的
,

因而彻底推倒了贝克莱攻

击无限小推理的所谓论据
,

在非标准分析面前贝克莱诊论完全破产了
。

最后
,

我们可以得到如下的看法
:
非标准分析是一门新兴的数学理论

,

尽管它

产生的时间并不算长
,

但在某 些方面和某种意义上说来它比标准分析更深刻
、

更准

确地反映客观世界及其规律性
,

更为符合辩证唯物论
。

当然
,

它还处在发展阶段
,

还有许多不成熟的地方
,

但这是可以在发展中不断加以补充和完善的
。

据了解
,

非

标准分析的方法除了应用于微积分和近代分析之外
,

巳经有人着手摸索利用它来发

展非标准概率
、

非标准几何以及非标准力学等
。

当然
,

这一切工作都不能完全离开

和代替已有的数学分支和方法
。

但是
,

我们认为这种探索还是很有意义的
,

因为它

极有可能给人类提供描述现实世界的空间形式和数量关系的一些新的有效方法
。

参 考 文 献

〔 1 〕 A
.

R o b l n s o n ,

夕 。” 一: `a , ;
d

o r J 。 ,: a艺梦。云s
,

J丫。 c
.

K J , ,
.

y J己
.

A几
.

7 。 ,: n、 乙。: 。人 从
r落。: 注

64 ( 1 9 6 1 ) 一 4 3 2一 4 4 0
。

〔 2 〕 A
.

R o b i n s o 。 ,

N ,:

一。二a , d山 d 注 ,: 。 乙、 。 55 ,

( R e v i s e d e d王t盆o n ) N o r t b一 H
o
l l a n d .

A ln 吕 t e r d a 几 1 ,

197 4
.

〔 3 〕 D
.

H
.

V a u o o d o l
,

价 “
`

几 w `二几 r o s护。。名 ` o 。 , : ` 才r久广̀2才。犷 叶 几。协 t o 姗咖 枷`嘛枷
r 咬夕

J f o Z̀ 8 ,
A啪` r

·

甘。 `几
·

皿哪`;. 王护
.

79 ( 197 2 )
.

3 5 5一 36 3
.


