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在 〔 1 〕的 各 2 中
,

我们曾把 H i l b e r t空间 H自然扩张成非标准H i l b
e r t 空间

. H
:

.H
= { . x {

. x = 〔x n〕 , x 。 。 H
, n = 1

, 2 , … … }
.

, 月中的元 . x 二 〔x ”
〕的范数为

:

l
. x l = 〔11

丫。

l〕
。命 R

.

而在〔 1 〕的 9 3 中把空间 H中的自伴算子才扩张成
. H中的非标准自伴算子

.
才

:

. A . x = 〔 A介〕尹 H
,

其中 .x
e D (

. A ) 三 { .x }
. x = 〔介〕

, x 砖 D (A )
, ” = 1 , 2 , ”

一 }
。

并证明了当舫氏 (A )时
,

在
. H 中存在相应于久的非标准本征元

,

且相应 于 不 同的

连续谱点的非标准本征元是相互直交的
。

然而在〔 1 〕中我们只讨论了算子月的连续

谱点 (舫 R )及其相应的非标准本征元
。

在本文的 县 1 中
,

我们将讨论算子
. A 的预

解集和谱 ( 似尹 C ) 的定义及其性质
。

因为我们用的是初等方法
,

没 有 用 到 例如

R o b i n s o n 以数理逻辑为基础的转移定理 ( T h e
T

r a n s f e r T h e o r e 爪 ) 等结果
。

因

此
,

我们不必限制空间H是可分的
,

而得出的某些结果
,

例如关于连续谱点的本征

元问题 ( 定理 1
.

9 ) 和 F ar
r u k h 〔 . ’ 中的相应定理来比较

,

觉得〔 3 〕要求的条件比较

强
,

但得出的结果反而不如我们的好
。

在 与 2 中
,

我们把
. H 中一切几乎相等 (无限接近 )的有限大的元归成等价类

,

每个等价类代表空间H 中的一个元
,

建立了 H i l b e r t 空间 H的非标准外壳空间H
。

这个思想是由L u x e m b u r g 在 〔 4 〕中介绍的
,

不过我们没有看到 〔 4 〕的原文
,

而只看

到在〔 5 〕和 〔 6 〕的序言中提到的〔 4 〕中的某些结果
。

然而我们的做法和 他们的做法

有所不同
,

例如〔 6 〕假定 H i l b e r t 空间H是可分的
,

讨论的是超有限 ( H yP
e r f in it e

)

. 本文于 1 9 7 8年 12 月 23 日在中国数学年会泛函组报告
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维子空间 S 及算子的超有限扩张等
。

而我们用的是初等方法
,
没有限制 H il be

r t 空

间 H是可分空间
,

也没有用
“

超有限
”

的方法
。

我们主要仍是研究连续谱点的本征元

问题
。

用序列的方法证明了空间H是完备空间
,

从而是 H il ber t 空间
,

H中的自伴

算子 A 在万上 的扩张算子 A仍是自伴算子
。

证 明 了a( A ) = 成A )并证明了 算 子 A

的谱是纯点谱
,

于是就可以把 H中自伴算子 A 的连续谱点的本 征 元 问 题 转 化为

H il b o t 空间 H 中自伴算子 A 的本征值和本征元的问题
。

即 算 子
,
A 的 预 解 集 和 谱

在这一节中我们用序列的方法
,

很自然地从算子 A 的预解集和谱得出算子
带A

的预解集 p (
. A )和谱叮 (

寮 A )的定义及其性质
。

定义 1
.

1 设
带
C是一切非标准复数组成的集 〔` 〕 。

对每一几= 以们尹 C
,

令

S
: = { n

}久
n e o ( A ) }

,
S : = {

n
!久

。。 a ( A ) }
,

其中 p ( A )和 口 ( A )分别是自伴算子 A 的预解集和谱
。

又设 F 是自由超滤集 ( 见 〔 1 〕

2 7页 )
。

令

户(
. A ) = 笼. 久1

. 几。 ` e
,

5
1。尸 }

,

a (
. A ) = 笼. 丸}

. 久。 . C
,

S
: e F 卜

。

p (
. A )叫做算子

. A的预解集
,

a(
.
A )叫做算子

. A 的谱
。

引理 1
.

2 p (
. A ) U a (

. A ) = . C
, p (

. A ) n a ( A ) = 功 ( 1 )

证 因为自伴算子A 的预解集武 A )和谱 a( A )具有关系式
:

p ( A ) U 口 ( A ) = C
, p ( A ) n a ( A ) = 功

,

( 2 )

其中C是全体复数 (标准 )组成的集
。

由定义 1
.

1容易看出
:
对任意的气 二以

。
〕` . C,

S
,

U S Z 二 N
,

S : n S
Z = 叻

,

其中N 是全体自然数组成 的集
,

从而 S
: 二 N 一 5

1。

由超滤集 F 的性质得

S
l o F 或 S

: e F
,

于是 似印 (
. A ) 或

. 久。 a(
. A )

.

所以 p (
. A ) U a(

. A )
二 . C 且 p伊A ) n a(

. A ) = 九

引理证完
。

定理 1
.

3 气印 (
. A ) 的充要条件是有 这 样 一 个 正 数 ( 包 括 正 无 穷 小 )

.r = 〔 , : :

〕。 . R存在
,

使得对任意的
.
农 D (

. A )
,

都有
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}1
. A . x

一久. x }1>
. r

l}
. x !I ( 3 )

证 1 ) 必要性
:
设沪 = 〔久

。
〕印 (划 )

,

由定义 1
。
1得

S
、 = {

,
}几

。
印 ( A ) }

。 F
。

而对于每一个属于 S :
的自然数。 ,

有标准实数
。 。

> 。 ,

使得对任意的 “ D ( A )
,

都有

( 〔 2 〕 4 3 2页 )

}}A x 一 久
n x
!1)

a :

{!
x }!

取粉
= ( , ”

〕使

因为 S
,。 F

,

所以
. r = 〔r ”

〕> 0 ,

当 n e s
: ,

当 ” e N 一 5 1。

于是对任意的
. x = 〔x 。

〕e D (
. A )都有

l}
. 过 . x

一几, x 】1= 〔 {!A x 。 一 久
。 x 。

!1〕> 〔 r ,

}{x
,

{
,〕 = . r

{{
带 x

l{
。

2 ) 充分性
:
设存在正数卜 = 〔 r 。

〕尹 R
,

使得对一切的 .x = 〔xn 〕。D (
.
A )都有

}}
. A .x

一 气 .x }!> .r !}.x !!
,

也就是 S
; == {

n】{IA x 。 一 几
, x 。

11>
r 。

}lx
n

ll
, 尹。

> 0 }
。 F

.

因为每个 介
。 D ( A ) 是任意的

,

所以对每一个属于 S :
的自然数

, ,
都有 孟成 p ( A )

,

再

由定义 1
.

1得

. 几二 〔几
。
〕印 (

. A )
.

定理证完
。

定理 1
.

4 如果非标准复数
. 几二 .a + i枯的虚部 .b 今 。 ,

则 . 几印 (
. A )

。

证 设
. 几二 以

n

〕 == 〔a 。 + ib
, 〕 = . a + `. 今

,

其中 ! .b } = 〔}b
。

! 〕> o
,

则

S
: = {川 Ib

。

1> 0 }妞
.

当 , e
s

:
时

,
几
。 == a 。

+ ib
。

是虚部不等于零的普遍通数
,

从而凡
,

印 ( A ) ( 〔幻 4 3 0页 )
。

由定义 1
.

1得

. 孟印 (
. A )

.

定理证完
。

如果
.
b = 0

,

我们就说

. 几= . a + i . b 二 . a ` . R

由定理 1
.

4容易推出
:
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推论 1
.

5 若气
二 〔肠〕。 a(

. A )
,

则 . 久沪R
。

在H 中自伴算子 A 的谱 a( A )分成点谱叮成A )和连续谱 a 。

( A )
,

即

a ( A ) = a ,

(只 ) U a c

( A )
, a p ( A ) 自a c

( A ) = 功

在
. H 中非标准自伴算子

. A也有类似的定义和性质
。

定义 1
。

6 若
. 几= 〔几

,

〕尹 R满足

<
n 】久

。 。 a p ( A ) }
。 F

就说
. 久属于算子

. A的点谱 a p (
. A ) , 而

叮c(
. A ) = a (

帝担 ) 一 。 p (划 )

叫做算子
. A的连续谱

。

由定义 1
.

1和定义 1
.

6容易推知

. 久二 以
,

〕。。
。

( .A )户 {
n 】久

n e a 。 ,

(月 ) }
。 F

定理 1
.

了 气
。 a : (

. A )的充要条件是存在 气
。 D (

带 A )
,

.x 斧 。使得

. A . x = 帝久. x
。

证 设似 二 以
。
〕。 a p (划 )

,

依定义 1
.

6有

S = {
n
}几

。 。 a , ( A ) }
。 F

.

对每一个属于 S 的自然数
, ,

有介
。D ( A )

, x 。
今 o满足

A x 。 = 久
。 x 。 ;

而对于每一个属于 N 一 S 的自然数
n ,

取 x , = 0
,

令 .x = 〔介〕 ,
则

. x = 〔x 。
〕。D (

. A )

且

S = { n 1A x 。 = 几
。 x , , x 。

今 。 }
e F

.

从而
带A . x = .

沪 x , . x 今 o0

条件的充分性是显然的
。

定理证完
。

定理 1
`

8 若似
,

与叨 p (
. A ) 且

. 几今 . 那 ,

. 刀 . x = . 几. x , . A . y = . 产. y ,

则 <. x , . y > 二 0
.

证 设
. 兔二 以

n

〕
,

彻 = 〔群 n

〕
, . x = 〔x 。

〕
, . 夕 = 〔夕

n

〕
,

因为

从而

. 久今 . 拜 , . A . x = 似气
, . A . y 二 彻

. y

S
, = {

n
l久

。
今拌

。

}
e F

,
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令

显然
,

S e F

( x 。 , 夕。

)

从而

定理证完
。

S
: 二 {

n
}A 丫

。 二 久
。 x ,

}
。 F

.

S
: = {

n
1A y 。 = 产。 y ,

}
。 F

.

S = S , 自S : 门S
: ,

。

因为在 H中属于不同本征值的本征元是相互直交的
,

所以 当 肛 S 时
,

二 0 ,

于是

{
,
}( x 。 ,

夕
,

) = o }
。 F

,

(
. x , . 夕 > = 〔 (劣

。 , 夕 :

)〕 = 0

关于算子
. A 的连续谱点及其相应的本征元

,

我们也有类似于定理 1
。
8的定理

,

而且我们把它和点谱合在一起来研究
。

定理 1
.

9 若似。 .( A )
,

一

彻
。a (

, A ) 且
. ; 寺与

, ` 。 二 〔。
。
〕和 一 〔b才是

. R 中

的任意正的常数
,

则存在 、
e D (

` A ) 和
,
外 D (

, A ) 满足

( i ) !}
* x }卜

’ a ,

1{
巾

夕】1=
中

b ,

( “ )
’
A . x 二

*

久. x ,

划
带夕巴

’
产

巾

y ,

( 11̀ ) <. x , . 夕 > 二 0
.

证 因为
. 久= 以

n

〕。 a (
, A )

, ’
; = 〔;

n

〕。a (
, A )

,

由定义 z
` .

1知

S
: = {

n
}久

。 。 a ( A ) }
。 F

,

S : 二 {
n
l群

, 。。 ( A ) }
。 F ,

又因为 似今
.

祥 , . a = 〔a n

〕> O
, .

b = 〔b
。
〕> O ,

从而

S
: = { n

!久
。
钾群

,

}妞
,

S
` = { 川

a 。
) o } 。 F ,

S
。 = {

n
}b

,

> o }
。 F

.

由超滤集的性质知

S = S
,

自S : 门 S
。
自S

`
自S

o e F
.

对每一个属于 S 的自然数
n ,

都有
: 久

n o a ( A )
, 拜n o a ( A )

,

1几
, 一 拜。

} = r ,

> o
, a 。

> 0 ,

b
。

> o
。

令

。

一
i n 、宁

,

杀
,

专
,

畏
, `” 。 S )

,

Q ” O ”

则区间 △
。 · ( ;

, 一 。 n ,
;
。 + 。。

〕 与 区间△二
= ( ;

。 一 。 。 , , 。 + 。 。
〕不相交

。

设 {刀(。 }

是算子 A 的谱族
,

E (△
”

) = E ( 久
, + 。。

) 一 E ( 久
。 一 e ,

)
,

E ( △ 二)
= E ( ;

。 + e ,

) 一 : ( ,
。 一 。。

)
,
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因为 △
。

与△ 不相交
,

所以 ( 〔 2 〕4 0 0页 )

E ( △
,

) E (△

E (△
,

) D ( A )

二)
二 o (

n o s )
·

= { x 1x
o D ( A ) 且 E (△

,

) x = x }
.

x 。 。 E (△
”

) D ( A )
, y 。 。 E (△ ) D ( A )

l x
。

}}
= a 。 ,

}】梦
。

}!
二 b

。 ,

(
n e

s ) ( 6 )

令取且

于是

+ .

}}A X
一 “一 !!

: 二

I
( 、 一 “ 二 )

忍d oE ( “ )
X ·

。
2

久
” + ￡ ,

一

l
( “ 一 ;

·

)
Zd 、!E ( “ ) X ·

,}
! 、 ·

几
·

几、
￡·
、

十
几

n一 e n

、夕、刀甲`QU
尹口、矛、从而

“ ,
_ , , _ _

. , 一 1
“月拓 ” 一 几” 再 n

}{乓一 —n

同样可得 }!A 夕
” 一 拌n

yn 廿《 一

对于每一个属于 N 一 S的自然数

x , = 犷” = 0
。

根据以上所取就得到这样的

(份好 )
。

( ”
。 S )

。

” ,

取

. x = 〔梦
n

〕。D (
. A )

, . 梦 = 〔夕
。
〕。 D (

. A )
,

满足

( i ) 由 ( 6 )式得

!1气 11
= 〔理x

。

l〕
== 〔a 。

〕 = . a

I!
= 〔 !!夕

。

l〕
= 〔b

。
〕 二 .

b

( 11) 由 ( 7 )式得

l
. A . x

一几.
xll =

. 刁 . x 之 . 久. x ;

尸 IJ ,
_ _ 。 _ “ 、 一 , 1 、 _ 。

L I{月弄
丹 一 几 ” 再 n U J 尧之 L— J 二二 U

n

且口

同样由 ( 8 )式得

. A . 夕之 . 产. 夕
.

当 n o s 时
,

E (△
。

) E (△二)
· o

,

因此、 ,
产

:且:立;
`了住、
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( x 。 ,

, 。

) · (: (△
。

) x 。 ,

E (△ : ) , 。

) = o
,

从而 <. x
, . 夕> = 〔( x n ,

万n

)〕 = 0
。

定理证完
。

最后
,

把本文的定理 1
.

9和 F ar ur k h 的文章
〔 “〕中的相 应定理 ( 定理 3

.

3 和定

理 3
.

4 )进行比较
,

我们觉得
:

( 1 ) F ar
r

uk h 〔“ 〕要求空间H是可分的
,

本文不需要限制空间H是可分的
。

( 2 ) 〔 3 〕要求不同的连续谱点不能无限接近 (即 丸今厂且几冬尸 )因此在〔 3 〕的

定理 3
.

4中只限制讨论谱点的标准部分
,

而我们只要求不同的谱点 (即只要求似今
. 升

,

而不要求
. 久今如 )

。

( 3 ) 〔 3 〕要求超 ( 连续谱点的 )本征元的范数为 1 (即不包括无穷大范数 )
,

而

我们得油的
、

.x 的范数可以是任何正的非标准实数、 ( 包括正无穷大 )
。

( 4 ) 〔 3 〕得出的不同的连续谱点超本征元相互近似直交 ( 即 <f
,

f
尹
>二 。 )

,

而

我们得出的是相互直交 ( 即 <勺
,

与 > = 0 )
。

( 5 ) 在方法上
,

〔 3 〕应用了 R a b全sn
。 二 的以数理逻辑为基础的 转 移 定理 (见

〔 3 〕定理 2
.

2 )
,

而我们用的是初等方法
。 ,

号2 H i一b e r : 空间H 的非标准外壳

在〔 1 〕中我们为了解决自伴算子A 的连续谱点的本征元问题
,

曾把空间 H 自然

扩张成非标准 H i l b e r t 空间
`
H

。

如果我们把
’ H中几乎相等的有限大的元归成等价

类
,

每一个等价类作为新空间方的一元
,

则又回到标准的空间
,
下面我们将研究这

个空间的定义及其性质
。

. 万中一切有限大的元组成
. H的一个子空间

. H
。 ,

即

. H
。 = (

帝 x l
申

x 。 ,

H
,

}1
*

x
l}有限 } , ( 1 )

申

H中一切无穷小元组成一个无穷小子空间
水

H , ,

即

*H
: 二 {

’

川
’

“ 带
H

,

{{
.

xll 是无穷小 }
.

( 2 )

定义 2
.

1 设斤表示
, H

。

关于
, H :
的商线性空 间

, HO/
` H : ,

设 兀 表示 映
. H

。

成

方的典型商映象
。

对于 任 意 的 二。

方
,

外方
,

有排
, H

。 ,

。尹 H
。

使
二 一式 p )

, y = 二 (妇
.

x 与 y 的内积 <x
,

y >和 x 的范数由下式定义
:

、夕户、矛产
no月住

矛`、2.、

其中
s t <P

,

Q>

( x
,

y > = <二 ( P )
, 二伪 )> = : t <P

,

q >
,

表示 <P
,

公的标准部分
,

}}x !1=
}}
二 ( P ) 1卜

s t l】P }}
.

\
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空间H 叫做空间H的非标准外壳
。

容易验证
,

H是一个内积空间
。

即对任意的 x
,

y ,

二H及任意 的 此 C ( C 是 复 数

域 )
,

下列各式

<
a x

,

y > = a
<x

,

y > ,

<x + 夕
, 2

> 二 <x
, z

> + <y
, 2

> ,

<x
,

y > 二 <y
,

x > ,

<x
, x

>》 0 ,

<x
,

x > 二 0井 x = 0

、J于、 ,沙月土0自

3 )

4 )

成立
。

定理 2
.

2 空间H是完备的
。

证 设 {为 } 是 空 间H中的基本列
。

对每一个自然数 ` ,

有

f
` 一 〔x

认〕
。

.H
。

脚 = 式六) = 1
, 2 , 二

’
,

其中
二

;* n = 1
,
2

,

…
,

i = 1
, 2 ,

…
。

因为 { iy } 是基本列
,

所以对每一个自然数 k
,

必存在自然数 权
,

使得当 , 》 仆
,

胡 》 认时
, .

/ 1
, , _ _

}}y
” 一 y o ll <龙丫 ( “

“ 1 , 2 , … )

成立
。

不妨假设

` :
< 几< … < 味 < … ,

于是

由 ( 4 )式得

11,
`。 一 , `。+ ;

11<言 (掩= 一, 2 ,

… )

l{y i ; 一 y i。 十 ,

!l ” ` t llf
。 一 f 。̀ 十 :

11

一一一
1沙

。艺尸<六一`

白
if

.E-kl脚此

再由 . 万的元的范数的定义 〔’ 〕得

。 一 f `。十 , = 〔艺
儿一 1

x 留` 一 x .九+ 1

!}〕 < 1 ,.

户
`

.公-kl

从而 S = {川
x , ` 一 x : k + l

1! < 1 } 。 F
..艺妙
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因此对每一个属于 S的自然数
n,

序列

x

沪} k = 1
, 2 ,

…

是空间H中的基本列
。

因为H是完备空间
,

从而有xn o H使

11沉

k , .

x

护
= x 。

(
n e s )

对于每一个属于 N 一 S的自然数
n ,

令

x n = O ( , 。 N 一 S )

( 5 )

( 6 )

( 5 )式与 ( 6 )式确定了空间明中的一元 f = 〔介〕
。

对任意的正数
￡。 R

,

有儿
。N 使

一 f `

介+ 1

= 〔名
k一 i

11寸
一 `

沙
`
11〕< `

九
.艺公

因此有 S ; = { !
n
l乙
介, ,

一x

护
一 x

》
· `

I< e }
。 F

.

于是对每一个给定的 二 5 n s
: 及对任意的 介N 都有

一}x万
e 一 x

;
`之+ ` l <

。

成立
。

令 l , co 取极限得

l x ;
,一

x 。

{{、
。

( n o s n s
:
)

.

因此

从而

由此推知

{
n
一亚x

丫
“ 一 x 。

!1、
e
}
。 F

. f
` i

。 一 f刀《
“

If刀( If `
.

11+
。

了七

因为大
J: `

昭
。 ,

所以 介
, H

。 。

令夕 · “
f( )

,

则外 H 且

11y
i了: 一 y “ “ 11` ( f ` s

。 一
f ) }1

= S t llf i ej 一 f “《 “

由
￡
的任意性及 { iy } 是 H 中的基本列推得

11阴
:

弓
, y ` = y

定理证完
。

因此
, 空间 H也是一个 H il b e r t 空间

。

在〔 1 〕中我们曾把任一 x

毋看成是
x = 〔x 〕户 H
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得出H是
. 万的一个真子空间

。

现在我们再把每一 xe H
,

看成是

x 二 才 〔x 〕 e
H

则得出 H il b e r t 空间H是 H il b e : t 空间 H 的一个子空间
,

定义 2
.

3 设 A 是 H il b e rt 空 间 H 中的有 界 自 伴 算 子
, . A 是算子 A 在空

间
. H中的扩张算子 ( 〔 1 〕30 页 )

,

则由下式

A ( , (
. x ) ) = 二 (

:A
x
) (板产 H

。

)

确定的算子 A 是 由H到它自已的线性算子
。

定理 2
.

4 算子 A满足
:

( i ) A 是 A的扩张算子 ,

( 11 ) ! {且 }卜 }】A }}
,

( ii i) A是自伴算子
。

证 ( i ) 由 ( 7 )式与 ( 8 )式及侧 是 A 的扩张算子知
:

对 任 意 的 挑 H C H 有

A x = A (二〔x 〕) = 二 ( .A 〔x 〕) = 二 (〔A x 〕 ) = A x ,

所以A 是A的扩张算子
。

( ii ) 对任意的挑H
,

有
. x = 〔xn 〕尹H 。

使 x “ 式气 )
,

从而由 ( 8 )式与 ( 4 ) 式得

. 》
}1双

, (
带 x ) )! }

= 1}
二 (

. A 辛 x
) }! = s f l!

. A . x
l!

于是

= s t〔1}A
x 。

】1〕成 。 t〔 1}A }} }}x
”

{!〕 = }1且 }{
s t〔! lx

。

}!〕

==
}IA }1

: t !}
. x l!

= }{A l}】1, (
. x ) }!

= }!A l} 1}x !}
.

1I A }I《 11A }I
。

但算子 A 是算子 A 的扩张算子
,

所以

因此

{I A }1> !IA I}

}} A !1
==
! IA I}

( iii ) 对任意 的 x
,

外H
,

有
. x

, . 夕。 . H
。

使得

二 = 式气 )
,

y = 式
. 夕 )

,

从而 < A x
,

y > = <二 (
辛A 报x )

, 二 (
带 y ) > 二 st <

. A . x , . y >

= st <
带 x

, 带 A 带 y > 二 <二 (
寮劣 )

, 二 (
. A . y ) >

二 <x
,

A y >
。

` 、
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所以 A是自伴算子
。

定理证完
。

小算
子 A 既是H 中的自伴算子

,

则它的谱 a( A ) 只具有点谱和连续谱
。

现 在我仰

证明 A具有纯点谱
。

定理 2
.

5 算子 A 的谱是纯点谱
。

证 设 众 q ( A )
,

则对于每一个自然数 掩
,

有 y 壳。H
,

}}y洲 = 1
,

使得

112 yk 一

、 仪含 =(k 1,2
” .)

有 f几。 .万。 ,
y ` == 二 ( f k )

,

于是

I A hy 一砂。卜 盯式 . A八 ) 一式灯。 )卜 对 l . A了。一 衬副

因此 “.A 八
一 “ f o ll <青 (` · 1

, 2 ,

… )

又 f 。 = 〔x

之〕 ( k = i
, 2 ,

… )

其中 x

之
。H

,

( n = 1
, 2 ,

… )

因为 心, 。心== 皿二 f。杯= ; `刀j 。皿= s t〔11吐11〕
= 1

l .A 了。
一

叭卜归吐
一 “ 铆 <分 k(

· 1
,2,

”
·

)

从而知
.

每一个固定的自然数气有自然数、 使得

合
< “ x

制 <普 k( 一 ` , 2 , “
·

,

及 , xA鑫
。 一 “ 卸 <青 k( =

1,2
“

.,)

令 j’= 〔瑰〕

则
;

<川 <普

所以

l侧 , 一 flA , = 〔“ “ 嵘
。 一 “心

* }〕《 妒、

心.A f 一 衬 l二 0

y = 式了)
。 H

由 ( 4 )式得 }, 11二
: , fjI l 》 三

.

`

11A y 一 妙 ! = } A (式 f) ) 一 肠 (f )卜 l式
` A f 一 衬 ) }
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即

二 对 l
. A f 一 久到 二 0

A y 二 久y 且 y 斧 O
,

勺 矛

户

所以 肪口武 A )

定理证完
。

在 H il b e r t空间H中
,

自伴算子月的连续谱点没有相应的 本 征 元
。

因此
,

仅在

H il b e r t空间H 中讨论
,

是无法解决连续谱点的本征元问题的
。

可是把空 间 H 和 算

子 A 扩张成 空间H 和算子 A 以后
,

因为算子 A 具有纯点谱这一个好的性质
,

如果我

们证明算子只的谱a( A ) (包括点谱和连续谱 ) 和 算子 A 的谱一致
,

我们就可以把关

于算子谁的连续谱点的本征元问题转化为算子 A 的本征值和本征元问题
。

定现 2
.

6 a ( A ) = 叮户 ( A ) = “ ( A )
.

证 因为算子 A 是自伴算子 A 的扩张算子
,

所以

口 ( A ) g
口 ( A )

.

另一方面
,
设 枷 ( A )

,

在定理 2
.

5的证明中有 此
.

。
H

,

满 足
二 左

合< 卜之
、 l < 普 ( k = i , 2 ,

… )

( k = 1
, 2 ,

… )

` J

及 xIA 之
。 一 “ 却 < 青

所以 孟。成 A )

于是
,

口 ( A )二成A )
,

计及定理 2
.

5就得

a ( A ) = ` ( A ) = a P ( A )
定理证完

。
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