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摘 要

把 No et h
r e定理推广用来证明给 出一个拉格朗 日函数的具有守恒流J

,

的甘称性

G ( 例如通常的规范对 称性 )
,
以及使 翻足够多

” 运动方程不 变 的 另一 变换 D ( 例

如对偶变换 )
,

则D把 J
,

变换 为第二个宁恒流 K
p 。

这给 出磁荷为什 么守恒 的基于时

称性 的论据
,

并且使不完全对称性 ( 在阿贝尔以及非阿贝尔规 范理论中的时偶不 变

性是一个例子 ) 的棍念精确化
。

乒 育

礴
- 刁

电动力学以及一般而言规范理论
,

现在成为粒子物理学中许多讨论的范例
。

特

别是
,

在阿贝尔〔 ’ 一名〕和非阿贝尔 〔` 一 “ ’ 两种情形中
,

磁单极的理论可能性 吸 引了相当

大的注意
。

狄拉克的磁单极理论使电动力学对于电和磁是对偶对称的
,

因此一个正确

的非阿贝尔磁单极理论必须同样赋与杨一 M ill
s
场以对偶对称 性

。

但 是
,

在非阿贝尔

磁单极的拉格朗日理论中
,

似乎不可能用多于不完全的方式来纳入对偶对称性—不仅拉格朗日函数
,

而且甚至一些尤拉一拉格朗 日方程破坏对偶不变性
。

由此引出

关于不完全对称性具有什么意义以及在什么程度上它是一种有用的概念的问题
。

一个密切有关的问题是磁荷守恒澎K
, 二 o

。

人们要问为什么 K
,

守恒 ? 为了把问

题正确地表述
,

我们回到熟知的电流 J
,

的情形
。

电流守恒由麦克斯韦方程

a
,
F

, ,
= J

,

和凡
,

的反对称性导出
。

但是
,

有一个较好的理 由
:
拉格朗日函数的规 范 不 变性

,

而几作为对应的守恒N oe t h e r
流

。

这推理是更使人满意的
,

因为一个对称原理 的存在

保证守恒律不是偶然地出现的
,

而且保证它在量子化后仍然成立
,

记住这点
,

试问

在多木程度上K
,

的守恒与对称性特别是与对偶对称性相联系
,

我们将用经典拉格朗

日理论推演
。

概念和技巧将用阿贝尔情形说明 , 对于更感兴趣的非阿贝尔情形的推

广是比较直接的
,

将在别处给出
。

. 本文由锡拥凯在规范锡寡题封论会 ( 广州
, 1 9 7 8年 5 月 ) 上报告

,

也是 作 者 在物理学

前沿国际会蒸 ( 新加坡
,

1 9 78年 8 月 ) 上提出的论文
。
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I 作 用 量

几个等价的作角量描述点电荷和磁单极的互作用 〔’ , ` ,

” `。 ’ ,

其中 D i r a 。
原 先提

出的可能是最简单的一个
。

但是
,

为了讨论规范变换
,

电流必须由带电的场而不由

点粒子携带
。

因此
,

以下的作用量比较方便 〔。 ’ :

` =

困
d

4X〔* F
拼·

F
,

一 ` F
尸·

`”饭一 a切
,

,〕

一军
’

{
_

J a

〔牙: 价: (̀ a
, + 。 ,

,

)功` + 二 ` 召
了1

` J

厂 f
一 ` i `

+

万{
; `d。 “ · 〔瓦

!
+ 、 : ””

。
〕“ ( 1 )

第一行就是自由电磁场的作用量
。

Z `是第 i个粒子的坐标
,

ir 是它的世界线
,

以口为参数 ( 一 co < 口 < co )
。

一点表示 对口的微 分
。

带 电 的 场叻`只在 ir 上定义
:

功` = 功` ( a )
,

它规范不变地桐合于 A
, 。

场叻,.( 规变可变 )是不可观察的
,

它仅是实现

规范变换的一种设置
。

众所周知
,

磁单极的拉格朗日理论要求对每个磁单极附带一条
“
弦

” ,

它随时

间扫过一个二维面 iB
,

这曲面以叮和 :
为参数

: a 是世界线上的参数
,

《 O喊二 < co )是弦

参数
。

为了弄清楚 ( l) 式的最后一行
,

想象第 f个磁单极起源于位在弦上的偶极子组

成的半无穷线
,

其偶极密度 为万 i( 氏 , )
,

oF
:

为限制在曲面 8 1上的对偶 张 量 凡
, ,

而

及声
`项描述偶极密度与磁场的藕合

。

拉格朗日乘子畔 (。 = 1
,

2 )约束叮 `使 它 在曲

面上为常数
,
加入边界值

万 i
(
口 ,

0 ) == g `

使在弦端点上的磁单极有强度 gl’
。

可以证实以上的直观图象
,

正确的运动方 程
,

且场卫 * 和 衅是不可观察的
。

作用量 ( l) 式在规范变换G下当然是不变的
,

G 定义为

G :

儿 ( x )一 A ( x ) + J A ( x )

劝( x )一 〔e
却 ieA ( x )〕功( x ) x ` r `

对应总体变换A ( x) = 常数的守恒 N oe the ,
流正比于

以习
=

可 da 几,
:
。`

找
二 一 习

( 2 )

只要证明 ( l) 式导致

、 .了、 ,声dO月任了
.
、了̀、

现在清楚
,

如果我们尝试推广到磁情形时会出现什么问题
。

只 有一 个 规 范场
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A
月 ,

它通过在规范群 G下协变的导数 ia
, + eA

,

与电藕合
。

没有第二个与磁藕合的规范

场
,

也没有第二个规范群引起作为 N oe t h e r
流的磁流

。

回顾引入磁单极的原先动机

是为了获得麦克斯韦方程的额外对称性— 电和磁之间的对偶对称性
。

但是
,

在拉

格朗日函数这一级上失去了对偶对称性
。

因此引起问题
:
给定一个变换刀 ( 例如对

偶变换 )
,

它是运动方程的对称性
,

但不是拉格朗日函数本身的对称性
,

是否能导

出一个守恒律 ? 为此需要N oe ht er 定理的一个推广
,

现在我们离开主题来讨论它
。

1 N o e t h e r

定理的推广

给定一个拉格朗日函数 L
,

它是一组场量和它们的导数的泛函
: 石 = L (必

,

氏功` )
,

考虑一个变换G

G :
功i一价i + 占。价* ( 5 )

N oe the r
定理指出若石在 G下不变

:
氏 L = o ( 不动用到运动方程 )

,

则有一守恒流

J
, = J

,

(价i) =
占石

6口沙 i
6
。

价 ( 6 )

注意若一组变换口全都使石不变
,

它们必构成一个群
。

假设有另一个无穷小变换D :

、7、 .1厅̀00
了̀、尸叮、

D : 价“ 孵
= 功̀ + 动神 `

使得运动方程在D下不变
。

则我们断言存在第二个守恒流祝
,

它由下式给出

无
,

(价i )
== 生 〔 J

,

(价i )
“ ` J

,

(功s ) 〕

上标 D表示所有场量都 在鲜处取值
。

这陈述的证明是直截的
。

考虑一个G变换
。

则

秘
=

普 、
`+ 占L

占口
,

币
占。 (口

,

价i
)

= F (币
` )占

`
价i + 口

,

J
一

(价i )

其中
,

, , 、
6石

,
占L

厂钾 `少 = 万石 一 。 ,

衷环奋

而几由 ( 6) 式定义
。

尤拉 一 拉格朗日运动方程为

尸(价i )
= 0

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

我们强调 (的 式是一恒等式
,

对所有场成立
,

不管运动方程 ( 11 )式是否满足
。

若 G为拉氏函数的不变性
,
则恒有匈L = O

,

同时

o = F (价
i )占

。
价` + 氏J

户

(价
i )
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若把此式在 价` = 劝母处取值
,

则

o = F (功i )
D
(占

。
价i )

D + 口
,

J
,

(价` )
。

若运动方程对D不变
,

即

F (价i )
D 二 o ( 1 2 )

则我们得

o = 8
,

J
“

(功i )
。 = 口

,

J
,

(价i ) + e口
,

K
,

(价
、
)

因而K
户

守恒是 J
拼

守恒的推论
。

如所周知
,

运动方程的一个不变性 ( 例如D ) 本身不足以保证有一个守 恒律
。

但是
,

以上的推导证明
,

给出第一个万。 et he
r
守恒律 (氏尹 = 0 )

,
D导致第二 个守恒

律 (氏K
“ = 0)

.

现在按次序讲几点其他注记
:

( a) 我们只须考虑一个无穷小变换D
,

不要求 D的变换类构成一个群
。

(b ) D本身不和一个守恒律联系
。

如果我们想象D为对偶变换而 G为 (电 )规范变

换
,

则新的守恒流不是一个
“
对偶流

” ,

而是电流的对偶变换
。

c( )推导中指出
,

所有运动方程对D不变是充分条件
,

但不是必要条件
:
我们所

要求的不过是和式 F (咖 )
刀
( 6 G咖 )

D
为零

。

粗略地说
,

只要 求 由 对 规 范 可 变 的场

( (占
G衡 )

”
举 0) 变分而得的方程为对偶不变 ( F (咖 )

D = 0)
.

在下面将用到 这 个较为放

宽的条件
。

( d )在核对

F (必i )
。
( 6

。
价i )

。 = 0

是否成立时我们可以用运动方程
。

( 在完成变分之后
,

通常对禁止使用运 动方程的

限制不再适用
。

这情况类似于在对一函数 l( x) 微分之前不能在某一个特殊 x 值上取

值 , 但在微分之后可以这样做 )
。

由于用 F (必 ) = 0得

F (功̀ )
D = F (必i ) + O (

。
) = O (

e
)

无论如何
,

我们只计算到口(
。
)

,

(己砂刁
D
只需算到。零级

,

即可令

( 6砂 i )
D当占。

沪`

扼要地说
,

为了得到第二个守恒流
,

只要核对 ( 必要时应用运动方程 ) 下式就

够了
。

F (叻、 )
D 6砂 ` = 0 ( 1 3 )

满足 ( 1 2 )式的变换 D可以称为次级对称性 ; 满足 ( 1 3 )而不满足 ( 12 ) 的变换称为

不完全次级对称性
。

两者都导致新的守恒律
。

这些考虑澄清了不完全对称性的精确

含义
。

文献 〔7〕中给出一些简单例子
,

包括围绕一个无限重的点磁单极运动 的 电荷

的角动量的推导
,

所用方法不需用到一个补偿的规范变换
。

在下户节中我们把推广

的N oe ht 即定理应用到阿贝尔磁单极情形的对偶对称性
。
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l对偶对称性和磁荷守恒

为应用上述定理
,

我们首先必须构成 D变换
,

它必须使

几一 J
, + e K

,

其中
J

,

`x , =

干f
: 、 d品

,

,抽
: “ 4

( X

一 )

K
,

(
·

卜 军I
: `拼·

砚̀
、 (一

’

= 。 ,”
4
(
一

)

因为由 ( 2 )式
,

万 ` (口
,

o )正是磁荷 , `
。

我们选
、

D : 动̀ (。 )一价母( a ) = 劝
,

( a ) +

导皿
` ( a

,

o )价`
(
。 ) / I劝̀ ( a ) I

’

`

F
,

一 F凡== 瓦
, + 。 F

* v

( 1 4 )

( 1 5
a
)

( 1 5b )

所有其他场对D不变
。

( 1 5 a
)式显然实现 ( 1 4 )式

,

注意我 们 不 要 求 K
,

变 换 回到

K
, 一 叮

, 。

剩下证实( 13 )式
,

即

F (价i )
D 6砂 ` = o

在独立的场 劝` = (F
` , ,

A
。 , ,汀 么咖

,

翔
,

万 i) 中只有两个在总体规范变换 下 变化

。 砂` ,

斗 0)
,

即` 和价
` ,

相应的运动方程为

F (价* ) = ( i口
。
+
eA

口

)价̀ = o

F (功
:

) , ( 一 `口
。

+
eA

_

)功` ” 0

( 16 a
)

( 1 6 b )

我们需要核对这两方程为对偶不变 ( F (衡 )
D = 0)

。

运动方程暗示 M
i和 1咖 !

名
为常数

,

团此 么简单地正比于咖
,

而

F ( 功t )
D = ( i口

。 + 叼
。

) 劝
。 == o

同样对 ( 1 6b )式亦然
。

因此足够多的运动方程 ( 即 16 “ ,

b) 为对偶不变
,

因而保证 K
,

守

恒
。

以上的考虑阐明不完全对偶不变性和磁流守恒之间的关系
。
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