
檬 条 函 数 的共 扼 插植 (I )

— 多 项 式 样 条

李 岳 生

( 计算机科学系 )

r
本文解决了多项式样条的共扼插值问题

,

得到了相互共扼插值问题的秩的对偶关系
,

给出 了 插

值问题及其共扼问题可解性的充要条件
,

·

简明了解集合的结构以及插值余项核的特征性质
。

1 间 题 的 提 法 和 结 果
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于是问题 I和 I, 归结为如下线代数方程组的求解问题
:

r
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关于问题 I
,

.I 有下列结果

定理 , 设问题 I的端点条件数为 P , p 。 + lP
十 : ,

r 二理十 饥 一 P
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,
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。
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由于 r 和 r 的秩和基函数系的选择无关
,

故可称 q为问题 I的秩
,

了为问题 .I 的秩
.

N

定理 2 对任一非齐右 端 { U讨 } 、 ,

问题 I可解的充分必要条件是
.
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对一 切 ” ` S二 ` , 。 , 门I
。

成立
. 这里 I

了表示满足插值
问题 ,

·

的齐条件的函数集
,
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·

定理 3 设 谧U御尹} 满足定理 2的条件 ( 1
.
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,

则问题 I的通解为
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其中
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为问题`的任一特解
,

{u,. } l
一 g为寿插值问题 `的基础解

·

由于共辘性
,

相应于定理 2 , 3有下列

定理 2
尹

插值问题 .I 可解的充要条件是
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定理 3, 设 {砚了f } 满足 (l
.

4 ),
,

则插值问题*I 的通解为

” 二 ” o + c ` ” x +

其中
: 。

为问题护的任一特解
,

… + c ” , _ g , u ” , 一 q ,

{ 。 ` } l
` 一 “ `

为 I ,
的相应齐问题的任一组基石出解

.

定理 4 问题 I 的解存在而且唯一的充分必要条件是问题 .l 的解 存在而且唯一
,

换

言之
,

如呆 r为方阵且非异
,

即

N = 。
且 D e t ( r ) 节。 ( 1

.
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则 r 亦为方阵且非异
,

即
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= 。 ` 一

且 eD
, (了) 举 。 (l .7 ),

反之亦然
。

定理 4的结果
,

〔3〕中已经得到
。

定理 5 设 问题 I唯一可解
,

介C用〔 a ,

幻为被插函数
,

则插值余项可表示为
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R二 {
·

} 表示作为二的函数按插值问题 ,的插值 余 项
,

丑亨毛
·

、表示作为 `的 函数 按共辘

插值问题 .I 的插值余项
.

又插值问题 .I 的余项为
、

、

* . f ( x
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{
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护

K ( x ,

O具有下列特征性质
:

i) 对任意固定 t
, a < t < b,

1
.

… h)
,

t是它的单结点 ,

作为x 的函数是二 一 1
.

次多项式样条
,

为是它的
, `重结点

11)
对任意固定二 , “ < ` < ” ,

作为哟函数也是” 一 `次多项式
峥

, ` ; 是宜帅
“
逮

结点 (
。 二 1 ,

…
,

l)
,

此外 : 为它的单结点 ,

iii ) 作为 x 的函数
,

满足问题 I的齐条件
:
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。
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,
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。
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.
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, .
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,
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.
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。
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,
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的
,
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,
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,
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,
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域内
, :

x() 、 。 一 r i一 ’ =c 卢
一 `
故娜

; )对 , · 。
,

…
,

、 一 1有意义
. 、

下面为明确计
,

分部积分
,

有

X i

0 = I
尤返

无妨设
x i < : ; < … t;

十
; < x i 十 、 ,

对
,
eS

二 , 。 , 。 e s , !
, , , ,

将下列积分进行

+ 1 “ + 几一 1
_

_
. _

,

一

: `爪 , v d x 二 兄 人、 ` , 一 ` ) 。 一 砚 ` , 一 ` , 。 I + … 干
少一产

( 一 1 ) 切一
。 。 ( , 一 } {’

” “ 、 、 一 ,卜
、 、 … ,夕

· `

与 xl’
一 :
班, + ,

( 2
。

2 )

将 ( 2
.

2 )对 f求和并整理
,

便得

劣 i + 1

“ `爪 ) 口 d x =

`一 o x `
拿

。

饭
`

一 。 · ) : 、
,

( ·卜箕; {蒙
。 ` j ’ (

x , )口, i (
:

) ( 2
.

3 )



第四期 样 条 函 数 的 共 扼 争 值 () I

定理 1的证明

由于R n a权r )二 q,

故与 ( )I 相应的齐插值问题所对应的齐线性代数方程组

r ` = 0

有 , 一 ,个线性无关解
,

记为
: ( t ) 一 (

c l、 ` , … , :

J
` ,

)
刃 ,

, 一 1 ,
,

…
, , 一 。 ,

相应地
, ` 二

便是齐插值问题 I的
。 一 夕个线性无关解

。

于引理 1 的 ( 2
.

1) 中
,

令
: “ ua

, 。 = 功
: ,

( 2
.

4 )

称 ( i )

艺 c , 甲,

, 一 1

我们得

益+ 1 尸`一 l ( i )

名 艺 夕i j (
: 。

)功
;

’

( x , ) ”

` . o j一 0

a = 1
,

…
, ” 一 q ,

( 2
.

5 )的矩阵形式是

l + z P “ 一 l

界
。

三
。了” , ,

(功
·

)
“
涝” ( ”̀ ) =

一 n ,
( 2

。

5 )

口(
: a

) r 二 o a = 1 ,

…
, n 一 口 ( 2

。

6 )

其中 风坛 )为以民, ( au )为分量的 N
`
维行向量

·

由于 夕u(
,

), 一 口(如
一

叱为
” 一 q个线性

无关向量
,

可见 ( 2
.

6 )至少有
, 一 q个线性无关解

,

而肛ua )的维数是 N
夕 ,

的 r 的秩梦 最多是

几+ 1

N ` 一 (
, 一 q ) = 艺 , i 一 (

。 : 一 q + 务
: ` ) 一

, 。 + 。
, , 一 , 、 。 二 , : 一 , + 。 (由于假设 111)及

P = p。 + p z
, :

)

即有

了《 m 一 p + q
一

’

( 2
.

7 )

然后利用共辘性
,

并注意对应关系 q。 了
,

Po Zm 一 q ,

于是有对应于 ( 2
.

7 )的不等式

口《 m 一 ( Z m 一 P) + 至`

即
口`

> m 一 P + 口 ( 2
.

8 )

结合 ( 2
.

7 )和 ( 2
.

5 )
,

便得 ( 1
.

3 )
,

即定理 i 得证
。

需要补充说 明的是
,

从
u `…

,

与
_ ; 的线性无关性

,

的确可以推出口(
: ,

)
,

…
,

口(
: 。 一 。 )

的线性无关性
。

用反证法
,

如若不然
,

则存在不全为零的常数久
: , … ,

久
。 ~ q使

久:
口(

u ,
) +

·

:
·

+ 孟
。 _

沪 (
, 。 _ 。 ) ” o ( 2

.

9 )

由于夕(
u
)是 。的线性向量值函数

,

故由 ( 2 ,

的推得
: 肛好 = 0 ( 2

.

10 )

其中
u == 久l u : + … + 久卜 q 。 。 一 。 ,

( 2
.

10 )意味着
,

( x )于各内结点 万 i ,
f ” 1 ,

…
,

k 处 有 直 到

, 一 1阶的连续导数
,

从而
,
(义 )为〔a ,

幻上的二 一 1次多项式
,

又由于
:
满足问题 I 的齐条件

和 (2
`

1奋)中的端点条件
,

故可断言
一 _

:“ j ,
( a + o ) 二 o , o ( j ( M a x <

: 。 一 1
,夕。 一 i 少

,

( 2
.

1 1 )

”
卜

弘气
_

二:

。 戒j ,
(卜 。 ) 二 o , o成 j ( M a x

{
r 。 , 、 一 1 , p z

十 : 一 1

由于假设 iii )
,

( 2
.

1 1) 说明
:

( x) 在〔 a ,

的上至少有 m个根 (计及重根 )
,

·

故
: 三 。 ,

,

这和
: : ,

…
,
与

一 q线性无关的假设相冲突
,

从而夕(
: ;

)
,

…
,

夕(
: 。 . 。 )的线性无关性得证

.

定理 1 证完
。

在证定理 2 之前
,

先证



6 中 山 大 学 学 报 1 9 8 0 年

引理 2 = (了
: ,

… ,了N
)为N维向量

,

则

的充要条件是了可表成下(
。 :

)
, …

,

叹
。 、 一 。 )的线性组合

,

即了绍pan (叹。 :
)

,

…

这 里
。 `。凡

, 、 。 , n汀
, 、 = 1 , … ,

N 一 。为线性无关函数
.

证明 必要性 设
。 。 s二 , , 。 , n汀

,

据引理 1 ,

对
。 = , : 。 s : ,。

有

( 2
.

1 2 )

下( 。卜 q ) )
,

k + 一 r i一 1

0 = E 公 夕15(切
s

)
。 ` j ,

( x i )
`一 0 j

. 0

二

艺
P u 一 1

艺 丫。 ,

(
。

)中
: ` , ’

( t“ )
,

S = 1 ,

…
, n .

( 2
.

1 5 )
翻 一 0 公 一 0

即

丫(
v

)厂 = 0

充分性 据定理 1 ,

由于问题 .I 的秩为 q 尹 ,

故有矿 一矿个线性无关解 w
, ` = 1 , …

。 尹 一 q , .

易见
n , 一 q ,

l
p “ 一 ( m 一 P + g )二 艺 p。 + P一 口二 N 一 口,

可见
{
。 ` }犷

一 “线

性无关
,

进 而 { : (
v i ) }了

一 “ 线性无关 (理 由女口定理 1 最后一段的证明 ) 但方程组 ( ,
.

1。)

最多有N 一 q个线性无关解
,

故凡满足 ( 2
.

12 )的介sP an (双
。 :

)
, …

,

叹如
一 q ) )

,

证完
。

定理 2 的证明 必要性 设
: = `即 : + … + 气甲

。

为问题 I 的解
,

则对 任 一 火 S二 , , , ,

l

门 I
。 ,

由引理 1 有

k
+ 1 r f一 1

o = 艺 艺 夕` s (
u

)
v ` j ,

( x i )
玄一 o j

一 Q

l
+ I P” 一 1

二 艺 艺
“ 一 0 下 一 0

了
u ,

(
。

)
u `” ( t

u

) = 了伽) r 亡 ( 2
`

14 )

由假设知 r 。 二 F
,

故由 ( 2
.

14 )推得
,
(刃 F 二 o ,

即必要条件 ( 1
。

O 得证
。

充分性 由线代数定理知
,

r ` = F可解的充要条件是
,

对任一满足 ( 2
。

12 )的行向量

:
,

皆有: F = 。
.

而据引理 2 ,

这又等价于 : (
。

) F 二 。 ,

对 * s 二 , , , , n `
;

.

定理 2 证完
.

定理 3的证明 由于齐线代数方程组

厂c 三 0

有
, 一 。个线性无关解

,

相应地齐插值问题胎有卜 。个线性无关解 、 : ` (幻 } {
一 g 而 非 齐

插值问题 I的任二解 u( x) 和
: 。

( x) 之差试劝 一娜 ( x) 乃是相应齐插值问题的解
,

故 试x) 一

二 。

( x )可表成
e : u : + … c , 一 。 u , 一 。 ,

定理 s 得证
-

定理 2尹
,

3’ 的证明类似
,

故从略
。

定理 4 是定理 2 的推论
。 、

定理 5 的证明
,

根据
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r ( x ) · , 二
一 ,

( x ) + ,

毕万二 {
` (

二 一 , ) ’
一 ’

f
《二 ,

( , ) 、 ,

气爪 一 1少 I J a +

两边用问题 I的余项算子及作用
,

并注意 Rp
” 一 ; = o ,

即得余项表达 ( 1
.

8 )
.

用I耐 ( x ) 和 I育代
二

)分别表示 f ( x) 关于插值问题 I和 .I 的插值样条函数
,

不难证明

( x 一 t )
一

( x 一 t )
I

, 戈

(二 一 1 ) !

= 1
.

气一一共一
-

. , 吸m 一 1 ) 1
( 2

。

1 5 )

从而

K (劣
, 亡) = R二

( x 一 t )

( m 一 1 ) !

( x 一 t )
二
了石五)不

一 I
。 ,

( x 一 t )

( m 一 1 ) I

.一

广
邢 t

( x 一 玄)

一一牛一
~

= R
( m 一 1 ) !

(
x 一 t )

( m 一 1 ) !

m 一 l

( x 一 t )

( m 一 l ) !
( 2

。

1 6 )

据表达式 ( 2
.

1 6) 不难证明K x(
,

)t 的四条特征性质
,

证明略
。

最后
,

问题 .I 的余项核为
爪 一 l 川 一 1

一 ( x 一 t ) ( x 一 t )
尺

一

( 一 i )爪
.

丈 , 专粉
-

= R,

丈
~

下未
一一

( 一 1 )爪
( m 一 1 ) ! “ 丁

( m 一 1 ) l
、

= R ,

兰韶兴于
( 一 `” + ’ , ( t 一 x )

( m 一 1 ) !

( t 一 x )
一 天`

~

而万汁
” K ( `

, x
)

·

还有定理 5 最末关于自共扼性的断言
,

也是 明显的
。

定理 5 证完
。

3 对样条H B插值的推广

按照〔 4 〕
,

引入样条 H B插值的关联矩阵 (公二`d en ce 二川 ; ix) E和 E

: = (
· ` , )
竺:

,

e i j = 0或 1 ,

若
= (不

·

)
二

,

m 一 I

] 一 0 ,

价 一 1

梦 一 0 ,

e “ , = 0或 1

又令

沉 一 1

艺 e i j + 优 -

j
一 0

I 衍 一 1认
,

” , = 艺 名 e 砰 , + 脚

拌一 1 1) . 0

"E:-l
一一刀

s : 二

{
,
( x )

: · ` x
, = , m一

且当
e` j = o时 夕i j = 0

掩

( x ) + 艺

-m
:

(
: 一 二 i )爪

一 j一 `

尽夕
` ,

砰下谕
一
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I

S , : = { 趁( t )
: 。

( t ) = P二
_ :

(` ) + 名
拼 . 0

艺 下“ v

( ` ; 一 `)少
` ’

(二 一 , 一 1 ) !

且当 印
, 二 0时 知

, = 。 }

其中乡, _ ;

( x )为任一形 一 1次多项式
。

一刀ie0关于联阵 E
,

i )

11)

,

总假设满足
。

+ e o ,
币 一 j一 = 1 , e掩+ 1 ,

j + e卜 : , 阴 一 j 一 z = 1 ,

。 i了+ e 拼 , m _ j _ 、镇 1 当翔 , 才拌时
.

相应地将插值问题 I修改成问题叮
:

: ` , ,
( t; ) 二 f

`” 之( t拌 ) 当

插值问题 1.1
:
求、 S尹使

求妮 S
,

使

e , , 气1时
,

O( v 《 伏 一 1 , O ( 群( l 十 1
。

” ` j) x( ` ) =f
`
;.j唾幻 )

.

当旬 j = 1时 q喊 j ( 二 一 1
, 。落`《 舟十 1

.

前面诸定理 1一 5, 可以完全平行推广到这里的问题耳和
;

11几
.

定理的形式也完全保

持
,

只要作几点补充说明
:

1) 定理 1 中的P应理解为 :

P =
_

艺 e。 , , + 艺 e z
+ x , v

V 一 D 梦 一 0

2 ) 出现在各定理和引理中凡j (
:

)只要对

时给定义
,

从而各求和式中也相应要附力命ii =

3) K ( x, o 的零点性质
,

须理解为

e ` z ” 1时 加以定义
, 丫; ,

( , ) 只对 杨
= l

1’, 勺
, 二 1的条件

.

U ; v
K ( x , t ) = o

V ; j K ( x ,
t )

= o

当
e , , = 1时

,

当
。 f j争i 时

。

4 举 例
例 1 令

{ x i }

{ t拼 }

a = 朴 < xl 二 b
,

丁
+ ` : a 一 `。 < … < `二 + : 二 b

s 二 , , : 二 尸 , _ , … m 一 1次多项式集合
J

(
_ _

一 , 一 `

S
· ` , · ` : 一

{
’ ( ` ,

: ’ ( , , 一`

只
几̀ t̀ + 公 了拼

( t; 一 , )护
一 `

( m 一 1 ) ! }
~

了
\

决二

插值问题几

插值问题 .I
:

” = 执 , n , = 2”
,

N = 界 ,

N , = n , 。

求 S o P 二
一 、
使 S (

t f ) 二 封i ,
f = i ,

… , ,

求、 S二 r , 。 ,
使

。 `了,
( x i ) = f

` j ,
(

x i )
,

j 日 。 ,
1… ,

m 一 i
,
公== o

,
x

。



第四期 样 条 函 数 的 J 扼 插 值 ( I )

问题 I
,

1 .
都是唯一可解的

.

可见研究多项式插值的共辆插值
,

可以 引 出样条函数

插值
。

例 2 设 , 二 , , :

{ x ` }合
+ ` : a = x 。 < … < x 。十 ; = 占

S 二 S , : 二 厦S ( x )
:

S ( x ) = 夕打
(

x 一 x i )杭
一

j
一 `

( m 一 j 一 1 ) !

不艺钾k艺i-1
十,’xa

卜公咧m
,̀

.’~

其中 , 二 2人为偶数
。

插值问题 I = .I
:

求 S (x) 韶
,

使

S ` j ,
( x i ) = f

` j ,
( x ` )

,

j = o
,

i , …久一 i ,
f 二 o

,

i ,

…
,

k + 1
。

这一 问题是自共辘的 , 称为m阶的 H一样条插值问题
,

它是唯一可解的
。

例 3 给定 m 二 3 , , = 砂 = 魂x * }
一

沙
` ,

:

\
、

||
声
月

1 1 0

0 1 0

、

l
声/1 0 0

1 0 0 苦

1 1 0
:

1 0 0

z了了夕,.||||t、、
几

一一E

E 和 E 都是 ( k + 2 ) x 3矩阵
.

这相当于给定
:

s 二
, , : 二 {

。
( x

)
: 。

( x ) = 乡:
(劣 ) + 艺 夕; ( x 一 x ; )寡 /

:
}

s ! ` , · , : 一 { ”
(` )

:
·

” (` )
== p:

( `) +

弄
: y , ( ,“ 一 `)

·

}

其中
, 二 ” 尹 二 k+ 3

.

插值问题 1 1
:

求
:

( x) 招
二 , 。 ,

`

使
u

(
x 。

) == f ( x 。
)

, u
( x 、 + :

) == f ( x k十 :
)

, 。 `

(
x ; ) = f

l
( x i )

,

i = o
,

i
,

…
,

吞
。

插值问题1 1 . :

求。 ( t )
。 S二 , , 。 ,

使
。

( x i ) 二 f ( x i )
,

i = o
,

1
,

…
,

k + 1 , 。 `
(

x 。十 ,

) = f` ( x * + :

)

因此 N 二 N 尹 = n = 耐
,

P = 二 二 3
,

从而据定理 1 知 了 二 q 二 k 十 3 ,

这两个问题同时唯

一可解
.
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D u a l S P il n e I n t e r P o al t io n l

—
P o ly n o m i a l S p l i

n e

众 Y赵 e s h e砚 g

A七s t r a c t

W
e

d i s e u s s t il e i n t e r p o l a t i o n p r o b l
e m ( I )

: , ` , ’
( * , ) = f ` , ’

( t。 )
, o 《 , 《 p , 一 1

,

t

a `x . +

枯一 1

E 口i

j 一 0

k艺州
óEi-0一一

l
了、护

.、

一一o簇拌《 l
+ i ,

b y e l e m e n t s i n s 赵(
x

)
: 。

(
x

)

a n d i t s d u a l p r o
b l

e m ( I `
)

: v ` j ,
( x i ) = f ` j ,

( x `)
一

o ( j ( 《 : i一 1
,

o ( i ( k + l b y ,

efehW

l
叮卜̀.1

I名
+

·
,

一
`· “ , ·

{
· `· , :· `· , 拼 _ 1

= 艺 久料 x ”
占“ v

拼一 0 拌一 盆

P拼一 1

名
, 一 0

( t拌 一 t )
十 用一 , 一 `

( m 一 v 一 i ) 1

0 ( : i《 祝
,

0《 p料 ( 执 , p。 + r 。 = p z+ x + r 吞+ 1 = m
, a n d : s + p料 ( m w h e n x i 二 t拼

.

T h e

f o
l l

o w i n g t h
e o r e m s h a v e b e e n p r o v e d : T h e o r e m 1

.

R a n寿( I 尹
) = R a , k ( I ) +

二 一 p。 一 p z , 、 , a s a e o n s e q u e n e e 15 t h a t p r o b l
e m ( I ) a n d p r o b l e m ( I 尹 )

a r e

e q u e v a l e n t i n t h e s e n e e o f u n iq u e n e s s a n d e 工 i s t e n e e o f s o l u t i o n
.

T h e o r e m

I
+ I P料一 1 ( v )

2
.

T h e r e e x i s t : e s i n t e r p o l t a i n g f i n p r o b l e m ( I )
,

i f 艺 E 丫, ,

(
。

) f ( : , )
拌一 0 少一 0

= 0 f o : a l l
v o s , a n d y ` j ,

(
x i ) = o , o ( j 《 : i 一 1

, o ( f簇 k + 1 ,
w h e r e 丫, , ,

(
v

)

二 ( 一 1 )爪
一 v

〔。 `娜 一

卜 ` ,
( t , )〕

, t h e n o t a t i o n 〔夕(玄产 )〕三 夕( t , + 0 ) 一 夕 ( t; 一 0 )
,

f o r

t , 今 a ,
b

, 夕〔(
a
)〕 = 夕(

a + o )
,

〔g ( 6 )〕
= 一 g (占一 。 )

。

T h e o r e m 3
.

I f t h e s o l u t i o n

0 f p r o b l e m ( I )
e x i s t s u n i q u e l y

,

t h e n f o r fo
C 沉〔a

.

b〕, T h e r e m a n d e r o f ( I )

r b
_ ` _

_
` _ _

“ 刀 f (小 {;
K ( x , `) f

` , ,
( ` ) d ` “ n d ` h e r e m a n d e r o ` ( I `

) ` , R .
( x ) ·

{
b

_
_ _

_ _ _
`

_ _ _ _

_
_ _ _ _ _ ,

_

_
_

_ _ _ _

K . ( x ,

t ) f
` 爪 ,

( t ) ( 一 1 )
` 几 d t , w h e r e 人 ( x ,

才) = R二 谧( x 一 t )
+ m 一 ,

八 切 一 l ) ! } =

R t . { (
x 一 t )

+ 沉一 `
/ (二 一 1 ) ! }

,

K .
( x

, `) = K ( t
, x

)
.


