
关于超实数的公理化体系 ()I
’

— 对 K ie s le r公理体系的补充意见

乡己 哲 锐

( 物理学系 )

摘 要

木文对 G oe t h al s 关于非标准分析的预言进行了探讨
,

对 K e , s le r

关于超实数的公理化

体系作了评毛色
.

1 97 3年
.

在非标准分析问世十三年之后
,

著名数理逻辑学家哥德尔作了如 下 的 预

言
: “

我认为
,

在未来的几个世纪中
,

人们将会认为这是数学史上的
一

片大怪事
,

在发

明微积分之后三百多年
,

第一个精确的无穷小理论才发展起来
.

信
、

非标准分析
,

将以这种或那种形式成为未来的数学分析
” 〔’ 〕

个初步尝试
,

并准各进而探讨其物理应用
。

“
我有充分的理由相

。

本文是循此想法的一

一
、

问 题 的 提 出

1 9 6 0年数理逻辑学家 A一洪逊创立了数学分析的新领域— 非标准分析
,

从 而 在

持续了三百多年的关于有穷与无穷的争论中开辟了新的篇 $’:
.

1 6 6 6年
,

牛顿和莱布尼兹

差不 多同时创立了微积分
.

这个理论以 其在应用上的巨大成就和生动
、

直观而 今 人 析

服
,

而又由干逻蛛上的矛盾而令人困惑
。

1 8 2 1年
,

柯西在他的 《 分析教程 》 中首次把微

积分理论建立在极限概念的基础上
.

柯西一韦尔斯特拉斯理论 以其逻辑推理的严谨性使

大多数数学家感到很满意
,

而又以其拐弯抹 角
、

十分绕嘴的极限定义使许多初学者不得要

领
。

实际
_

仁
,

柯西的理论仍然有循环论证的弊病
,

作为这个理论的基本出发点的极限概

念是建立在实数系的连续结构的基础上的
,

而实数系本身的构
之
介

,

反过来又必须借助于

极限概念 〔2 , `〕 .

能不能有这 样的微积分
,

它既具有牛顿时期微积分理论的生动
、

直观
,

而

又保持逻辑上的严谨性? 1 9 6 0年
,

鲁逊涣在现代数理逻辑和模型论的研究成果 的 墓 础

上
,

提出了分析的非标准模型
,

从而为实现这个想法奠定了理论推础
.

流行至今达一百

五十 多年的柯西理论称为标准分析
,
而同样流行过一百五十多年的牛顿

一

莱布尼 兹 理论

称为古典分析
。

非标准分析的问世
,

标志着数学分析发展到了第三个历史阶段
。

一百多

. 本 交1 9 7 8年 3 月收到
,

1 9即 阵10 月樱作者修改
。
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年来
,

极限理论已经渗透到数学的各个分支
,

并成为自然科学语言的组成部分
.

如果非

标准分析取 代了标准分析
,

这一分析基础的重大变革必将对数学的各个分支产生深刻的

影响
,

并对数学与物理的教学与研究带来不可估量的影响
。

因为语言的进化意味着思维

的进化
,

从而意味着可能更快地获得新的发现
.

二
、

问 题 的 根 据

让我们以一个简单的例子来说明古典分析
、

标准分析与非标准分析的差别
.

设 自由落

体的路程
x
与时间 ,的关系是

x = 5t
“ ,

从时刻 t至 t + dt 的位移 了x = 5 ( t + clI )
2 一 51 2 = 10t ,lt 千

5、 , 2
.

从而平均速 度
卒

一 1。 ; + 5、 ,
.

在求瞬时速度的时候
,

牛顿面临两者 择一的选择
:

” ~
“ ’ `产 、 ” ’ “ ’ `

勺 ~ ~ dt
` v

`

” 一
’ . ’ J一 ’ ` 一

~
” `

一一
” ` ” ` ’

~
’

“ ~ 一
’ 11 ’ . `

二“
. ,一 。 ” “

’

一
`

一

( 1 ) 或者 d t 铸 0 ,

映该瞬时运动的快慢
。

( 2 ) 或者沙才
= 0 ,

,
, 、 、

_
,

一
, ,

一
_

、 d x _ _ _ ,
_

、 “
_ 一 , ~

.,

. _ ,

~
.

二
.

一
, 。

、
。 _ , .

_

贝U还 上可
一

、

t乙均 〕墨 发一亏万一
-

= I U了十 勺 a Z )I ,热刁
、
;亡游不h丁迷没

, 刁、 仃甘(让了川 2又
U 不

但这时 比 值 显然没有意义
。

在这两难的情况下怎么办 ?
~ 一一 一

. 、

d x

只 月 仕寺致
-

万厂
二 1 0t + 5山的左端让 dt 子 。 ,

而在等式的

右端又让 dt = 0 ,

这就显然陷入了逻辑上的矛盾
。

就这样
, “
高等数学中的几乎所有的证

明
,

从微分学的最初的一些证明起
,

从初等数学的观点着来严格地说都是错误 的
” 〔” )

.

这样的
“ 是 O非 O ” 的dt 就是古典分析中的 .’t 申秘的无穷小 ” .

矛盾的产生在于
“ 无穷小

” 在实数域中并不存在
.

柯西理论的要点是把无穷小仅仅

理解为
“ 以 。 为极限的变量

” ,

从而在论域 中把无穷小驱逐出去
。

囚此
,

瞬时速度被理

解为当刁 ,趋向。时
,

平均速度

半
二 1。 , + 5: , 的极限

.

而更严格的说法是
: “ {)rJ ;汗给一 个

l)J
一

「 / 沪

一
`

一
’

~
” J 一 ” “ 了 ’

一
J

~ ~ 乙 t
- - -

一
`

’

`

~
` “ “

”
” `

一

~ ”
曰

` ’ `

~
`

~ 一
’

_
、 、 .

_
I、 、 , * 二 、 , 、 _ , 人

_
、 卜 , 。 。、 , 二

、 , , , 月 . _ 。 _ , .

刁x . _ 、

、 。 二 “
. 、 _ 卜 , 1 . : , . , :

,

卜

正数
: ,

我总能找到一个正数占
,

使得 当 1山 } < 6时
,

}
一

夕:冬 一川 <
。 .

这 样的
。就叫 l瞬时速土匕

姑
“ ’ , 人

`

。
r J ` J

八 产
“ ’

一 ~
一

” 、
` ’ “ 一 ` ’ 一

’

` 、 一 ” J

” 次
一 ’

一
,

~
`
”

` 、 ` 一
邵

“ ” ”
” J

~

度
. ” 这样一个似乎只能无限靠近

,

永远不能达到的
v ,

在极限意义下又忽丝达 到
一

自

这是一 种巧妙地迥避问题实质的回答
.

正如 D
·

希尔伯特在 1 9 2 5年听指出的
: “

对 数 学

来说
,

无限的意义还没有完全得到澄清
.

在韦尔斯特拉斯的分析中
,

虽然通过把有关无

限小和无限大方面 的叙述归结为有限量之间的关系
,

从而消除了无限小和无限大
;
但是

这个无限仍然出现在定义实数的那些无限的数列中
,

并且此外还 出现在实数系经这个溉

念中
,

从而这实数系统就被理解为好象是一个既完成又闭合的整体
” 〔` 〕 .

这样
,

山引入

实无限小而把实数系统扩大这一非常自然的步骤就被轻率地忽视 了
。

马卜标准分析是建立在对形式 i星辑的本质的更深刻的理解的基础上的
。

使用过计算机

的人都知道
,

计算机是按照人们事先给它设计好的符号
、

符号使用规则及安排好的程序

来模拟人的 某些逻辑思维的
。

只要 人们的安排中没有逻辑矛盾
,

计算机就不会得 出白相

矛盾的结果
.

但计算机是这样一部思维机器
,

它想得 比常人快千万倍
,

但它不知泣 自己

在想什么
.

当人们在进行抽象思维的时候
,

当他哲时撇开他的概念所由发源的现
’

又原皇
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的时候
,

情况也与此相似
.

所不 同的是人总是要不断地从现实原型中吸取营养以丰富和

发展 自己的概念
。

计算机只 t’) 谨得
” “ 0 ” 和 “ 1 ” 两个符号

。

至于这
“ O ” 和 “ 1 ”

究竟是 八表电压的低和高
,

电灯的亮和暗
,

晶体管的导通和截止
,

如此等等
,

原则上都

是任意的
。

计算机是用
“
形式语言

”
来模拟逻辑思维的

,

它可以而且必须完全撇开思维

的内容
,

正如形式逻辑只讨论思维的形式一样
。

无穷小 是 从 现 实 世 界中借来的
,

正

如 i = 丫二万
一

是从现实世界中借来的一样
.

复数之所 以得到公认
,

除了它非常有用之 外
,

就是因为它被成功地纳入逻辑体系
。

无穷小的历史作用显然更大
,

而它之所以得不到公

认
,

就是 由于人们虽然经过多方努力仍然不能够成功地把它纳入逻辑体系
.

现在情况巳

经完全改变了
。

标准分析本身就是一种形式语言
。

实数及建立于其上的运算构成实数域 R
。

用以 谈

论 R的形式语言记为 L
,

L 中的任意语句是一个关于尸的命题
,

当然它要么是真 的
,

要 么

是假的
.

L 中一 切真语句的集合记为 K
,

并称 R是 K 的一个
“
模型

” .

所谓一个 语句集合

有模型
,

就是说至少存在一种解释使得该语句集合中的一切语句皆为真
.

例如
,

标准分

析中的一切定理 K在实数域 R中的解释为真
,

在有理数域 Z中的解释就不全为真 (如
从
X 么 一 2

二 O有解 ,’)
,

故 R是 K 的模型
,

但 Z不是 K 的模型
。

一个语句集合如果推不出矛盾
,

则称为

逻辑上协调的
.

重要 的是
,

根据哥德尔的完全性定理
: “

一个语句集合是协调的
,

当且

仅当这语句集合有一模型
。 ”
以 及紧致性定理

: “

如果一个语句集合的每一个有限子集合

都有模型
,

则这个语句集合有模型
。 ”
因此有下列非常简单的推论 (鲁洪逊首先作出的 )

:

下列无穷语句集合 { K
。

} (
,
可以是不可数无限 )

K
; :

存在
。
使 0 <

。 < l

1一21
存在

: 使 O <
: <

存在
e
使 。 <

。
\ 万

2..”二
KùK”

的每一个有限子集合显然有模型 (这就是实数域 )R
,

于是根据紧致性定理
,

无穷语句 集

合 ` K
·

, 衣身有模型 ( 己̀为“ · ,
.

这样一个对一切自然数
·
都 i茜足。 <

。 <
长

一

的。 ,

在实数域

R中是于少李的
,

但它却可以存在于尺
.
中

,

并称为等吞容小
·

这样
,

标准分析 中的一切

定理和公理 (除阿 几米德公理 外
,

下同 )和无穷语句集合 { K
。
} 在一起有模型 R气 这样

,

我们得到了一个数学结构
,

在它的论域 R .
中不仅包含 R而且包含无穷小量

。 ,

使 得 标 准

分析中的一切真命题在 R带中的解释仍为真
。

一句话
,

曾是在人们
“
认识彼 岸

” 的 无 穷

小
,

现在可 以纳入逻辑体系
.

三
、

非标准分析的公理化体 系

历史上一些重大的科学发现
,

其出发点住往可以归结为一两句话
.

狭义相对论是如

此
,

广义相对论是如此
.

罗 巴
一

切夫斯基几何也是如此
。

作为一个鲜 明的对比
.

我们对后
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者的历史作一简短
!
.

自回顾
。

历史上第一个公理化体系一欧 几里德几何是科学思想的里程

碑
。

两千多年来
,

许多著名数学家企图证明欧氏几何的第五公设而归于失败
.

罗巴切夫

斯基从如下 的猜想出发
:

第五公设是不可证明的
,

即第五公设的逆命题与欧 氏几何的其

他公设并不矛盾
。

罗巴切夫斯基用如下的公设来代替第五公段
: “ 平面内过给定直线外

一点至少可作两条 ( 注
:

作为推论则有无穷多条 ) 直线与给定直线平行
. ”

而依原样保

持其他公设不 变
,

从而创立了逻辑上一致的罗氏几何学
。

往后的发展证明了第五公设不

可证 明的猜想是完全正确的
,

我们将完全仿照这一思想
,

从实数系的公理出发来建立超实数系的公理化体系
。

我

们的体系与 K e i s l e r 的体系是有基本分歧的
。

本文在完成初稿时并未见到 K e il s e r 的

书 〔6〕 ,

后来我们才与该书作了比较
.

下面在阐述我们观点的同时
,

兼做一些比较
.

实数系 R有 4条公理
:

(一 )尸的代数公理

( l) 闭合律
: 0 和 1 是实数

.

若
a 和 b是实数

,

则 a + b
, a b

, 一 a 是实数
.

若
a 是实数

且
a 午 。 ,

则 1 /
a 是实数

.

( 2 )交换律
: a + b = b + a , a b = b a .

( 3 )结合律
: a + ( b + e

) = (
a + b ) + e , a

( b
e
) = (

a b )
c .

( 4 )同一律
:

( 5 )反演律
:

0 + a = a , 1
. a = a 。

。

+(
一 。

)
= 0

.

若
a 今。 ,

则 a .

工 =

( 6 )分配律
a ·

( b + e
) = a

b + a e .

(二 ) R的序公理

( 1 ) 0 < 1
.

( 2 )传递律
:

若 a < b和 b < 。 ,

则 a < 。 。

( 3 )三分律
: a < b

, a 二 b
, a > b

,

三式有且仅有一式成立
。

( 4 )和律
:

若 a ( b
,

则 a + e ( b + e -

( 5 )积律
:

若
a < b

,

且 。 < 。 ,

则 ac < cb
.

(6) 根公理
:

对每一实数
a > 叮口每一 正整数

n ,

都存在实数 b > o使得 b
“ = a .

(三 )尸的阿 几米德 公理

对钉一实数
a 。

都存在一正整数
n
使得

a
<

n 。

(四 )R的连 续性公理 ( C
a n t o r

)

对于每一个节套
,

有且仅有一个实数夸为所有区间所共有
。

此处的节套是指一连 串区间〔 a , ,
b

,

〕卫 〔 a Z ,
b

Z

〕卫 … 卫 〔a 。 ,

b
。
〕卫 〔a 。 十 : ,

b
, + ,

〕卫 … 满

足当 n 、 的时 b
, 一 a ”

” 0
.

连续性公理有 D e d e k i n d
,

W
e i e r s t r a s s ,

C a u 。 h y和 C a n t o r的

四种不同表述
,

若阿几米德公理成立
,

则它们是等价的
。

此处我们采用独立于阿几
,

米德

公理的 C a nt or 表述
。

我们来讨论 R上的阿几米德公理
。

公理的这种表述等价于
:

不存在无限大的实数
。

因此又等价于
:

不存在无限小的宝
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数
。

因为对每一实数
a
都存在正整数

n
使得

a < n ,

等价于对每一实数 b 一

奢都 存 在 正整

数
。
使得 b>

一

含
,

因止匕不存在无限 ,J
·的实数

。

而上述公理的否定
,

即非阿几米德公理可表为
:

存在一个超实数
。 > O ,

使得对一 切

正整数
“
都有

。
<
专

. 。称为正无穷小
.

非阿公理也可等价地表为
,

存在一个超实数: > 。 ,

使得对一切正格数
n
都有刀>

n 。

刀称为正无穷大
。

实际上只要取刀
= l /

。即可
,

K e i s le r
关于实数系只提出前三条公理

,

而丢掉了连续性公理
,

这 是 一个重大的疏

忽
.

而 K e is l e r
关于超实数系又提出了六条公理

,

我们认为只需采纳 他 的 前三 条公理
,

而后三条公理是可以证明的
,

因而是多余的
.

为方便讨论
,

现引用 K e i s
le

r
关于超实数系 R ` 的六条公理如下

:

(一 )
. R . 的代数 公理

侮一实数都是超实数
.

若
a 和 b是超实数

,

则
a 十 b

, a b和 a 一 b是超实数
.

若
a 是超实

数且
a 今 。 ,

则 l/
a
是超实数

.

交换律
、

结合律
、

同一律
、

反演律
、

分配律对一切超实数成立
。

(二 )
余 尸. 的序公理

传递律
、

三分律
、

和律
、

积律对一切超实数成立
.

对每一超实数
a > O和每一正整数

n ,

存在一个超实数 b > O使得 b
” 二 a 。

(三 ) . 无穷 小公理 (即非阿 公理 )

存在一个正的无穷小超实数
。

(四 )
. 标准部分公理

:

每一有限超实数均无限接近于刚好一个 (不多也不 少 )实数
.

(五 )
. 函数公理

:

对于每一个 (一元或多元 ) 实函数 f
,

在 R . 中均存在一 个与之 相

应的 ( 一元或多元的 ) 函数 .f
,

称为 f的自然开拓
.

特别是
,

由加
.

减
、

乘
、

除 所 确定

的函数由公理 (一 )
.
来决定

.

(六 )
帝
解公理

:

如果两个公式系统在 R中具有相同的解集
,

那么
,

它们 在 R命中 亦

具 仃相同的解集
.

( 公式系统是指有限个等式和不等式的集合 )
.

我们把实数系 R扩大到超实数系 R . 的做法是
:

第一
,

引入非阿公理从而把实数域扩

大
,

这就是 K e is l e r的 (三 ) 、 第二
,

规定对实数系适用的代数公理
、

序公理同样适用于

超实数系
,

这就是 K e i s l e r的 (一 )创二 )
. 。

除此之外
,

不再引入任何 其他 公理
。

以下我

们将证明 K e i s l e r 的公理 (四 )
.
(五 )

.
(六 ):

我们把超实数定义为对实数及无限 小
`进 行有限次 (

n
次 )代数运算而得

,、勺一 个数
,

这

个数如果是有限的
,

就称为有限超实数
,

如果是无限的
,

就称力无限 超 实 数
,

容易验

证
,

不存在第三种可能性
。

依照这个定义
,

极易证明 (从略 )
,

一 叨有限超实数均 取七+ 。

的形式
,

此处若为有限实数
, 。
为无穷小

.

在定义中我们排除了无限次代数运 算
,

因为所

谓
`

无限次代数运算
’

是一个尚未定义的概念
。

往后我们将给出它的定义
.

定 义
: n 次代

数运算的结果可视为
n 的函数 f( n)

,

同样
, 。次代数运算的后果可视为。 的函数 .f(

口
)

.

此

处。 是无穷大自然数
.

依此定义
,

无限次代数运算的结果只能是有限超实数
、

无 限超实

安交或者不存在
.
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容易证明
,

(定理一 )有限超实数采取 省+ `
的形式是唯一的

.

反证法
:

若取两种不

同的形式
,

省
; + 。 , = 言

2 + 几 ,

则 若
: 一省

: = 。 2 一 。 , = 无穷小

但依 R 的阿 几米德公理
,

两相异实数之差言
, 一氛不能 等 于 非零无限小

。

… 左一 言
。 二 O ,

.’. 。 : 一 。 : = 0 , .’. 若
工 = 省

: , 。 1 二 。 : 。

得证
-

(定义一 )如果有限超实数
a ,

b之差为无穷小
,

即 a 一 b = 。 ,

就称
a 无限接近 于 b

,

或 b无

限接近于
a ,

记以 a 二 b或 b二 a 。

(定义二 )如果有限超实数
a
与实数 b之差为无穷小

,

即 a 一 b = 。 , a 二 b
,

就称 实效 b是

超实数
a 的标准部分

,

称
e
是超实数

a 的非标准部分或无穷小部分
.

显然
,

根 据 定理一
,

有限超实数的标准部分存在且唯一
。

这就是 K e i s l e r的标准部分公理 (四 )
. 。

而 月
,

有限

超实数的非标准部分也是唯一的
。

今后以
。

( a) 标记有限超实数
a 的标准部分

。

R上的 C a nt or 公理
,

在 R .[ 和可表述如下
:

对于每一个节套
,

存在着无 穷 多 个形如

七十
。 i的超实数为所有区间所共有

,

其中言是唯一的实数
, 。 i是任何无穷小量

。

这是因为按

照 R的 C a nt o r公理
,

每一个节套有且仅有一个实数占属于所有区间
,

再根据 R . 的 非阿公

钾和 定理一
,

属于所有区间的还有一切形如若+ 。 i的超实数
。

其中 i标志不同的无穷小最
,

i可取遍全体自然数
,

或者比如说全体实数
.

集合 { 言+ 。` } 称为以实数占为中心的 单子
。

于是
,

在 R . 中每一节套的交集是一个单子
.

但这一陈述己不是公理
,

而是定理
。

很容易把实函数的概念推广到超实 数 域 R . 。

(定义三 )若
x , y ` 刀. ,

且从 x 到 y 建立了

一对一的对应
,

则称这个对应在 R . 上定义了一个超实函数
,

记为 y = f ( x)
.

如何把已知的实函数的定义域及值域延拓到户气 这是一个在未曾有函 数 定 义的区

域如何补充定义的问题
,

因此
,

原则上是任意的
。

K e is l e r 的函数公理 (了已)气 实际土是

至于 “
自然延拓

” 的一个不完整的定义
:

因为它规定由加
、

减
、

乘
、

除所确定的函数关

系由公理 (一 )
兴

来决定
,

在除此之外的情形下
“
自然延拓

”
如何规定呢 ? 这里没有回答

。

回答在别处
:

解公理 (六 )` 哈洽就是
“
自然延拓

” 的定义的直接推 论
.

因为在 K e i S I。 r的

《无很小运算基础 》 〔“ 〕一书中给出的 自然开拓的定义是
: “
令 Y是一个实效 妹

、 , Y互 R
.

所

谓 Y的自然延拓是这样一个子集 Y带三 R辛 ,

使得每一个以 Y为实数解集的公式 系统以 I、 为

超实数解集
” .

这样
,

所谓
“
解公理

” 就是自然延拓的定义的直接推论
。

可见
,

K e i S l e r

的公理 (五 )权六 )
带
不是互相独立的

,

它们合起来就是关于 自然延拓的定义及存在性
,

而

这就是鲁滨逊的发现
:

存在着分析的非标准模型
,

R的一阶语 句 在 R 冷 ; !、 的 解 释 有着

同样的真假位
.

这是一个逻辑学的定理 ( 转移定理 )
,

当然不能作为数学的公理
.

结论

是
:

K C is 1C r的公理 (四 ” (五 ” (六 尸
卜

是 多余的
.

在下一篇文章中我将运用超实数公理来讨论微积分及占函数问题
,

!
`

厂及认;
_

子场论
、 }}的

发散困难门题
。
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