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随机点过程实质上是一大类特殊的随机过程
,

在某些文献中也称为 随 机 事件

流
、

随机事件序列或随机计数过程 ( 复合的点过程也称脉冲过程或跳跃过程 )
。

它

早期的研究差不多集中于泊松过程—
一类简单而又重要 的点过程

,
A

·

只
.

X ” H q H H’

有关
“ 公用事业数学方法

”
的著作 (如〔1 5〕

、

〔1 6〕
、

〔1 7〕)在这方面起着奠基的作用
。

随后
,

对另一类重要的点过程—
更新过程的研究以及它在工程技术 (特别是在可

靠性问题 ) 中的应用开拓了从间距性质出发研究点过程的方向
。

此外
,

在生物学
,

天文学等领域 中还要研究群体过程 ( P o p lu at io n P r

oc
e s s

) … …
。

由于应用和理论

上的需要
,

人们把这些具体过程的各种物理背景综合抽象为一个统一的数学模型来

加以研究和处理
,

于是
,

在近二
、

三十年间随机点过程就逐渐形成为随机过 程的一个

统一而独立的分支
。

目前
,

它的应用巳日益广泛地渗透到许多领域
,

但是
,

它的基本

理论还未完全成熟
,

尚有待于进一步完善
。

尽管如此
,

有一些数学家仍然认为
,

随机

点过程的发展 巳从被称作古典时期的
“

整体的静态描述
”

进入到点分布 随 时 间 而改

变(例如
,

考虑到过程的调制与反馈等 )的
“

动态描述
” ,

并且研究随机点过程的检测
、

滤波
、

预测和控制等问题
,

在数学工具方面已大量应用现代鞍论 (参看 P
.

B r e m a n
d

,

J
.

J a e o
d 〔 5 〕)

。

随机点过程的研究在我国还处于初始阶段
,

我们认为
,

要使这一分支在我国迅

速发展起来
,

首先必须尽可能弄清楚有关的物理背景和发展的来龙去脉
,

引起广大

的应用工作者的注意
,

其次是掌握它的基本理论并开展有关的研究工作
。

一
、

随机点过程的物理背景

在客观世界中
,

存在着大量的随机现象
,

其中我们所关心的随机事件具有高度

局部化的特点
,

亦即事件的发生可以认为是只限于在时间或空 间 ( 记之为X ) 中的

一个很小的范围内
,

因此在数学上可以用一个理想的点来表示
。

于是可 以 粗 略地

说
,

一个按一定的统计规律在空间 X中随机地分布的点集就形成一随机点过程
。

在最简单的情形中
,

X通常是一维的
,

人们往往就把X取为时间轴或它的一个

区间 ( 或子集 )
。
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例 1
.

一天中某 电话总机接到的呼唤形成一随机 点 过 程
。

这时 X 是时间区间

〔 o , 2 4〕 ( 以小时为单位 )
,

每一次呼唤发生的时间就是一个点
,

这个点过程的一个

现实是一时间序列 < t
, , t : ,

… …
, t N

}
,

其中 0 ( t ,

( 九( … … ( 振 ( 24
,

粉是第 `次

呼唤发生的时间
,

万则是一天内发生的呼唤次数
。

类似的例子可以举出很多
,

例如一台机器在时间区间 〔t 。
, t 。 十 T 〕内因发生故障

而停机的事件也形成一个和上例类似的随机点过程
。

又如电子管阴极受热而产生 的

电子发射
,

地球大气层的放电现象
,

在动物或人类的神经纤维中插入微电极后产生

的尖峰放电现象等
。

有时 X可以不表示时间
,
例如

,

棉纱沿着长度分布的疵点亦同样形成一随机点

过程
,

这时 X是实数轴的一个区间〔。
,
石〕

,

其中L表示棉纱的长度
。

X也可以是一个多维空间
,

这时它表示二维平面
、

曲面
,

三维空间或更高维的

空间
。

例 2
.

假若我们对某地区从时间0t 开始的长为 T的时 间区间内发生的 地震事件

(在一定的震级范围内 )进行观测
,

每一次地震的震中 (以它的经度和纬度表示 )和发

震时 间可以根据各站台的观测资料确定
。

因为震中的广度最多几公里
,

而震动的持

续时间一般是以秒计算
,

这相对于我们研究的整个地区和时间的范围是很小的
,

所

以可把它理想化为一点
。

于是
,

每一地震事件可以用一个三维向量 (节
, t )来刻划

,

而

描述地震事件的序列 (
r : , t : )

,

(
r : ,

t : )
,

·

~ …
,

( 枷
, t 、 ) 是一随机点过 程的

现实
,

其中
r ` 是表示第 `次地震震中位置的二维向量

,

it 是第 ` 次地震的发 生时

间
,

它取值于〔 0t
, t 。 + T 〕

,

于是
,

X是一个三维的时间一空间
。

分支过程和群体过程 (参看 〔12 〕)是另一类随机点过程
,

这时 X 表示一 个
“
型

空间
” ,

每一点 众X 表示具有某种属性或属于某种类型的个体
。

例 如
, x 可 以表

示人类或动物的年令
、

重量
、

肤色
,

运动质点的位置
、

速度
、

能量
,

星的亮度
、

位置

以及基本粒子 的类型 (中子
、

光子或电子等 )… … 等等
。

随机点分布可 写 成 如 下形

式
: 。 二 (

x ; , n , ; x : , n : ,
·

一
, x ,

,
n掩)

,

它表示有
n :
个点属 x ,

型
, n :

个点属 x :
型

,

·
” …

,

摊 个点属
x 为型

,

其中 k 及
。 , , ” : , ·

一 叭都是随机的
。

在上列例子中
,

空间 X 是数直线或多维欧氏空间
。

有时为了理论或应 用 的需

要
,

还可以把 X 推广到更一般的抽象空间的情形
。

除了自然界的随机现象本身产生随机点过程外
,

在随机过程理论及其应用的研

究中
,

特别是对过程轨道的局部性质进行研究时
,

常常也会产生随机点过程
,

著名

的
“
跨越门槛

”
问题就是这样的一个例子

。

这类问题是研究一随机过程的轨道向上

或向下跨过某水平
“

( 特别地
、

当 、 = O 时就是跨越零点 ) 或某曲线 C ( 如为闭曲

线则是向内或向外跨越 ) 的时间分布
,

它在实际应用中有重要的意义
。

例如
,

在船

舶适航性的研究 中
,

要求算出船舶在海浪作用下引起摇摆时横倾角 0 ( t ) 在 某时间

伺隔内取零值的平均次数或超过土 25
。

以外的平均次数 ( 这里 0(t )是一平 稳正态过
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程 )
,

求出船舶桅杆越出某个由横倾角与纵倾角构成的园锥外所逗留的 平 均时间
,

求出定点海面浪高 ( 亦为平稳正态过程 ) 超过某定值的平均次数等等
。

除此之外
,

随机过程的
“
随机抽样

” , “
随机缺漏

” 和纯跳跃过程在某时间间隔内跃度超出某

范围的次数等问题也产生不同类型的随机点过程
。

最后还要指出
,

许多随机过程
,

例如连系于排队论和可靠性理论 的 平 稳随机

过程 {若, }
,

它的平稳分布常常由一个嵌入的随机过程 ( 马尔可夫 链或更新过程 )

铸
。

} 所决定
,

其 中 lt, at, 一 nt …是一随机点过程
,

它的发生 时间间隔相 互独

立
,

这个点过程就是所谓
“
嵌入点过程

” 。

最近 K 6in g 等人 ( 参看 〔19 〕 ) 进 一步

引入所谓
“

具有嵌入标值点过程 的随机过程
” ,

他们把序列 { t 。 } 的独立性假设除去
,

而且所引入的空间是一般的拓扑空间
。

这样的
“
嵌入标值点过程

”
问题是近年来一

个值得注意的研究方向
,

由此亦可看出一般随机过程的研究会引起随机点过程的问

题
。

二
、

随机点过程的两类统计特性

对于随机点过程来说
,

人们关心的首先是代表随机事件出现的时间
、

地点或状

态 的点的统计规律
,

这些规律通常联系于随机点分布的两方面的性质
:

( 1 ) 计 数 性 质

随机点过程的计数性质联系于点分布落在 X 的某子集中的点数
。

当 X 是实数

轴 R 二 ( 一 co
, + co )或正半轴R

十 = 〔 。 , + co )时
,

令 N , 表示在区间〔 O
,

门内出

现的点数
,

即事件发生的次数
。

易见 <N ,
,

et R } 本身是一个取非负整数 值的递增

随机过程
,

我们称为随机点过程的
“
伴随计数过程

” ,

下面将要证明随机点过程和

它们的伴随计数过程之间存在一一对应关系
,

因此
,

人们有时直接把计数过程称做

点过程
。

在统计资料的分析中
,

所谓
“
平均发生率

”
有着特殊的意义

,

它是单位时间内

事件的平均发生次数
。

通过观测对记录到的事件的发生次数进行累加并描点 ( t
,

N ,
)

而画出统计图
,

从图中就可看出平均发生率
。

但是
,

这样的图只是给出N , 的一个现实
,

根据一个现实而进行的统计分析不

一定能充分反映研究对象的本质
。

进一步的研究需要根据研究对象 的物 理特性确

定随机过程的有限维分布
,

特别是求出 尸
,

{ N =t 掩}
,

k = 0 , 1 , 2 ,

… …
。

过程的瞬

时发生率 ( 或称强度函数 )

久( t ) = 11。
P

·

{ N t + 、 一 N t ) o }

h , 0

就是一个能反映过程的计数特性的量
。

久( t )可能是一个常数
,
也可能是依赖于 t 的
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函数
,

或在某种意义下是一个随机变量或随机过程
。

但是
,
久( t )作为一个极限可能

不存在
,

这时只 能 讨 论 强度 tA
,

粗略地说
,

A ,
表示在 〔 O

,

们 内 的平均发生次

数
。

在理论上它一般是普通的斯蒂阶司测度
,

但也可能是依赖于过程 N , 的过去或

其它随机过程的随机测度
。

随机点过程问题的研究
,

新模型的建立以及随机点过程

在控制问题中的应用等常常是围绕着与 几( t ) 或 A t 有关的问题展开的
。

( 2 ) 间 距 性 质

这里所说的间距是指一事件的发生和相继的另一事件发生之间的间距
。

当 X是

时间轴 丑 或 R
,

时
,

它就是相继事件之间的时间间隔
。

假定 T :
是原点到第一个事

件的时间间隔
,

T i 是第卜 1个事件到第 `个事件的时间间隔
,

则 T : ,

T : ,

… … T
。 ,

… …

是一随机序列
。

随机点过程 的统计性质可以通过这一随机序列的统计性 质 反 映出

来
。

在大多数情形中
,

序列各项可以是相互独立同分布
,

也可以是相互独立但不同

分布
,

还可以是相互依赖而形成一马尔可夫链等等
。

当 T
: ,

T
。 ,

… …
,

T
,

是 ( 相互独立 ) 同分布 ( T
:

的分布可能不同 ) 时
,

重要

的问题是研究 T 产 T 的分布即
“
等待时间分布

”
( 用可靠性理论的术语则 是

“
寿

命分布
”

)
,

此外还有从任一时刻 t 到后一事件发生的等待时间—
“
接 后 发 生

时间
”
和从前一事件发生到给定时刻 t 所经过的时间—

“
对前发生时间

” 。

对应于
“
瞬时发生率

”
我们有 t’1猫界发生率

”
( 用可靠性理论的术语是

“

故障

率
”

)
,

它定义为
拌( t ) = 11。 乙t 一 ’ P { t < T ( t + 乙t 】T > t }

.

刁t , O

直观上
,

故障率近似地等于那些直到时刻 t 仍正常工作的设备在紧接着时刻 t

之后单位时间发生的平均故障数
。

三
、

随机点过程的有序性 (O
r d e r l i n e s s

)

犷

在点过程性质的研究中
, “

有序性
” 的概念起着重要的作用

。

但 它 的 名目繁

多
,

较常见的就有平常性 ( 普通性 )或辛钦有序性 , 以概率为 1 的有序性 , 一致有

序性 , 解析有序性
;
条件有序性等等

。

在对有序性作简单讨论之前
,

先引入随机点过程的平稳性这一概念
。

为叙述方便起见
,

假设 X = R
,

并把 耗X 理解为时间
。

对 于 任 意 o毛 S
< t

,

定

义 N
s , ` = N t 一 N

: 。

随机点过程 { N
t ; t 》 o } 称做平稳的

,

如果 N t 具 有 平 稳增

量
,

即对任意 。《 t :
< t : 和 h》 o ,

随机变量 N , : , , :
与 N , : + 、

,
, : + ; 有相同的分布

。

这也就是说
,

事件在某一时间区间发生 的次数只 依 赖 于 区 间 长度而与区问的位

置无关
。

有序性这一概念是 A
.

只
.

辛钦首先提出并指出它的重要性
。

在平稳事件流的讨
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论中他又提出
“
平常性

”
这一概念

,

即过程满足条件
:

尸
,

{ N t
,
t +h > 2 } = 尸

,

{ N
。 ,

h》 2 } = 。 ( h )
,

一般把这性质称做 “ 辛 钦有 序

性
” 。

直观上它表示事件不可能同时发生
,

因而可把事件发生的 时 间按 先后排次

序
。

从类似的想法出发
,

人们又引入另一种有序性—
以概率为 1 的有序性

。

如果

任一随机点分布以概率为 1 没有重点
,

即满足条件

P
,

{ t `产 t ,
,

i产 j } = i
,

就称它是以概率为 1 有序的
,

这里 粉
,

t , 是点 (事件 ) 的发生时间
。

可以证明
,

辛

钦有序蕴含以概率为 1有序
,

但反之未必成立
。

如果加上对任意 t
,

N t 有有限的一

阶矩 ( 即 E N , < co ) 这条件
,

则由以概率为 1 有序也可推出辛钦有序
,

从 而 这两

种有序性等价
。

’

对于非平稳的情形
,

情况较为复杂
,

这时有序性的定义应叙述为
:

随机点过程 < N t
,

t 》 o } 称做辛钦有序的
,

如果对 任 意 厄> 。 ,

存在 占三 6 ( t
,

e
) > 0

,

使当 6尹< 6 时有

p
,

{ N , , , + 。 , 》 2 } ( 云P
,

{ N ,
.
* + 。 , = i }

。

如占( t
,
。 ) 三占。 ) 与 t 无 关

,

则 过

程称做一致辛钦有序的
。

随机点过程 { N , , t > 。 } 称做解析有序的
,

如果对任意
。
> o

,

存 在 6三 占( `

t )> 0 ,

使当 6夕< 占时有

P
,

{ N t
,

* 十。 , 》 2 } 成
。占尹

.

如 6 ( t
,
。 )三占( 。 )与 t 无关

,

则过程称做一致解析有序的
。

易见 当点过程是 平 稳 时
,

必有 6 ( t
, 。

)三占(
。 )与 t 无关

,

这时有序性和一致有

序性是等价的
。

我们还可进一步证明
,
对于平稳点过程来说

,

如果对 任 意 t > 0,

N t均有有限一阶矩
,

则上面提到的各种有序性等价 ( 参看〔 1 〕
,
尸

.

348 )
。

还有一个要用到的概念是所谓
“
条件有序性

” 。

令 F卜 = 叮 毛N
s ,

。成 S < t }
,

即它是由过程在 t 以前的历史产 生 的 叮 代数
。

如果对任意事件 Q
e F卜 及 。> o

,

存在 己三 6 ( t
, 。

) > o
,

使当6产 < 6 时恒有

p
r

{ N t
,

t + 。 , 》 2 ! Q } 《
: p

:

{ N t
,

t + 。 , = i l Q }
,

则称点过 程 { N t , t > o } 是

条件有序的
。

显然
,

条件有序性蕴含无条件有序性
。

四
、

随机点过程的数学定义

前面已给出了随机点过程的描述性定义
,

为了理论上的需要
,

我们还要给出严

格的数学定义
。

( 1 ) 随机点分布与点列可测空间

状态空间X可以是一维或多维的欧氏空间
,

也可以是更一般的拓扑空间
,

例如 闯
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是可分的局部紧 Hau
s

d o
r ff空间

。

但为了讨论简单起见
,

这里假定 X = R 或其子

集
,

而 B 是 X 中全体波雷尔集组成的 a 代数
。

以 <` >表示 X 中某些点的集合
,

这些点可以重复
,

将它们按大小次 序 排列就

可写成 <玲 二 { … x 一 : ,
x 一 , ,

x , ,
x : ,

… … }
,

其中…… ` x 一 : 《 x 一 :

< 。 ( 气镇 …
。

我

们还假定 <x > 满足有限性假设— 它在 X 内没有聚点
,

这 意 味 着 在 X 的任意

有界集内只有 令 > 的有限多个点
。

记所有满足有限性假设的点列 <x >为 g 二
。

对于

只有
,
个点的点列一般记为 x `” ’ 二

x(
; ,

x : ,

一
` 。

o)

以 Z
十

表示全体非负整数 , B, 表示 B 中全体有界集
。

对于任意 A心 B,
,

展Z
+ ,

记

G = { <
x
>

: e a r d ( i
; x 。̀

( x > n A ) = k }
,

即 G 由 恰 有 k 个
x i 落在 A 中 的那

些 <x
>所组成

。

当 A 取遍 B, 和 k 取遍 Z
,

时
,

我们得到所有形如 G 的 集 合类 C
,

以 a( G ) 表示 由 G 产生的 a 代数 ( 有些文献称此为由投 影 产 生 的 a 代数 )
,

于

是
,
我们得到点列可测空间 ( g 二

,

a( G ) )
。

( 2 ) 计数洲度空间

所谓计数测度就是取非负整数值 ( 包括 + oo ) 的测度
。

若给定状 态 空间〔X
,

B )
,

我们把N (
.

) (或简记为N )称做 ( X
,

B )上的计数测度
,

如果它是定义 于 B上的

计数测度
,

而且满足有限性条件— 对任意A o B 尹 ,

有N ( A )
。 Z

十

< co
。

以 N 表 (X
,

B )

上所有这样的计数测度
,

于是
, 。 二

与N之间存在一一对应关系
,

我们还可 定义 N
_

!:

的 a代数 a( N )
,

使得在可测空间 ( g
二 ,

a( G ) )与 ( N
,

式 N ) ) 之间存在一一对应的可测变

换
。

事实上
,

对于给定的 ( x )
。甜x ,

定义

N
。二 ,

( A ) == 。 a r
d ( i

: x i 。 <x > 自过 )
,
姓 。 B

,

易见 N 、二 ,
(

·

)是一计数测度
,

即 N 、二 )
(

·

)

。 N
,

反过来
,
若给定计数测度N (

.

)
。 N

,

定义

x< >
(

一 (一之犷
’ , 劣

二犷
’ , X

:
“ ’ ,

… )如下
:

{
夕 ) “ “ N 〔” ,

夕’ < ” ` N 〔。
, ’ 〕

〔 y < 0 当N ( y
, 0 ) < 一 n ( N 〔夕

, 0 )

n = 1 , 2 …

n = 一 1 , 一 2 ,
· ` ·

显然 x< >
` N ’ 。 g 、 ,

这就建立了g 二与 N之间的一一对应关系
。

现再定 义 a( N )为N上由

所有形如
U = { N (

·

)
: N ( A )

= 几 }
,
A o B ` ,

阮Z
+

的集合产生的 a 代数 (与城 G )类徽
,

a( N )

也称做由投影产生 的 a 代数 )
,

我们可以证明a( N )也是 由所有形如

S 二 { N 《二 ,

(
·

)
:

( x >
。厂 } r o a ( G )的集合产生的 a代数

。

这样一来
,

如上定义的。 、
与 N之间的一一对应关系也就是点列可测 空 间 (夕

, ,

。 ( G ) )与计数测度空 间( N
,

a( N ) )之间的一个一一可测映象
,

我们用了表从。 ,
到 N的

这一映像
,

f
一 ’
表其逆映象 (对于更一般的空间 x

.

一一对应 的证 明见 J
.

万
.

M o
ay l
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(3 )拍机点过程的定义

假若给定了概率空间 (岛 F
,

P )
,

我们说一个 (给定在这空间上的 )随机点过程就是

从 (。
,

F )到 ( N
,

叹N ) )的一个可测映象f
。

因为户由f
` 二 f 了

一 ’
唯一地决定一个 从 ( g

,

F )到 ( g
二 ,

a ( G
,

) )的可测映象 f
尹
(反之

,

若给定 T 一个从 (幻
,

F )到 (。
, ,

a ( G )
,

的可映映

像 f
`
则由了= f

尹
f 也唯一地决定一个从 (犯

,

F )到 ( N
,

a( N ) )的可测映像 f
,

故随机点
.

过程也可以等价地定义 为 从 ( g
,

F )到 (甜声 ( G ) )的一个可测映象 f
尹 。

另一方面
,

基本空间上的概率测度尸通过映像 j( 对应地
,

映像 f
`

)诱导出可 测

空间 ( N刀 ( N
,

)上的一个概率测度尸 (对应地
,

可测空间 ( g
二 ,

a( G ) )上的一个 概 率 测

度尸
/

)
。

因此
,

随机点过程又可等价地定义为给定概率测度尸的计数测 度 空 间 ( N
,

试 N )
,

尸 )或给定概率测度尸
`

的点列可测空间 ( g
, ,

a( G )
,

尸 `
)

。

上面介绍 的 四 种 等价

定义是随机点过程的常用的一般定义
。

( 4 )由间距定义随机点过程与由占函数定义随机点过程

由于研究的出发点不同
,

我们还有其它定义随机点过程 的 方 法
。

例如
,

当我

们着重从间距性质出发研究随机点过程时
,

可以把每一 <x >魂
, 写成点列的形式

( …
, x 一 2 , 男 一 : , x , ,

… )
,

其 中 …石 x 一 : ( x 一 :
< 0《 x ;《 …

。

令省
; 二 x : ,

若
一 : = 一 x 一 : , 刀。 = x 。 一 x 。 一 ; , n 二 一 1

,
士

2 ,

…
,

言
; ,

专
一 : , 刀, ,

均是非负实数
。

再令

刀 = (若
: ,

省
一 : , 刀” , n = 一 z

,
士 2 ,

… )
,

全体这样的数列构成空间 S
,

它与 甜二一一对应
。

由全体形如 笼叮:
言

, ( : : ,

省
一 : ( z 一 : ,

” i : ( y i , , ” `: 镇 y i Z ,
’ ` ’

, ” 、、 镇 y i。 )的集合产生的 a代数记为 a ( S )
,

其中
,
i :

,

一 i。

取任意相异的整数值
, ` ; , “ 一 : ,

y 、 : ,

…
, y i * 为 任 意 非负实数

。

于是
,

从 (。
,

F
,

p )

到 ( S
, a ( S ) ) 的任一可测映像定义一 随 机 点过程

,

而这一映像由 P诱导出概率 测

度 P
,

故概率空间 ( S
, 。 ( S )

,
P )亦表示这一随机点过程

。

当讹Z
+ ,

若
一 : 二 夸

; = 。且各 ” ,

相互独立同分布时
,

这是普通的更新过程
。

若考
;
> O并

与各” 。

独立但不同分布
,

则得到
“
修改的更新过程

” 。

在通讯理论中经常碰到所谓脉冲过程

S ( ` ) = 。

三
_ a ·

占( ` 一 t 。 )
,

其中 { a ,:

} 为一族随机变量
,

{ t 。 } 为时间轴上的随机点分布
,

函数占(
·

)的定义如

下
: 6 ( o ) = 1

,

成 f )
= 0当 t子 。

。

这实际上是以心为标值的标值点过程
,

当 a 。
三 l 时就
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是普通的随机点过程 的一种表达方式
,

这时有

N
s , , = 公 I ( : ,

t 〕 ( t
。
) 0成 s

< r ,

和

N ( A ) 二 兄 I
,

( t 。 ) A 〔 B 1
.

这里 I式
。

)表示集合 A的示性函数
。

五
、

随 机 测 度 与 随 机 点 过程

在这一节中我们主要阐明随机点过程
、

随机测度和一般的随机过程 之间 的 关

系
。

为方便起见
,

我们暂设 X 二 R
, ,

以 M表示 ( R
, ,

B
十

)上 R o
d o ,
测度衬的全体 (即要求

,满足有限性条件一
对任意有界集价峨恒郁 ()B < co)

。

又以 a( )M表空间 M上由

投影产生的 a代数
,

这即是说 a( M )是包含所有形如

M 一

{
, : , ( A ) 、 ,

}
的集合的最小。代数

。

对于每一群 M
,

A 。。二
, , 。*

十

对应一定义于 R
十

上的有穷单调非降右 连 续左

极限存在的函数 A , 二 群( 〔o
, t〕 )

,

我们可以称之为产的分布函数
,

以 M 表示所有这样

的函数 tA
。

反之
,

每一 tA
o M也对应一 匹 M因此 M与 M是一一对应的

。

如果用 a ( M )

表示在空间M上由投影产生的 。 代数
,

即它是包含所有形如

厂 = { A , ,
A

s

成夕 }
s ,

夕。R
+

的集合的最小口代数
,

我们可以证明可测空间 ( M
,

o( 初 ) ) 与可测空间 ( M
,

o( M ) )

之间存在一一对应可测映像
,

所以有时人们把这两个空间等同起来而不 加 区 别
。

设给定了基本概率空间 (岛 F
,

P ), 从这空间到可测空间 (吟
口 ( M ) )的可 测 映象

就称做随机测度
。

若 A (。 )是一个这样的随机测度
,

它由概率测度 P诱导出 ( M
,

成 M ) )

上的一个概率测度 H
,

其定义是 H ( A ) 二 P (朗 A (。 ) 。A } 对任意A o
a( M )

,
H称做 A

的分布
。

这样一来
,

我们也可以等价地定义随机测度为一给定概率测度 H的概率空

间 ( M
,
a ( M )

,

H )
,

由于 ( M
,
a ( M ) )与 ( M )

, a ( M ) ) 之间存在一一对应的可 测 映像
,

从

( g
,
F

,
P )到 ( M

, a ( M ) )的可测映像与从 ( g
,

F
,
P ) 到 ( M

, a ( M ) ) 的可测映 像 可通

过这个一一对应可测映像相互唯一地确定
,

故随机测度又可等价地定义为 从 ( g
,

F
,

P ) 到 ( M
, a ( M ) )的可测映 像A ( 。 )或给定概率 测 度 H的概率空间( M

,

a( M )
,

刀 )
。

根据一般随机过程理论中的柯尔莫果洛夫定理
,

对于给定的基本概率空间 ( g
,
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F
,
P )

,

实随机过程 { x ,
(。 )

, f o T } 可了解为从 (甜
,
F

,
P )到实函数空间 (丑

T ,
B T

) 的

可测映像
,

其中五
T
表示定义于 T而取值于 R 的全体实函数

,
B T
是由投影产生 的 u 代

数
。

显然 M二 R r ,

故随机测度可看作是一般随机过程的一种特殊情形
。

令 N为所有取值于 Z
+

的单调非降右连续左极限存在的跃度为整数的阶 梯函数
,

则空间 N与 N 之间存在一一对应关系
。

事实上
,

每一 N o N 对应一 N , = N (〔。
,

幻 )

` N
。

反之
,

对于 每 一 N
.

。 N
,

令N ( 〔O
, t〕 ) = N t

可唯一地确定一万
` N

。

用 类似 于

定义 a( M ) 和 口 ( M )的方法
,

我们可以分别定义空间 N与 N上由投影 产 生 的 口 代 数

a ( N )与a ( N )
,

即 a ( N )与 a ( N )分别是 N 与 N 上包含所有形如

{ N
:

N ( A ) ( k } A ` B ` ,
k o Z

+

与

{ 万 r ,

N
s

《 k }
; 。R

十 ,
k o Z

+

的集合的最小 a代数
,

易见 ( N
,

a( N ) ) 与 ( N
, a ( N ) ) 之间存在一一对应 可 测 映

像
,

故随机点过程又可以看作是从基本概率空间 (甜
,
F

,
P )到阶梯函数空 间 ( N

,

a ( N ) ) 的可测映象
。

因为显有 N c M c R r ,

所以在这种观点下
,

随机 点 过程是一

类特殊的随机测度
,

从而是一类特殊的随机过程
。

在〔1 3〕中指出
,

如果我们在空间M 中定义淡收敛 (
v a g u e e o n v e r g e n e e

)如下
. ’ :

设给定 ; , ; : ,
, : ,

… … 。 M
,

我们说 , 。

淡收敛于 ; 并记为 ; 。

聋 ; ( t )
,

如果它们的分布姓 ( * )

二 拌(〔o , t 〕)
,

A ;
( t ) = 产:

( 〔o , t〕 )
,

A
:

( t ) = 拌:
( 〔o , t〕)

,

…在 A ( t )的所有连续点 t 上有

nA (t) , (A , )
。

利用送种收敛性
,

可以在空间 M (或雨中引入淡拓扑
,

在这种 拓 扑

结构中
,

M是可分完备的距离空间
,

而且集合 <祥
:

匹 M
,

A , = 拼(〔。
, t 〕) < y } 是 开

的
,

其中t , y 是任意非负实数
。

如果用 B ( M )表示 M上的全体波雷耳集 (在淡拓扑意义下 )组成的 a代数
,

则可证
。 ( M ) = B ( M)

,

这一
六

说明我们定义 a( M )的方法是合宜的
,

另一方面 也 说 明在许

多问题 (例如有关测度收敛问题 )的讨论中采用波雷耳代数作为可测结构是适宜 的
。

在〔1 3〕中还证明了 N是 M中的闭集
,

因而 N o

(B M )
,

’

一随机测度那是一随 机点过

程
,

如果它所诱导出的概率测度 H使得H ( N ) 二 1 ( 详 细 地 写 就 是 H ( N ) 二 P <。
`

姓 (。 )
。 N } = 1 )

。

. ) 〔1 9〕拾 出淡收敛的另一种常用定义
: 声。

, 声 ,

如果对所有具有紧支承的速搜函数 f有

I f d产
。 , Jf d声

。



第四期 随机 点 过 程 的 物 理背 景和 数 学 模 型

六
、

随机点过程的存在定理

在一般的随机过程理论中
,

证明了对于一给定的有限维分布函数族
,

如果它具

有对称性和一致性
,

则在一定的意义下存在唯一的随机过程
,

这过程以给定函数族

作为它的有限维分布
,

这就是著名的柯尔莫果洛夫存在定理
。

在随机点过程理论中

也有类似的定理
,

人们常称为M o y al
一
H a r r i s

一
N a w r ot z ik 存在定理

,

本文将要给

出它的一个较为初等的详细证明
。

仍设 X = R
,

对于一给定的随机点过程 ( N
, a ( N )

,

尸 )
,

它的有限维分 布 函 数

( f i
n i f u n e t i o n

)定义为

P ( A
, ,

…
,
A儿; i :

,

…
,
i儿)

会 P
`

{ N
:

N o N
,

N ( A
i
) = `, ,

j = 1
,

…
,

k } ( i )

对任意 A so B ` ,
i , e Z

+ 。

定理 1 随机点过程的有限维分布函数有如下性质
,

其中A
,
A ; ,

…
,

A 、是 R上任意的

有界波雷耳集
:

1
“

对称性
:
对整数 1

, 2 ,

一
,
k的任意排列 j :

,

j :
,

…
,

八 有

P ( A j , ,
A j :

,

…
,

A j吞, ` j ; ,
i j

: ,

…
,
泣j吞 )

= p ( A
; ,
A : ,

…
,

A k , i
, ,

1
2 ,

…
,

i k )
.

2
。

一致性
:

E p (A
: ,

宕介
一 o

… ,
A ` 一 : ,

A ` , ` ; ,

…
, 玄掩一 , ,

f儿)

P CA
: ,

… A ` _ 1 , 公
: ,

…
,

i吞
_ ,
)

。

3 。

有限性
:

万
。 p ( A

, ` ) =

4
。

有限可加性
:
对互不相交的 A : ,

…
,

A k 有

艺 P ( A
: ,

…
,

妊。 : i , ,

…
,

`。 )
;:口A

掩曰é

1 +
`

二 + ,吞=
.口今

一一

、、.户
户

/口几、
、

P
、 、夕..曰几

11)
/ 几

p 火尸
A川 A : ,

…
,

A 尔

食艺i-
当

`
,

` 1 ,

一 `;

)

0 产 i

P ( A
: ,

…
,

A 。 ; s :
,

…
,

i吞) 当￡
夕 . 1

刀矛.. ..
声
、 ...、

=
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5
0

连续性
: 当 A, 工功时 If , P ( A

, , o ) = 1
。

`

]砷 .

由有限维分布函数的定义 (
.

1 )易得性质 1
. 、 2 . ,

现证 3 .

由点过程的有限性得 尸 < N : N ( A ) < co } = 1 ,

i = P 丈U { N
: N ( A ) = i } }

= E P { N : N ( A )
= i }

= 万 P ( A
; ` )

-

f 一 0 k . 0 k . o

印有证瞬以故

往证性质 4
“ 。

事实上
,

若A
, ,

… ,
A左是互不相交的有界波雷耳集

,

则有

,
(

、 反

)
“ 尸 ` N : N

气甘
: A

,

’ “ `A
盏日à

儿
二 尸 弋N

: 习 N ( A
,
)

= i

] 一 1

一 尸

{
*

; +

…岁
` { N

: N ( A
,

) = `, ,

j == z
,

…
,

k }

艺
上+

’ ` ’
+ 公k =

k = 吕

P { N
: N ( A

;

) = ` , = 1
, …

,

k }

…
蕊

P ( A
: ,

…
,

A ` ; i :
,

…
,

、̀ )
.

故 i) 得证
。

下面证明 11)

z 为

p 气尸
,A ` , A l , ”

` ,

A “ ; `
,

`1 , ”
` ,

二 i
,

N ( A
,
) = i J; j = 1 , … k }

、
_

九

`“
)
一 p 谧N

`
N (只

: A ` ) -

{
尸 <功 } 二 0

k

当艺 `,笋 i
J一 1

瓦
P { N

: N ( A
,
) = ` , ,

j = i , …
,

几 } = p ( A
: ,

…
,

A 。 ; i :
,

…
,

i` ) 当习 ` , =

j
一 1

最后
,

证明性质 5
。 。

设 A ,备价
,

则由N 的有限性知对所有 N 喇 有

N ( A
,
) 杏 0

,

故存在正整数 j
。 ,

当 j ) j
。

时有 N (月 , ) = o ,

从而有

l i o p ( A
, ; o )

= l i m P { N
: N ( A , ) = o } = P { N } 二 i

。

定理 i 证完
。

]斗 “ ]斗 .

我们还要证明定理 1 的逆命题亦成立
,

即若给定一族满足性质 1 。

~ 5
。

的有限维

分布函数
,

则通过它能唯一地定义一随机点过程
,

这就是随机点过程的存在定理
。

在证明本定理之前先给出一些定义和引理
。
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以 H表示 R中全体左开右闭且具有有理端点的区间之有限并
,

易知 H 是环
,

它含有可列多个元素 ( 集合 )
,

且 R 上的波雷耳代数 B 就是由 H 产生的 a 代数
。

以 R 表示定义于 H 上取值于 R 的集函数的全体
。

万

以 Z
,

表示定义于 H 上取值于 Z
*

的集函数的全体
。

又以 N
,

表示定义于H上的计数测度的全体
。

易见有如下的包含关系
H H

N二 N厅二 Z
+

二 R
。

引理 若给定的有限维分布 函 数 族 ( P ( A
, ,

…
,

A k ; ` , ,

…
,

i k ) } 满 足 定 理 1 的性

质 1
“

~ 3
“ ,

则它在 ( R
H ,

B勺 上唯一地定义一概率测度 P
,

使得对任意 A i 。H
,

`, 。 Z
十

有

P { 。 : “ 。R
,

w ( A j )
= `

,

j = l
,

…
,

k }

、 .2、 .2O心̀」
护`、沪`、二 P ( A

: ,

…
,

A ` ; i
: ,

…
,

ilz )

尸 ( z了)
二 1

。

这里 B

〔证〕

“ 是 五
“
上由投影产生的 。 代数

。

对任意正整数 k
,

刁声H

凡
: ,

…
, `

汀
r , ,

…

和任意实数 r] ( j
二 1 , … ,

k)
,

定义
, r * )会 兄 夕( A

: ,

…
,

A 。 ; i
, ,

… ; `。 )
亡,( r j

i j o Z
十

( 若有一
r ,为负

,

则令 F 等于 。 )
。

由性质 1
“ , 2

。

知这样定义的分布函数族 { 双
, ; ,

…
, l。 (

, : ,

…
,

kr ) } 满足一 般 随机

过程理论中的柯尔莫洛夫存在定理的条件
,

故在 ( R
H ,

B勺上定义唯一的 概 率 测度

尸
,

它满足条件 ( 2 )气 往证它还满足 ( 3 )
。

事实上
,

对任给A o H
,

有

H+

Z一一

H

田 : 切 ` Z
+ ,

。 ( A ) 二 k }

以

产

所

.U-k0尸 { Z了} 二 尸 `切 : “ `A ) = k ,
}

= E 尸 {切 田 ( A )二 k }
k一 o

. 柯尔莫洛夫定理中参数集 T是一实数集
,

但不难看出把 T改为任意参数集仍成立
。
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==艺 P( A ;k )
儿 .0

故由性 质 3
。

得 尸 {Z
+

}二 1,

引理证完
。

现证明随机点过程的存在定理
。

定理 2 若给定满足定理 1 中性质 1
“

~ 5
。

的有限维分布函数族 <P ( A
: ,

…
,

A 公

i
: ,

…
,

`k ) }
,

则它在 ( N a( N ) )上唯一地定义一概率测度 尸
,

使得对任意正数 气

A io B尹和 i j o Z
十

( j
= 1

, …
,

k )有

P { N
: N ( A

,
) = i了

,

j = z , …
,

k }

二 P ( A
: ,

…
,

A * ; `:
,

…
,

〔证〕在引理中我们证明了 尸 { Z
,

}
二 1 ,

本 定理 则 进 一 步 要 求 证 明

尸 { N } “ 1
。

现在令 A尸 表示 Z

相交的有界波雷耳集 A ,
(了

= 1 ,
·

十

中满足性质 4 。

的集函数
,

即对任意 功峨
尹 和 互不

n
)有

田

( U A , )
=

乡
, ? (“ ’

。

以 A扩 表示 A产中具有性质 5
。

的集函数
,

即对任 意 , 。 A扩 和 任 意 有 界 波 雷耳集

A , 土功有 叨 ( A j ) 工。
。

因为这样的满足有限可加性 4 。

和连续性 5
。

的非负集 函 数

就是测度
,

故 A ,, 二 N。 ,

这样一来
,

我们有如下的包含关系
:

砂I H

N三 N B = A,, 呈 A,
二 Z

,

g R

往证 尸 { N H } = 1
,

为此先证 明 尸 { A, } 二 1
。

由引理 知 尸 ( Z
,

} = 1
,

故只

须证明 尸 { Z +\ A `
} 二 0

。

事实上
,

对每一A 舫H
,

由H的定义知 A可表为有限多个

互不相交的具有有理端点 的 区 间之并
,

即 A h =

”
h

尸
:

叫
” ’ ,

其中叫
” ’ 是 互不相交

劝具有有理端点的区间
。

利用性质 2
。 、

3
。 、 4 0

可得

A
叭U-lj弃产.,、、

切尸 弋
“

切 :叨。Z
, ;

“ ’

)
=

舅
: ? `A ;

“” ’

. ” h

= 艺 P { 叨
: 叨 ( U A ;

无’ ) 一 k
,

;
人,

卜 k }

= 艺 习
几· o k

; + … +

掩
, ,

二 。尸 、 叨 : ?

(草
: “

;
“ ’ .

( h ,
_

= 左
,

切 ( A i ) = 兔z
,

j 二 1
,

· ’ ·
, n h 于
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=兄
儿. 。

k
:+ … 十

k
。 ,

二 k
’
一

n

(仁
: A

:
“ ’ ,

A

:
“ ’

= E

k x ,

吸、 )

P ( A
, `

( h )

, … ,
A 、 k

l ,

k
。 ` = o

,

…
,

且二:
’ ; “

,

“ 1 ,

一“ · 。

)

· ’

一 k
n 人 ) “ 1

。

令 B * =

}
。

: 切〔 Z
+

;功 ( 廿
, 《

今
,

j
= l ]

,忍h

)今 艺
j
· 1

“ ( A ;
人’ ) { 显然有

尸 { B h } = 尸 < Z
+

一 尸

{
叨 :叨` “

称 .l

月 t
.

1
. , ` 儿、 、

` 阴 、只
: 戏“

’ 一

)
-

”
h

二 艺 tD

j
= l

(
,
{
, )

) }
一 ` 一 ` = ”

。

又 由于每一 A h对应一凡
,

而H 中只 含可列多个元素
,

故尸 { U凡 ) ( E 尸 ( B砂
人 h

里对 h求和 (或并 )表示按对一切可能的 A 牌H所对应 的.lB 求和
。

这

现在
,

若功 。Z
+

\ A
声 ,

则必存在某一 B h使得功。
B h

,

故 Z
+

\ A
产
g U B *

,

从而
h

P { Z
+

\ A ,
} 镇 P { U B * } = o ,

h

这就证明了 P <A, } = 1
。

下 面证 明 尸 ( A
扩
)

= 1 ,

类似 于 前述
,

我 们 也 是证 明

P ( A
产一 A护 ) == o

。

设切
。

眺
尹 一 A护

,

则存在一串集合 A
。 。

H
,
A

,

杏功
,

但切
。

( A
,:

)尹 O ,

这相当 于 说恒

有` 。

( A刁奋 1
。

我们可以进一 步证明存在一串具有有理端点的 区 间 { I
。

}
,

使得 i)

I
。

二 A
n , f i ) I

。

1功, 111)功
。

( I
”

)》 z
。

事 实上
,

令 A
: = D

;

U D
Z

t J… U D l
, ,

其 中 D s

( j = 1 ,

…
,

l
,

)为互不相交的具有有理端点的区间
。

因为对 每 一 n 均有 A
。 二 A

,
A

,: =

D : A
。
U D

:
A

,

U… U D z , A
, ,

而且 山。。 A / ,

故可选一 h
, , 1蕊 h : 镇 l

: ,

使得对所有
,:
有

切 。

( D 、 I A
。

) 》 1
。

现取 I
; = D 、 , ,

则山
。

( I
,

) 》 l , 功。

( I
,
A

。

)》 1对所有
n 。

再对集合 I
;
A Z

作如上的讨论
,

则又可选出区间几
,

使得 I
:

二 I
玉, 、 。

仃
2

) 》 1 , “ 。

(几A
。

) > 1 对所有
月 , · “ …

,

如此继续下去
,

就可选出一串满足上面三个要求的区间 ( J
,

}
。

对 每一

有理数 ,和 正整数
, ,

令 G
· ,

一 、 山 :田。 A产
, “ (

: , r +
一

二
〕》 ` ,

,

贝”

尸 { G
r 二 , 一 尸 { “

:切 (
r , , +

众
一

〕> ` ,

= P { }J
{功 : 功 (

r , , + 1 〕 = * } }



中 山 大 学 学 报 1 9 7 9年舫

=公 P { w: 切( r, r + 1 、

— J = 忿 I
一 1 作

= 艺 p ( (
r , r +

公一 1

1
、

— J ,

n

i )

= ` 一 , ( (
r , r +

告
〕

, 。 )

由连续性 5
。

知 当
,

一
时 , ( ( r , , +

青
〕

, ” ,一 ` ,

从而 p 、 G… , 一 ”
。

再令 G == n G
r

. ” ,

则 P <G
,

} ( p { G
r , ,

} 、 o ,

故有 p { G
r

} = o
。

另一方面
,

一整数 0n
,

使当
n 》 n0 时 I

。

的左端点都是 某一 有 理 数 0r
,

二 U G
r ,

故
r

因为 I
,

4价
,

故必存在

即 。 。。G
r 。 ,

从而 A
尹

\ A l,

P { A ,
\’ A ,’

} 毛 E P { G
,
·

} = 0
,

由此得

P { N。
} = P < A扩 } = P { A

,

} = 1
。

最后
,

由测度扩张定理知定义在环 H上的测度产可唯一地扩张为由H产生的 a环

武 H ) = B

一
五的波雷耳代数上的测度

,

即 N与N H
是一一对应 的

,

故实际上有 N =

N
, , ,

从而 P { N } = P { N。
} = i ,

定理证完
。
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