
具有随机漂移脉冲信号的功率谱计算

邓集贤 司徒荣 许刘俊

( 数 学 力 学 系 )

( 一 )

传输信息的机构为通信系统
.

一个通信系统可以概括如下
:

一息者一息一机一一
J

受一渭一收一一泥接一一接一

璧竺
回业亘

{育丽}
消息

{…巫困 发法信号

一
~
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图 1 通 信 的 物 理模 型

从上述的物理模型可见
,

在通信系统中
,

关键的问题是消息的传输和处理
.

不论哪一种通信系统
,

它的好坏总可以用它的
“
数

” 、 “
质

”
两方面来衡量

。

一般

说来
,

所谓
“
数

” ,
可以理解为通信系统的效率

,

也就是单位时间内所能做的 “工作 ”

量
。

所谓
“
质

” ,
可以理解为通信系统的可靠性

。

作为对通信系统定量的研究
,

在数字通信中
,

码型功率谱的计算极为重要
。

无论是

考虑定时信息的提取
,

还是分析信号的频率特性
,

都需用到码型功率谱
。

如果功率谱中

有直流成分
,
或者低频能量较大

,

这样的码型
,

就不利于线路传输
。

因此如何计算功率

谱的问题
,

就成为数字通信工作者十分关心的问题
。

已编码的在传输过程中发生漂移的脉冲信号可用如下随机过程表示
:

岛二 公
。 。

万(
t一 t : ”

丁 n
( 1 )

其中
,

an 表示第
n
个脉冲的振幅

.

由它组成的序列 (
a 。

} 是实的弱平稳序列
,

即 相关函

数为

E (
a o . a 。 + k ) = B ( k ) ( k =

B ( k ) 的形式与信源和所选择的编码方式有关 ,

士 1
- ( 2 )

. 本文极限指按均方意义收放
.
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g ( t) 是单个脉冲按相对宽度的形状
,

它是在〔 O
,

1 〕以外为零的一个实函数 ,

九,

为第 。个脉冲的起点时间
,

它是一个随机变数 ,

` 为第 n个脉冲的宽度
,

它也是一个随机变数
。

上述 tz 。
及 1 。

由干扰的特性所决定
。

当t : ,

及介均不发生漂移
,

脉冲按周期 T 发生且单

个脉冲按相对宽度的波形就是实际脉冲的波形时
,

已编码信号可以表示为

若, = 艺 a 。
夕( t 一 n T ) ( 3 )

其中
,

g (t )是单个脉冲的波形
,

它是在 〔。
, 1〕以外为零的卖函数

,
T是脉冲周期

.

由于编码信号
,

即使是由( 3 )式所表示的很特殊的编码信号
,

一般也不 是 弱 平稳

过程 〔’ 〕
。

因此
,

它的功率谱密度不能用其相关函数的富氏变换去求 : 对于 ( 3 ) 式的

编码信号
,

B e n
en t

,

W
.

R
.

川 在假定此过程是遍历的条件下 ( 他在文章中说
,

不 用假设

过程为弱平稳 ) 得到了一个近似公式

” ,
_

、
.

1 } 。 ,
_ ` 、

}
名
厂。八

、
.

。 二 。 , L 、 _ _ _ _
: 。 1

厂 、 田 j一了尸 …甘叹CU j I L。 、 U , 宁 `

声 刀 、 ” j ` U ` 脚 ” 上

J
( 4 )

其中
,

G (。 )是夕( )t 的富氏变换
.

事实上
,
按一般的遍历性的定义 (其意义是

:
就相关函数而言

,

对总体的平均等于

对时间的平均 )
,

就可以推出弱平稳性内
。

也就是说
,

如果此过程在一般意义下 是 遍

历的
,

则就可应用相关函数与功率谱之间的富氏变换去求 其 功率谱
.

这样
,

B e

nn
e t 在

( 4 )式假设的条件就与前提矛盾
。

本文从更一般的情形 ( 1 )式出发
。

不需要假设过程具有遍历性
,

得到了一个计算功

率谱的精确公式
.

对于由 ( 3 )式所表
、

示的编码信号
,

本文在一般码型都能满足的相当广

泛的条件下
,

也能得到 ( 4 )式
,

并且其结果是精确的
.

( 二 )

我们知道
,

随机过程昌的功率谱为
,

l
” / 、

人 , ,
1 ” } l , _ ~ `. , 扭 1

.

I, 气田 少三乏 ` 3协 一
, 宁一 石 1 】 ` 才叮

. ’

a ` 1
l竹

` 2 ` } J 一 l {

( 5 )

下面着重讨论脉冲按周期 T发生
,

但在传输过程中发生漂移的情形
,

即在 ( 1 ) 中

几。 = n T + , 。
`

其中
,

入为一随机变数
。

假定对任意
n ,

}v 。

! < T
,

】: ,

}< T
,

推导 F (。 )的计算公式
.

首先
,

利用广义函数
,

我们有

引理 若B (诊为任意复值函数
,

满足卞列条件之一
:

. 即使过程是弱午稳的
,

还必镇耍求在一定的条件 (七水文弓健万籽 11的条件之丫 )下
,

才能用相关

函数的富氏变换去隶其功率谱密度
。
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` ,
!

_ _
,B ( r , , d了 <一

2 ) B (: ) = A O,
( A 。
为常数 )

3 ) B (
r ) 二 A

: e i“ r ,

( A :
为常数

,

丸为不为 O 的实数 )

4 ) B ( : ) · 刀。
(: ) +

云 才。e i久k公

k
. 一 .

其中
,

B
。

( r )绝对可积
,

A 。有界
,

奴为实数
,

且当k、 co 时
,

似 、 co 、

5 )
.

泞( 1) 为周期函数
,

且能展为富氏级数
.

则下式成立
:

「一 。 , 一 、

一、 r , 一 , , _ _ _

1 「l 「l 。 工 ,

J
_

厂“ 芦
’ 一

“ 丁 =

{票万「 J
一

: !
一

尸“ 一 `
井

’ 一 ” 一 ’

“ ` “

“
” ,

证 1 )由于

责 !{
,

!{:
( ,一 )
一

`一` ’ “ , “ :

=
_

“ m 一石了 -

` -申 . ` .

( 2 1
一

}: l ) B (
r

) e 一河 d :

= l i m

l ee今 .

B (
了 )

一钾 r

d: 一 11二

了~ ) .

一
奥-

f
2` J

{
: }B (习

e 一渺击

由条件 1 )可知
,

上式右边第一项等于
{

_

卢( : )一 ” r

` : ,

而第二项不难证明它等于零
.

证 2 )将 B (叻 = A
。
代入 ( 6 )式两边

.

于是
,

左边有

压
` 。
一 ` , ·

“一 2“
。“ 功 ’

而右边为

}骂
·
习

1im A
。 e 一 `脚 (卜

` 》
d t d

s

= 11沉

I
se月卜 .

,
。

! ( 1一

粤
)

e一 ` , ·

` :

I 乙 `

. 从钝数学角度来靛
,

是不必假定当左, ·时
,

叔 ,
· 的

.

但考虑到已橱娜信号的耍求 , 有必耍作

这一假殷
。
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= l 。̀

典
( ; 一 。。 5 2 2功 )

’

了~
, `功

-

二 C A
。
占(叨 )

。

可以证明
,

C = 2万
。

故 2 )得证
。

仿证 2 )
,

可得 3 )
。

由 i )
, 2 )

, 3 )可得 4 )
,

从而推出 5 )
.

定理 设昌为由 ( 1 )式所表示的巳编码信号过程
.

若

l) { : ,

} 独立同分布 ,

2 ) <丫
”

} 独立同分布 ,

3 ) {
a ,

}
、

{ : 。

}
、

{ 丫
,

}相互独立
.

令 B (了 ) 二 E B ( K )占( : 一 K T )
k= 一 .

若B (劝满足上述引理的五个条件之一
,

则氛的功率谱为

F `切 , =

劣{
B (。 )〔 E! : ·

子(叨
: 。

) }
2一 }, (功 ) ,

:
! , ·

(二 )〕 }
2〕

+ !护
,

(
, ”

) !
2】梦 ( , ) !

名 3 〔B ( : )〕 } ( 7 )

其中
, 沪,

( , )为、 的特征函数
,
梦 (。 )为 : 。

G (叨肠 )的数学期望
。

夕 ( t )
、

B行 )的富氏变换
.

证 按 ( 5 )式
,

我们有

G (叨 )
,

了〔B (
:

)〕分别为

毖

r入入ù砰.r.J
.............

EF (叨 ) =
,
军二( Z N + 1 ) T
l f m : ,一 `。 ` d ,

}
’

由定理之条件可得

入 了

E ! 丁省, e 一 口̀ t d t l
名

一 N r

入口 .
~== E ! 丁 名 a ,: g

~ N T 月 . ~ .

t , ” T 一 v。

r ” )一
`二`d`

}
“

二 : }丁
T

会
。 。

石(全竺二卫
1

、
。 一 二̀ ` 、 ,

}
“

N

“ E ! E 咔 丫了(
一刀 T 、

t 一 n
T 一 v . 、

_一 `功 t
,

—
I 已 O

T ” I

N

二 E 】习 a ,

1 9
t 一 n T 一 v 。

丁 n
、

一 {)一
d`

}
“

N

习 a ” a 沉丁” 了m

皿吕 ~ N

G ( 功` 。

) G (叨: 。
) x e 一 口̀ `’ 。 一 v 二 , 一 `脚 ” 一 , ) T

)

若
二二

-
.

- -

E ( a , a m ) E 〔了。
(。

: n

)〕E 〔丁。 G (叨 r 。 ) 〕 x

N习ùN习

叮
"艺

一一一一

” . 一 N m . 一 y
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x E〔 e一 i功 ( ” 。 一 夕二 )〕 e 一 i功 (” m ) T

N
日 . . .沪

== 艺 B ( 0 ) E l:
。

G (。 r。 ) 1
2 +

N N

+ 习 艺

名一 ,’毋 (月一附 ) 了

E ( a o a 。
)】护

v

(。 ) 1
:

}梦 ( , )】e

n . 一 N 爪 . ~ N

月年沉

因此

F (切 ) = z*。 ~
下

共
又
节 l ( 2二 + 1 ) B (

。
): }:

。

子(叨 : 。

) 1
2

}
N se 卜因 L` I v 一 1少王 气 J

+ , , ·

`。 ,
:

,梦`? , ,愁兜画击万 {
。

全
、

之
、

È

一
,一 二̀ `二 ” T

一 ( ZN + i ) B ( o ) }

=

责{
。 (。 )〔: }:

藏
叨 : ·

) }
2一 、 , ·

(? )、 2、梦 `。 , 、 2〕
}

+ , ,
,

( W ) }
2

、, (叨 ) }
·

勇处
_

面片可
E ,
应

、

一
`。 ·

”
“

=

分
{ B (。 )〔 E l: ·

反` : ·

) ,
’ 一 I,

,

( tD ) 1
2
1梦 ( ` ) I

“〕

+ }甲
,

(叨 ) l
么

l梦 (。 ) l
么亨〔B ( : )〕 }

. ’ 。

证毕
.

当我们进一步考察脉冲宽度介和起点时间考、 发生漂移的特殊情形时
,

的推论
。

推论 1 设介在 ( : 。 一 J , f 。 + 刃
,

(才( 介且 r 。 + 才成 T )上服从均匀分布
。

容易得到下列

, 。

为

T
一 丁

, 界)上的均匀分布
.

认
, )为矩形波

4

夕 ( t )
,

当 t ` 〔0
,

1〕
,

其它

则昌的功率谱为 〔7〕

F (叨 )
B ( “ ) 〔豪(卜

S玄件 d叨

石切

c O S I 。切 ) 一

1上nU、护l511一T一一一一

+

ō

IJ2
、、J了

4 : s ,

里叨

4

T叨么

5 1路 J倪 ,

J叨

4 5 5。

岛
4

￡i n乙叨

T叨 2

2

)(卜
2三生架一

w +

)
“

〔卜
2三生黔

~

C。 “ ` 。` 十

)
“

〕
了〔B ( · ,〕

}

/吸̀、
、

口了̀、

一十

. ) 这是由于假双 B (川痛足引理之条件
,

故由引理之桔果
,

可推得

, 〔 B (一 ,〕 :呱 丽认
E

{
。

全
、

一
`。一

}
’
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推论 2 设 : 。

在(
: 。 一 乙

, : 。 + 乙)
,

(乙簇介且 : 。 + 刁提 T ) 上服从三角形分布
,

即 : 。

的

密度函数为内

杀( , + 刁一 : 。

)
,

条(“ + : 。 一 , )
,

当公。 一 J成 t镇介

当介 ( t ( 了。 + 刁
,

,

其它

夕̀2..、...、

一一
月

丁

才J

又设
、 为 ( 一军

4

T
、 , 二` _ 为

_

,
, , 、 」

_

丁 j 上浏二用格分币
。

任

即 v 。
的密度函数为

{
笋`

, +

于
)

,

笋“
一

奈
)

,

T
_ , _ _

兰 一 一丁落
之不芝盔U

4

f v 。

( t ) · 当O ( t蕊 T

其它

( 8 )

g ( O为矩形波

,上n甘

`
碑..叮l

g ( t )

则昌的功率谱为
4

F ( 。 )

t 。〔0 ,
1〕

其它

二

喘
了

{
B (。 , f

` 一
.

卫互上等佘」塑望
一

〕
+

·

〔
, 〔 B (· ,〕一 B`。 ,〕〔器 (卜 一票 )

2 又

I
llJ、 ...J

`
、、 .尸矛4 ( 1一 e o s刁。 ) c o s 丁。。 4 ( 1一 c o s刁山 )

名

刁么 。 2 乙
4

0
4 ( 9 )一

1上

口产.、、
,

X

推论 3 当 r 。
三1且 v ,

三 0时
,

(
” = o ,

士 1 ,

一 )则有 〔 7〕

F ( 。 ) 二

条l̀ (。及1
2 , 〔刀 (

:
)〕

J

1
`
。 ,

`
. ,

厂 n
, _ 、

.

_
二 。 , , 、

_
_ _

,

。

了 ’。 L。 少’
一

L
刀 L” 少十 乙

六
, 。 L“ 少C o ` uJ 尽 l

由推论 3可见
,

上式只是 ( 7 )式的特殊情形
。

与 ( 4 )式比较
,

在引理条件下
,

( 4 )式两

边是相等的
。

例 1 求二元单极性码的功率谱 (无漂移情形 )
.

这种码型是在时隙 t = n T ; (
, 二 o ,

士 1 ,

一 )发出信息
“

1
”

(用单极性脉冲表示 ) 或
“ o ”

(用无脉冲表示 )
。

如果在时隙 t 二 n T ( n = o ,

士 1
, … )发出信息是相互独立的

. “
1
”
和

“ 0 ”

出

现的概率分别为夕和 ( 1一 P )
,

即 { a 。
} 为弱平稳序列

,

且口 , = 1的概率为 P
, a 。 = o的概率

为 ( 1一 P )
.

于是

B ( o ) = P

B ( k ) = p
Z ,

1k l> I
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令 B ( :) = ( P一 P Z
) 6(

:) + E P :占 ( :一 nT)
n.一

浦 .

则 B(了
)满足引理的条件 ) l和 5 )

。

由推论 3得到

(1 0)
“习; (。 ) ·

祟一。 (, ) I
:

「( , 一 , :
) 、

粤诬 ` J n一 ~ .

_ _

2万
、

P
一 O L功 一 T’ 一币一 j

1 〕
例 2 假设例 1中的信号在传输过程中受到` 为推论 2所表示的三角形分布的干扰

。

又

设了。 三 1
。

则信号过程的功率谱 ( 7 )式化为

: (。 ) 二

奈 l。 (。 ) I
:

}
, 一

r
.

凳
顶 we

(: 一 。 。 ;

粤
) 1

“

f
, , -

J 气 、 J 一口沪一 任 护 `

2万

T

, 2。 (。 一争
)〕} ( 1 1 )

.兄

称 . ~ .

将 ( n )式与 ( 1 0) 式 比较
,

可以看出
,

由 ( s) 式所表达的干扰
,

没有改变 ( 1 0) 中线谱

的频率
,

但改变了线谱的强度
。

同时
,

也改变了连续谱的分布
.

甲 `
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C ale u lu so f Po

ew
r SPe e tu r mo f I mPu l se Si g n aliw th

R n ado mD ti f t

De 称g J` xi an Si t“
R

o ng Xo Li “ j“ n

b A st r ae t

Le t

省 ( t) = 艺
月 .一 .

a·

万〔
t一 t:,
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d e n o t e t h e r a n d o m P r o e e s s o

f
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