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提 要

本文介招线性代数群的基本结构及提出一些文献以供学习
.

1
.

代教群的概念

代数群是典型群的推广
.

这样的一个发展
,

一方面是受 E
.

C ar at n
在半单李群李代数

的工作的影响 (见 C h e v
al l e y 〔8〕 )

.

另一方面则对上世纪阿贝耳函数的工作提出一个系统

的代数基础 (见 W
e i l〔3 4〕

,

M u m f o r d〔2 3〕 )
。

1
.

1 群概形的定义

一个 S 上的群概形 ( g r o u p s e h e m e
) 〔

`〕是指一个概形的态

H : G” S
,

及满足以下条件的S 态

产: G x G , G
,

口: G , G
, e : S , G:

S

(。 ) 乘法拼满足结合律
:

1̀ x 产

G x G x G

—
, G X G

S

(的 口定义逆元
:
设△ : G

一
G x G为对 角

S

Q
映射

,

则要求

拌( 1。 X 口)△ = e ·

H = 群(口x l 。 )△
。

( c)
e
定义单位元

:
下方为一交换图表

产1
.甲G轮一X

S拼
.
.

1
宙G

SX

G

设 k为域
,

则称 S P即 k上的群概形为一 寿上 的

代数群
.

称 k上的代数群 G 为一交 换 簇 一
a b e l ia

n

v a r i e t y (线性代数群一 l i n e a r a l g e b r i e g r o u p )
,

如果 G 作为一个代数簇 是 个 射 映簇 (仿射簇 )
。

可

以证明
,

任一交换簇是一个交换群
。

最简单的交换

簇是椭园曲线
。

在另一方面
,

线性代数群基本上是

代数矩阵群
。

~

巴今 。

才

/
1

.

2 代数矩阵群 设 g是一代数封闭域
,

用M (
, ,
甜 )和G L (

, ,

g )分别表示 g上的
, X n

矩阵群和
n x n可逆矩阵群

.

通过映射
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g 二 ( g , j )
一

( g
: ; ,

g : 2 ,

…
,

外
。 ,

( d
e t g )

一 `
)

,

可以将 G L (
, ,

。 )看成。 ” , + `的仿射子簇
.

集合M (
。 , 。

’

) 二
扩

,

有一个以本身代数子集为闭集的 z a r i s k i拓扑
.

群G L ( ,
,

。 ) 是

M ( ,
,

甜 )的一个开子集并且有诱异拓扑
。

如果子群 G同时又是 G L (
n ,

g )的闭子集
,

则把 G

称为一个代数矩阵群
。

换言之
,

即存在多项式 P a o g 〔 , , , ,

…介们
,

( “ J )使得

G = { g = ( 9 15)
。G L ( `

,

甜)
: P

。

( g 、 ,
) = 0 ,

(
a o J ) }

。

若我们把 G L ( ,
,

。 )看成 。 沪 “ 的子簇
,

则我们有G二 G L (
, ,

。 ) 二。 ” , “
.

现把多项

式环 “ 二 : 1 , , : 2 , … ,

`
: , : 〕看作扩

, “ 上的正则函数
,

并设

I
。 = { P“ g ,

; : ,

…
, 戈 ,: , , z 〕】对任意g o G

,
P ( g ) = o }

.

则商环 g 〔二 , : …与
, , 2〕 /几可作 G上的正则函数论

。

我们记此环为甜〔G 〕又称它为G的坐

标环
。

.

当品是。的子环时
,

则设 G L (
。 ,

品 ) 二 <班卿 (
, ,

品 ) }d et g 为 品 内 的可逆元 }
,

并用

仇 表示交集G n G L ( ,
,

招 )
。

设 k是 g 的子体
,

代数矩阵群G称为在 k上定义或是一个卜群
,

如果 G 所 决 定的理想

I G
可以由环 k〔 , 、 j

, : 〕内的元所生成
.

又如 I 。 = { P成〔x i j : }对 g o G
,
p ( g ) 二 o }

则商环虹 二` j
,

幻 /几 = k〔G〕就是G在k上的坐标环
.

二

注
:
如果体秃不是完全体

,

单假设 G是 k封闭 (即G是由一组以 k为系数的方程所定义 )
,

那么
, 二

并不能得出G在 k上有定义
,

只可以说 G在 k上的一个完全不可离扩张体 k, 上 定义
。

1声
一

界数群的李代数 一个群簇是光滑的
,

所以在每一点上都定义一个切空间
·

如果

把群的单位元
e
上的切空间梦内的每一个切向量看成环 g 〔G 〕的左不变 g 一求导 子

,

则 梦有

李代数的结构
.

这是和李群的情形是一样 的 (参看
: 〔3 6〕严志达 P

.

8 )
.

如果G在寿上定义
,

则梦 = 梦k o kg
,

此处
,

梦k是由环虹 G〕的k一求导子所组成的代数
。

如果几的特征数是 P今 o ,

则 梦和 梦k是 Jac o b
s o n

的意义下的限制李代数
.

可是
,

这时
,

代数群和它的李 代 数的

关系要比李群来得弱
。

例如
,

亨的任一个限制子李代数不一定对应于一个子群
.

同时
,

几个代数子群可以有相同的李代数
.

群 G可用内自同构作用在本身
,

I nt :g 二 卜如今 夕x g 一 ` ,

(二
,

班 G )
.

用 A d 。
表示 I , gt 在

e
的

橄分
,

映射 g 卜争A d g 是一个从 G到 G L ( 梦)的 k态
,

称为 G的伴随表示
.

’

1
.

珍 代数群的同态 设 p ,
G

,

G, 是代数群
,
拼 G、 G’ 是一个映射

.

如 果 p 适合下列条

件
,
则 p是代数群态

:

( 1 ) p是从 G到召
, 的群同态 ,

( 2 ) p的转置映射 p .
是从 g 〔G , 〕到 g 〔G 〕的同态

(如果 f
e幼〔G , 〕

,

那么 f是从 G ,
到幼的映射

,

适合

p .
( f ) 二 f

·

p )
。
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当G和 G尹在 k上定义
,

同时 p .
将权G

尹

〕映到权G〕内
,

则 p是一个k态
。

态 p : G , G尹的微

分 d p在单位元定义一个在相应李代数上的同态 d:P 梦 , 少
尹 。

G 的有理表示是一个态 p :

G , G石娜
。

G的特征标水 G , G L :
就是一个次数为 1的有理表示

,

用 X (G )或G表示 G的特征标所

成的可换群
。

群召是有限生成
。

1
.

5 齐性空间 商群 设 G是一个在 k上定义的代数群
,

H是G的闭k一子群 (即
: H作

为一个代数群是在 k上定义 )这时齐性空间 G / H可以很自然地赋予一个定 义在 k上 的拟投

射代数集结构
。

而且投射。 G , G / H是一个定义在 k上的代数簇态
。

同时 G又可看为作用

在 G/ H上的代数变换群
。

如果 H是 G的正规 k子群
,

则G / H是一个在寿上定义的代数群
。

设 G有一子群 H和一正规子群N 适合

( l) G是 H和 N作为抽象群的半直积
,

( 2) 映射产
: H x N ` G是代数簇的同构

。

这里产( h
,

心 = h
o n

.

那么
,
G称为代数群 H 和 N

的半直积
.

在特征数为零时
,

条件 ( l) 可推出 ( 2 )
,

在特征数为 P > o时
,

不能从 ( l) 得 出 ( 2 )
.

1
。
6 既约群 代数群G如果与d ( = d im G )个G石:

的直积同构
,

则称 G为一个代数环面

( al ge b ir o ot r
us

.

)注意
,

这并不是普通的拓扑环面 ! 以后简 称
“
代 数 环 面 ”

为
“
环

面 ,
。

如果代数群G是一个可解 (或幂零 ) ( s o
l

v a b l e
(或

n i l p
o t e n t ) )的抽象群

,

则称 G为

可解 (或幂零 )的
。

称一线性代数群G为幕么的 (
u in p ot e nt )

,

如果 G 的所有代数 表示都

是由幕么矩阵组成
。

设口为任一代数群
,

以 G
“

表G的单位元的连通分支 (在 Z a r is ik 拓扑内的 )
,

G
。

为G的

正规子群
,

而且 G /G
。

为一个有限群
。

G
。

内有一个唯一的最大连通线性子群G
, .

G
,

为 G
。

的
屯亚.

正规子群及孚
。

/ G :
是一个交换簇

。

(此乃 C h e v a
l l

e y定理
,

证明见 R o s e n
l i

e h t〔5 7〕 )
.

G I

内

有一个唯一的最大连通线性可解 (幂么 )正规子群R ( G :
) ( R

。

( G :
) ) 称为 G 的 根一 r a id o al

(么根一 u n i p o t e n t r a d i e a l )
.

G :
/ R (G

:
) 为一半单代数群 (

s e m i一
s i m p l

e
)这就是说

,

这

是一个根为 1 的连通线性代数群
.

设 R (G
;
)的么根为G

: ,

则 R ( G :
) /仇为一环面

。

我 们用

以下的图表示以上各群的关系
:

有限

交换簇

半单
)
环面

G!oG!吼!(G,!吼!

巍鳅椰融

( 1 )

另一方面
,

G
;

/ R
u

( G ,
)为一既约代数群 (

r e d u e t i v e g r o u p )
,

亦即是说
,

这 是一个

么根为 1的连通线性代数群
.

称代数群G为线性既约 ( l i en
a r l y r e d uc it v e

)
,

如果 G的所
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有有理表示为完全可约
.

我们说G是几何性可约 ( g e o m e t r i e a l ly
r e d u e t i v e

)
,

如果对 G

的任一有理表示 p : G * G L (犷 )及任一 F 内非零的不变向量 。 (即 p (刃。 = 。 ,

华 G ) )
,

存在一

个次数> 0的 G不变齐性多项式函数了使了( v) 子 0
.

定理 设 G为 k上的线性连通代数群
,

以 C h
a
kr 表示 k的特征

.

( l) G是线性既约
,

当且仅当 ( a) C h a kr = o及 G是 既约或 ( 6 ) Ch ar k > o 及G是环面
;

( 2 ) 如果 G是线性既约
,

则 G是几何性既约
;

( 3 ) 如果G是既约
,

则必是几何性既约
.

了
既约

线性既约
、

= 今 几何性既约

环面

这定理的第三部分本来是 M
u m f o r d猜想

,

后来由H ab
o us h 〔3 8〕解决了

。

关于这定理

和 H i l b
e r t的第 1 4问题的关系

,

请看 H
u m p h r e y s 〔1 0〕

.

2
。

代教麟的结构

2
.

1 JO R D A N C H E V A L L E Y分解 设 g o G L ( n, g )
,

则 g可唯一地表示 为 乘积

夕 = g ; .

9 。 ,

此处
,

gs 是一个半单矩阵 (即头可以对角化 )和 gn 是一个幂么矩阵 (即 1是 ` 的唯

一特征值
,

或等价于头
一
I是幂零的 )

.

同时
, g : ·

g 。 二 g 。 ·

g : .

如果 G是一个代数矩阵群和彭 G
,

可以证明 g 。
和 gs 都属于 G

,

并且 g的分解为半单和幂么两部分与G的矩阵群表示无关
.

更一

般地
,

如果价
: G 、 G

,

是一个代数群态
,

同时
, 口。 G

,

则功伪
:

) = 〔价伪 )〕
:

和价伪
n

) = 〔价伪 )〕
。 .

如果少G k
,

则g :

和外在 k的某个完全不可离扩张体上是有理的
.

2
.

2 k
一

裂环 面

定理 设 T 是一个定义在 k上的环面
。

以下条件是等价的
:

( l) T所有的特征标在 k 上 定 义
,

( 2 ) T可在 k上对角化 ,

即 T = T

( 3 ) 对每一个在 k上定义的表示 p ,
T斗 G L 二

,

群区 T )在 k上可对角化
。

定义 如果 T适合上列三个等条件
,

则我们说 T在 k上可分裂
,

并简称 T为一个 k
一

裂

环面 ( k
一 s p l i t t o r u s

)
.

、

如果 T在 k上可裂
,

则 T 的每一个子环面和商环面亦可裂
。

这里总存在一个有限可离

伽罗瓦扩张k, k/ 使得 T在 k, 上可裂
.

这个伽罗瓦群在 劳上有作用
,

其作用完全决定 T的 k

结构
.

子群全。就是被这伽罗瓦群固定的特征标集
.

定义 称环面 T为在 k上各向异性 (
a n i s o t r o p i e

)
,

如果 T 。 = { I }
。

各向异性的环面与普通的紧致环面很相近
.

设 k = IR
,

如果 id m T = 1
,

则有 两 种可能

性
:
一是 T 在 k上可裂

,

这时 T
,
丝 }R

. ;
或 T在 k上各向异性

,

于是 T 与 5 0 :
在 k上同 构

,

同时 T
: : = 5 0 ( 2 ,

!R )就是园群
.

在一般情形
,

T : R

是紧致的充要条件是 T在 IR上 各 向异

性 (当 }R被一尸进体取代
,

则结果仍真 )
。

在此情形下
,

界
;
是一个拓扑环面 (园群的直积

。

定理 设 T 是一个寿环面
.

总存在两个唯一定义的吞子环面 T d和 T
。 ,

使得
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( 1) T d 在k上可裂 ,

( 2) T
。

在几上各向异性 ,

( 5) T d n T
。

是有限
,

并且 T 二 T d’ T
。 .

2
·

3
.

抛物子群

定理 设 G是一连通代数群
。

( l) G的所有极大环面都互相共扼
.

G的每一个半单元都包含在一 个 环面中
。

每一

个子环面的中心化子都是连通的 ,

( 2 ) G的所有极大连通可解子群均互相共扼
。

G的每一个元都落在其中一个 这 样的

子群里 ,

( 3 ) 如果尸是 G的闭子群
,

则 G /尸是一个投射簇的充要条件为尸包含一个极 大 连 通

可解子解
。

G的秩就是 G的极大环面的共同维数 ( 符号沃 (G ) )
。

如果G / P是一个投射簇
,

则称G的闭子群P 为G的抛物子群 ( p a r a b o
l i

e s u b g r o u p )
.

称 G的极大连通可解子群为B or
e
l子群

。

例 当G = G L
, ,

向量空间犷的旗就是一列正增加的子空间口笋犷
:

二… … c 犷 t二犷 , + , 二

子 铸 铸

犷
.

设价 = d i加扩 ` ,

则 { 价 蛋描述此旗的类型
.

女母果 .ds 二 i
,

且 t 二 d m犷 一 1 ,

我们称 这样的

旗为全旗
.

G L
:

的抛物子群就是甜
”
中一个旗 F 的稳定群

。

G /尸是与 F同类型的旗所成的流形
,

并且就是著名的投射簇
。

一个波尔 子群就是一

个全旗的稳定群
。

在适当的基底下
,

这是由所有上三角矩阵组成的群
。

若 G是一个 ( 不一定连通的 ) 线性代数群
,

我们说 G是既约
,

如果 G
。

是 既 约
。

我们

称 G的子群尸为G的抛物子群
,

如果尸为G
。

的抛物子群 (见
:

〔4 2〕
,

〔4 3〕 )
.

2
。

4 既 约群的根

设 G是一个既约群和 S是 G的一个环面
。

S 以伴随表示作用在 G的李代数梦上
.

因为S

包含半单元
,

A d S是可对角化的
,

( 名 ) ( S )

梦 = 梦
。

0 I
a

梦
a

这里
,

罗J
` , = { 尤。

罗
: , 。 s

(尤 )
二 s a .

x ; (
a 。

亏
; 。 , 。 )

.

对于环面 S
,
G的根系必 (G, S )就是上列伴随表示分解中出现的 S非零 特 征标 集

。

如

果 T卫 S
,

G对于 T的任一个根
,

若在 S上不恒等于 1
,

都对 S定义一个根
。

如 果 T是 极 大
_

的
,
必 ( G

,

T )
二 必 ( G )就是在普通意义下G的根系

` ’

2
.

5 既约 k群 的性质

设 G是一在 k上定义的连通既约群
。

( l) G的极大 k可裂环面在掩上互相共辘 ( 以G k的元 )
,

如果 S是G的一个 极大 k可裂

环面
,

称 S 的维数为` 的 k秩 (符号是 kr k ( G ) )
.

2 ( S )是 N ( S )的连通分支
.

称有限群N ( S ) /

Z ( S )为G对于 k的W
e对群 (符号是 * W ( G ) )

.

N ( S ) / Z ( S )的一余集都以一在 h上有理的元
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代表
: N ( S ) = N ( S ) 。

·

Z ( S )
.

( 2 ) 必 (G
,

S )的元称为 k根或对于介的根
,

此处 S是一个极大可裂环面
。

用 k必或 k必 (G )

表示少 ( G, S )
.

这是一个根系
.

G对于 k的 W
e
yl 群与 k必的 W

e y l群同构
: W ( k必 )丝 kw ( G )

.

如果 G在 k上为简单的
,

则沙是不可约
。

( 3 ) G的极小抛物 k子群尸在 k上共辆
.

又存在一个 k可裂环面 S使得尸 = Z ( S )
·

R
。

(尸)

— 这是在 k上定义的代数半直积
.

如果尸和尸
尹
都是包含极大 k可裂环面 S 的极小抛物 k子

群
,

则尸 n 尸
`

包含S 的中心化子
.

包含Z ( S )的极小抛物 k子群与W
e对房有 ( 1 ,

l) 对应
.

W
“ y l群、W (G )在包含 Z ( S )的极小抛群 壳子物上有简单传递作用

.

在特征数为零的体

上
,

一个极小抛物 k子群的幂么根是一个极大幂么 k子群
。

( 4 ) G k的 B : u h at 分解
.

设犷 二 R u( 尸 )
,

其 中尸是一个极 小 抛 物 k子 群
,

则 G壳= U k’

N ( S ) k
·

U k
,

同时
,

如 果 n , n , 。 N ( S ): U n U = U n ,
口令冷

, = n , .

对 任一脚。 ; W
,

取 一 代表

肠
。N ( s)

k ,

则上列等式可写为G k 二 U U k
· ,
扩 P k

,

此处
,

集的并是互不相交 的
.

留` 盖W

我们可更精确地重写这分解
.

固 定 留。 w
,

存在
u的两个 k子 群 u二和 u二使得

,

作为

一个代数 簇 u 二 u二
又 u二

.

同时
,
从 u会

、 尸到 u , 。尸把 (二
,

, )映到
二 。二 ,的映射是一个在

k上定义的双正则映射
.

这分解给出 G盯尸 k的一个纤维分解
.

设 , 是 G到 G /尸
l

的投 影
,

则

( G/ )P 。 ·
凡P/

。 = n 二【〔喊、 、
.

如果k是代数封闭的
,

u二是 和 一仿射空间同构的
留帐W 、 、 一 J九 ,

- ,

一

么群
,

因此我们得到G /尸的一个胞腔剖分
.

( 5 ) 标准抛物 k子群 ( 对选取固定的 S和尸 )

设沙是环面 S所定义的G对于 k的根系
。

极小抛物 k子 群尸的 选 取
,

决定 k必的 一 个

W
e
刃房和一个正根集

.

设 h△是这次序下的简单 k根集
.

如果。是 k△的一个子 集
,

用 S 。

表示 n K即 a的单位元分支
.

5 。 是一个 k可裂环面
,

有维数山 m s 。 = r
叭 ( G ) 一 C盯d o

.

~ ,
’ _ _

乞认
-

一
’

一 ” 研

一件
/ . 刀 ~

.
一 口 ~ ” 一

J

从州
’

四
’ 门 补阵

趴
一 ”

`

~ 口 ”
’

小 一 , 一 一 一

一a `日 ~ “

习定义的标准抛物 k子 群 就 是 Z ( S 。 )和 U生成 的子群 k尸。
.

这子 群 可 写 成 半 直 积
~ ~

/ 、 ’ ` J
阳 ” 协

` , 。 .
刀 ” 刁

~
。
黝 ~ 一

、 ~ 口
,

` , 曰 一
一

尹
内 叼

J

哪 砂 日
.

~
“

~
J

~
`

钊
`

一
I/ ’

(Z S 。 ) .U 。 这 里 U 。 二 R
。

〔尸。 )
.

U 。 的李代数是 z 梦
。 ,

这里
a
是正根而且

“
不是日中的

一
、 一 口

2 一 臼
,

~ ~
一 口 一 “ 、 一

口
/ 。 一 口

曰 J

一
` 、

枯“
口 。 ’

心 ~ `
~ 一

“卜
’ ` “

~
一 ’

~ 一
’ ” 碑

元的线性组合
。

( 6 ) 每一抛物 k子群都只与一个标准抛物 k子群在 k上共扼
.

特 别地
,

如果两个抛物

k子群在甜上共扼
,

则它们 巳在 k上共扼
。

( 7 ) 设W曰是由反射 S
。 ,

, 口生成的 W
e
刃群 kw 的子群

,

如 果口和宁 是尸 的两个子

集
,

则 ( k尸口 )公G k / ( k尸沙 ) k二 W口 \ k w /W沙
.

2
.

6 例子 ( 1 ) G = G L (
n
)

,

、 、

l
、

!
矛

、、..̀声声· 二

一 {(
O

O
s 认.

这里丸心使得 isx = sl’,.
。

显然
,

一

S 是一个极大裂环面
.

那些上三角矩阵给出一 个 极 小 抛
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物k子群尸
,

尸此时是一个B
。 : e l子群

.

尸的既约根
“ 由用 l为对角元的上三角矩 阵 给 出

。

如果 ie j 是这样的一个矩阵
,

它除了在指标 i(
,

]’) 的分支上是 1外
,

其 余 全部为零
,

则

A d s
(

e i j ) = ( s ` i /
s ` j )

e ` j
。

于是那些正根就是几,一 久j ( i < j )
,

因为。的李代数是 由 e ` i ( i < i )

生成
。

那些简单根就是 ( 凡
, 一 久: ,

又: 一 久3 ,

…
,

振
~ , 一 久

。

)
。

那些W
e
川群是由 S a

生成
,

这里

的 a是一个正根 , 因为对
a = 灰一 幻

,

S
。

将 i轴和 j轴互换
,

kw 与基元的循环群叭同构
.

那些

抛物子群就是所有旗的稳定群
。

( 2 ) G “ 在 k上分裂
”

( 即G有一个在 k 上分裂的极大环面 ) 例 ( l) 属于这个范畴
。

那些 k根就是所有普通根
。

一个极小抛物 k子群是一个极大连通可解子群
.

如果 k 是代数

封闭的
,

G
`

在 吞上常常分裂
,

同时这不过是半单或既约线性群的一般性质
。

( 3 ) G是在向量空间犷吞上一个非退化二次形 F 的正交群 S口( F )
。

我们假设 k的特征

C h a r寿子 2
。

在适当基底下
,

F (工
: , … , 二。

) = 二 : , 。 + 二 : 二。 _ : + … + , 。二卜。 + : + F 。
(二 。十 : ,

…
, 二卜 。 )

,

这里 F
。

不有理地代表零
。

F 的指标
,

即犷 k 的极大迷向子空间的维数等于 q
.

下列 对角矩

阵给出一个极大 k 可裂环面:S

￡ =

…
设 5 0 ( F

。

)表示二次形 F
。

的真正交群
,

让这群在x : ,

…
,

翔
,

介
_ q 十 : ,

…
, 戈 ,

上平凡作用
,

便

可把它嵌入 S口 ( F )
,

则 Z ( S ) = 5 x 5 0 (尸
。
)

.

极小抛物 k子群就是全迷向旗的稳定群
.

上

面 S的选取及坐标排列固定后
,

标准全迷向旗就是〔el 〕二 〔。 : , 。 : 〕二… g 〔e : ,

…
, 。
妇

。

相

应的极小抛物 k 子群有下列形式

`

、..气性了..了、、吸..J了,
.

否̀3名月A AAl

B

0

尸卜物I
J

I
、

一一尸

这里
,

A
。
和 A

`

是上三角 q x q矩阵
,

B e S O ( F 。
)有附加关系使得尸里 S口(尸 )

。

尸 的 既约根

“是在 P 中的矩阵集
,

这里 B = I
,

A
。 ,

A `
都是幂么的

,

同时

A ` = “

否
’ ,

Q A
: + ` A :

小月一 O ,

t A
` 。

J
o

A : + t A 3 .

Q
o

A : + t A Z .

J
,

A ` = 0

这里Q是二次形F
。

的矩阵
,

J 是以 1为非主对角元及在其余地方为 。 的 q 兄 q矩阵
,

同时6是

对于同一对角的置换 (
口

M 二 J tM J )
。

我们要把 S作用在“上
,

才可以决定那些根
。

当将
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Q对角化后
,

可更容易计算那些根空间 ql’ j = 么氏j
。

考虑以下三种情形
:

对 f < 了喊 q ;
灰一 幻是一个根

,

其相应的根空间由 .el j 一 en
一

j
, : ,
卜 i , :

生成 , 同时这个根

的重数是 1
。

对 i咬 g < 《 , 一 q ; 人是一个重数为 n 一
q2 的根

,

( q + 1` j <
, 一 q ) 生成

.

其相应的根空间由
e , , 一 d

;
` e ,

,

二 `一

对 `< j ( q ; 礼+ 为 是一个重数为 1 的根
,

其相应的根空间 由 ie
,

卜 j
, , 一 ej

,

卜` + :
生

成
。

那些简单根就是

久: 一 久: ,
久: 一 丸。

,

…
,
几q 一 : 一 久q和肠 当 n 沪 Z q

与及久q ~ : + 彻当 n = Z.q

那W ey l群就是所有在坐标子空间上对称的循环矩阵的乘积
.

当 n 子 q2 时
,

W即 l群有任意

维数 ; 当。 = Zq时
,

有偶维数
.

群 5 0 ( F )分裂的充要条件为 q 二 〔 , / 2〕
。

如果它不分裂
,

则存在重数> 1的根
。

抛物 k子群就是有理迷向旗的稳定子群
.

抛物 k子群在 k上共扼的充

要条件为存在G k的元把一个旗映到另一个旗上
。

由W it t的定理
,

这是可能的充要条件为

那两个旗有相同类型
。

( 4 ) 当给出一个埃尔米特形
,

我们有类似结果
,

不过这时得出一个型 B C q的根系
。

( 5 ) 对实李群来说
,

以上理论与 工w as a w a 和 C ar at n
分解有密切 联 系

.

如 梦是

口
;

的实李代数
,

且 G是一个连通代数既约群
,

则 罗 = 梦 + 声
,

这里减是 lG
,
的一 个极大

紧致子群 k的李代数
。

于是G = K e工 P刃
。

设冰是刃的一个极大可换子代数
,

则A 二 e 二 P穿是一个极大 {R
一 裂环面 S 的实点群

的拓扑连通分支
。

( 在 iR
e m a n n

对称空间GJ
R

/ K上它代表一个极大全测地平子空 间 )
。

N (S ) ,: == 〔K n N ( A )〕
·

A

和

z (污)
: ` = ( K 自艺 ( A ) )

·

姓
.

一般用对表示群 K 门Z ( A )
.

W
e y l群

,RW ( G
,

S )和 ( K 自N ( A ) ) / M 同构
,

即与 E
.

C
a r t a n

提出的对称空间G / K 的W ye l群同构
.

设 龙 一
贝蘑二

` ’ ,

既 R必 (民 S )
.

设N = “ p 港
,

则
a > 0

G 二 K
·

A
·

N 是一个 I w as
a w a

分解
,

同时M
·

A
.

N 是一个极小抛物 k群的实点群
。

假 如

味 是简单群和 G / K是一个有界对称域
.

那末根系
,必有两种可能性

:

G订k是一个管域会今 !
R
必的类型是 C , ,

G以k不是一个管域乍冷
)R必的类型是 B tC

。

3 T IT S几何

3
.

1 T i t s
系统

T ` t: 把上一节的结果推广到抽象群并建立了一个新的几何
。

给出一个 (抽象 )群 G
,

两个子群B
,

N 及群 W = N /B n N 的一个子集 S
,

使
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( i) G由 B U N所生成 , B n N 是N 的正规子群 ,

( 11) W由 S所生成 , 若
5 0 5

,

则
5 2 = 1 ,

( 111)
s B w 己 B w B U B s w B (

5 0 5
, w o w )

,

( i v
)

s B s
中B

, ; 。 5
.

称 ( G
,

B
,

N
,

S )为一 T i t s系统 ( T i t s s y s t e m o r B N p a i r
)

,

W为这 T i t s
系统的W

e y l群
。

如果有 g o G使子群P 习夕B犷
` ,

则称 P 为抛物子群 ( p a r a b o l i e s u b g r o u p )
.

设 X 二 S
,

W
:

为由X 所生成的W的子群
,

G :
为 U w o w

x
B w B

·

则任一抛物子群必与唯一的 一 个 G洪
扼

。

例 ( i ) G为连通既约 k一群
.

尸为G的一个最小抛物 k 子群
.

5 为一极 大解裂 环 面 使

P = Z ( S ) R
。

( P ) ( Z ( S )为 S在 G内的中心化子 )
。

假 设 Z ( S )寺 G
.

设 : W = N ( S ) / Z ( S )

( N ( S )为 S在 G内的正规化子 )以 G ( k) 表示 G的 k有理点
,

则存在万二 kw 使

( G ( k )
,

P ( k )
,

N ( S ) (庵)
,

艺)为一 T i t s系统
。

( ii ) 考虑 ( i) 的特例 G = G L ( n)
。

则 G ( O 二 G L (n
,

k) 为系数在k内的
n x n

可逆矩阵
,

尸 (k) 为上三角形方阵
,

N ( S ) ( k) 是
n x 拄的置换矩阵

, kw 是对称群 S
, ,

艺是所有对换 ` , `十

i ( i蕊 i ( n一 1 )
。

3
.

2 T i t s厦

对任一 T i t s
系统 ( G

,

B
,

N
,

S )
,

造个单纯复形品
,

称为这 T i t s
系统的厦 ( b u i ld i n g )

:

仍 的顶点 ( V e r t e x
) 就 是 G的极大抛物子群

,

即是 {
_ G

。 _ , 。 、 .

9 一 `
Ig

o G
, ; 。 S }

.

顶
, ’ 一 `

~
` ” 、 、 - -

一
` ’ “

~
一 ” `

一
/ 、 夕。

一

,
刀

`

~
, ” ,̀

~
飞 g 一 s 一

{
; 全

. 汀 ’ “ `
一 ’ “

“
’ . `火

点集 ( 尸
: , … ,

p
。

} (其中尸
`尧尸 j若`今 )j 决定招的一个单 纯 形 (

s i m p lex ) 当 且 仅 当

P = 尸: n … n 尸
n

是抛物子群
。

这就是说品的单纯形相对于 G 的抛物子群
.

我们说尸是 P,

的面 ( f a c e
)当且仅当尸

产 =c p
.

最大的单纯形相对于极小抛物子群
,

即 B 的 所 有 共 扼 子

群 , 叫这些单纯形做品的房 (
。
ha m b e r

)
.

若房 尸尹的一个面 尸的维数与 尸
产
差 1 ,

则称 尸

为 P
,

的 墙 ( W
a l l )

.

例如 G , ` 、 (
5 0 5 )都是 B的墙

。

2 “ 一 曰 J

明
、 ”

一
了 . ’ / “ , ” 一 { 牙全

、
~ “ / ” 尸

兀 “ 卜, ”
徊

.

例
:
设 G = G L ( n, k)

,
犷 二 kn

。

对 芬3
.

1例 ( “ )的 iT st 系统
.

G的抛物子群就是 犷 的旗的稳

定群
,

所以品的单纯形可以看作 F 内的旗
.

这样旗 F 是另一个旗F
`
的面

,

即是说 F, 是由 F

加细得来
。

房是相对于全旗
.

可 以证 明对于关联关系 ( i cn id e nt r e al t io n) 来说
,

品的结

构和射影空间 P
” 一 ’

(O一样
.

如果我们把 K le in 的 E r l a n g e n
计划看作是把几何化成为群论

,
T i st 的玉作刚好是相

反的方向
:
对每一个群作一个相应的几何 ! 关于 iT st 几何可看〔7〕

,

〔3 1〕
。

3
.

3 B r u h a t T i t s厦

设 G是一个连通既约k一群
,

T 为G的一个极大尔环面
, 必 ( G

,

T )为` 对 T 的根系
。

对 a

。中 ( G, T )
,

存在一个G的单参数子群 U 犷
’ 及一个同 构 0

。 : G L ( l) 、 U犷
’ ,

并且满足 以下

条件
:

对 et T
, 戈 。 G L ( l)

,

都有

t s a
(二 ) t 一 ` = 8

。

( t“ x )
.

进一步
,

设 S c T为G的一个极大 解 裂 环 面
, 必 ( G

,

S ) 为 G对 S 的根系 (见 号2
.

4 )
,

此

必 (G
,

S )
.

设
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必
。 = {夕

。必 (G
,

T ) }两乡
、 = 。 ; a ,

, a
为正整数 }

由所有 U产
’ ,

床必
a

所生成的 G的子群我们记之为 U左
“ ’ 或 U

。 .

假若 k是一个非 A r c h i m e d e s
完备的赋值域则利用左的赋值

,
k可看成一个 滤群

。

这

样利用 s a ,
U

。

( k )也是一个滤群
.

有了这个滤结构 ( f i l t r a t i o n
)

,
T i t s 几何的内容 便更

丰富
。

这时 T it s
厦便以 B r u h at

一

iT st 厦所代替
。

为了简单起见
,

我们现在还假设 G 是 k一

裂的单连通单代数群
。

设犷为一有限维 E u o
l记空间

; 以 <
· , ·

>记厂上的内积
.

设 A为一个以犷为向量部份的

仿射空间
,

以 F 记 A上的所有仿射线性映射
.

这样 f
: A ~ IR

o F哈二备存在 D介犷使了(二 + 刃 =

f (劝 + ( D f
, 。

>
,

农 A
,

珑犷
.

对 f, 班 F
,

定义 < f
,

g ) 为 < D f
,

D g )
,

若了
。 F 不是恒等映射

,

则设 h, = `众 A } (j x) 二 0 》
,

厂 二
2f

<了
,

f )
及叮

: A 、 刃
: 、 . , x 一 f

y

(二 ) D f
.

定义 如果下面条件成立
,

则称 F 的子集刀为一个仿射根系 (见 〔3 9〕 )

( 1 ) F 可以由刃生成
, 。

9不包含恒等映射
,

( 2 ) 对所有
a `
刀

,
w

a

(
。

多) = 刃
,

( s ) 对
a ,

b 。』
,

(
a ,

b
V

> 。 Z (整数环 )
,

( 4 ) 以W (刃 )记由 w
。 ,

二』 所生成的群
。

若 K : ,

K
Z

为 A 的紧子集
,

则集

{ w o w (刃 ) ! w ( K
;

) 门K
Z
非空集 }

为有限集
。

例 在犷 二 X .
( T )⑧ }R内取一对W

e y l群W不变的内积 (
,

》
.

把犷看作一个仿射空

间
,
记之为 A

。

对 , 必 ( G
,

T )
,

, Z设

a + n : A。 }R
: 戈 l。 (

a ,
x 》 + n -

则刀 = <
a + 川

“ 。中 (G
,

T )
,

肛 Z } 为仿射根系
。

称W (刃 )为必 ( G
,

T )的仿射 W
e
川群

.

在G内取一个包含着 T 的 B or
e l子群

。

这样便决定了单根系 刁( G
,

T ) (即必 (G
,

T ) 的一

个基 )
。

在集

A 一 U 』 ha 中有一连通分支 C
,

使 ( l)

{ 二
。犷】对a 。刁( G

,

T )
, a

( x ) > o }

O〔 C

( 2 )

> O }
。

设 . :

C 二
。

这时便有 H 二』使 C 二 n _ _
TT 丈那A }

。
( x )

“ 亡 J I

k--O 一 Z为 k 的赋值 (记。 (
o
) = + co )

, a 。必 ( G
,

T )
,

设 U
。 + : = 8

。

(。
一 ’ 〔 n ,

co 〕 )

H = { t o T ( k ) 】对又e T
, 。 (又( t ) ) 二 o }

N = N G
( T ) ( k )

,

并以 B记由H及 U a( 其中ae 刀
,

朴
。

》 o) 所生成的G的子群
.

可以证明存在一个同构
, : N /B 门N 、 可 (』 )

.

若设尸 = , 一 ’
( w 。 , a o H )

,

则 ( G ( k )
,

B
,

N
,

R )是一个 T it s
系统

。

在这个情形下
,

术语是略有改变
.

我们叫 B的任一

共扼子群做 G的 I w a h or i子群
。

若子群尸牛 G
,

尸 包含着一个 Iw a

ho
r i子群

,

则称尸为一个
一

’

一 ”
’ 、

’

- 一

”
’

一
一 ’

铸
’

一 一 一
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P r a a hr oci子群
。

任一 P r a a h
r oi。

子群尸唯一决一个集 F (尸 )满足以下条件
:

(l )尸 (尸 )

g C\ C
,

( 2 )存在一个集 双 P )二 R
,

对二。 F ( P )
,

w o R ( P )
, w ( x ) = 二 ,

( 3 ) 存在李` ( k) 使 g尸 g 一 ` = B W
p B

,

其中W
p
为由尸 (尸 )所生成的 N /B n N 的子群

.

G的 B r u h a t 一 T i t s
厦是

品 = { ( P
,
x ) }P为 P a r a h o r i e 子群

, 戈。 F ( P ) }
。

我们使G作用在品上如下
: g o G ( k )

,

g ( P
,
% ) = ( g P g 一 ’ ,

二 )
.

设了 (P ) 二 { ( P 声 ) }二。F ( P ) }
,

才
。 二 U

功 e N /B 门N
U

_

7 ( P )
-

尸卫 w B w 一 :

则可证明存在一匹满映射 j : A一才
。
及品 = U砖。 (吞》 g才

。
常称 7 ( P )为品的房 (

c h a m b e r
)

,

夕。澎
。
为易的

a p a r t m e n t s
.

rB hu
a t 一 iT st 厦的理论除了本身内容丰富之外还对其他数学问题有用

: 比 如 G (k)

的调和分析
,

S ih m ur
a
簇的犷函数的计算等

。

4
.

代橄群分类

在这一节我们只考虑半单代数群

4
。

1 在代数封闭域上的分类

这是 C he 邓 n e y 〔8〕的工作
,

他把 C ar at n 等人关于复半单李代数的工作推到代数 群

去
。

称一个同态中
:
G o H为一个同生 ( i s og

e n y )
,

如果G
,

H均是维数一样的连通群
,

而且

, 的核为 O维的
,

再者若中的核在G的中心内
,

则称甲为一个中心同生 (
c e nt r a

l i s o g e n y )
.

这时叫G做 H的中心覆盖
,

成表示
G的极大中心覆盖

,

设贯 = { H }G为H的中心覆盖 }
,

以 G表示决中最小的群
.

称 G为 G的单连通覆盖
.

G为G的伴随 群 (
a
dj io nt g r o u p )

。

半单群的分类可以化为单连通群的分类及中心同生的分类
。

每一个单连通群可以唯

一的写成概单群 ( al m os t s i m p le gr
o u p ,

即G有一个有限的中心 C使卿C为一单 群 ) 的

积
,

而概单群的分类就好象单李群一样
,

每个概单代数群G是由它的根系的 D y n ik n 图表

D卯 ( G )决定
,

我们有以下几类
:

A
, :

S L
,: + x ,

C
, :

S 夕
z , ,

B
。 ,

D
。 :
正交群

,

刀。 ,
刀

7 ,
E 。 ,

F ` ,
G : :

例外群
-

4
.

2 G A L O I S 上同调
一

假定G是群
,
A 是个G

一

群
2 ’ .

对 “ G
,

二 A我 们以
` a
表示算子 s对 a作用

,

我们以 H “
( G

,

A )

或 A
G
表示以下的群

:

{ a o A I对所有
s 〔 G

,

sa = a
}

。
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我们称一个由G到A的映射
;
卜毒

a :

为一个由G到A的 1一上闭链 (1一
。
oc y o

l
e
)

,

如果 这

映射满足以下条件
:

对任意 s , t o G
, a : t 二 a , · “ a , ,

我们说两个 i 一上 闭链 (
a :

)
,

( b
:

)是等价的
,

如果存在一个
c o A

,

使 b
: == c 一 ` a s ` e ,

对所有
S o G都

成立
。

这等价关系把所有由G到 A的 1一上闭链分成等价类
,

以 H `
( G

,
A )表示这些等价 类

所组成的集合 ; 以 lZ ( G
,

A )表示所有由G到A 的 1一上闭链
.

设 A是 G一群
,

B是 H 一群多 了
:
A 、 B

, g :

H一 G

是同态并满足条件
:

厂(
“ “ , 。

) = “

( f ( a ) )
, s o H

, a ` A
,

则可定义一个映射 Z ’
( G

,

A ) 、 Z ,
(H

,

B )
:
( a :

) 1、 ( b
,

)其中 b
: == f (

a 。 ( : )
)

.

这映射诱导到一

个由H
`
( G

,
A )到H

`
(H

,

B )的映射一般情形下
,

lH ( G
,
A )并不是一个群

,

但我们以包含 1 -

上闭链 (
a 一 ’ . “

a)
,

, A的等价类为 H`
( G

,

刁)的单位元
,

这样便可定义 映射H `
(G

,

月 ) 、 H
’

(尽 )B 的核
,

可以证明从G一群的正合序列
.
1一A ` B叶 c神 1

,

可以得出一个新的正合序列
:

1叶万
o
( G

,

A )一H O
( G

,

B )一H o
( G

,
C )一H ,

( G
,
A )` H

,
( G

,
B )` H

`
(G

,
C )

.

4
.

3 k一形

设 k为一完 全 域
,

k 为吞的代数封 闭
,

aG l( k /的 为 寿肠 的 G al io s
群

.

如果 G al

( k / k) 作用在 A上
,

我们把H i( aC l( k /的
,

A )简写成 H ` ( k
,
A )

.

设 G
,

G, 为定义在 k上的代数群 , f
`
G* G, 为定义在 k, 上的同构

.

称 G, 为 G的一个 k一形

伪一 F O RM )
。

对
s o G a l ( k` /k )

,

以
“

f (
a
) = `

( f (
s 一 `a

) )定义
“

f
:
G、 G , ,

则
s 、 a : = f

一 ’ · “

f 为

么`
( k

,
A ut G )中的元素

.

不难证明
,
G的两个k一形G,

,
G护在 寿上同构当且仅当它们所定义 的

1一上闭链为等价
。

反过来
,

对 (
a :

)
。 Z ’

( k
,
A at G )可以造一个G的k一形G, 及 f

.

:
G一 G’ 使 G所

定义的 1一上闭链 a : =
f
一 ` · “

(j 参 Sat a k e〔 2 7〕声。 , 2的
.

事实上
,

G, 作为一个集合可看作 G
,

f作为一恒等变 换
,

这时G a l ( k肠 )在 G ,
上的作用是

: “

( f ( g ) ) = f ( a s s g )
.

这样
,

G的 k形

的同构类是与H ,
(庵

,
A川G )成一一对应

.

所以我们要分类定义在 k上的代数群只 要 ( l) 分

类在 k 上定义 的代数群与 ( 2 )计算H `
( k

,
A “
心 )

。

第 ( l) 部分已在 9 3
.

1解决了
.

如果半单代数群 G内存在一个在k上分裂的最大解坏面
,

则我们说 G在 k上分裂 ( k一
s p l i t )

,

又叫 G做 C h e v l l e y 群
。

如果 G内存在一个 k上定义的 B o r e l群
,

则说 G 是 拟分裂

( q u a s i一 s p l i t )
,

又叫 G 做 S t e i n b e r g 群
。

设G为一 k上的 C h e v a l l e y 一 g r o u p ,
G 为 G的伴随群

,
S 夕哪 (G )是 D g n

( G )的对称变换

群
,

则有分裂正合序列
:

z、 G 、 A 。艺( G )砷 S夕。 ( G )一 1

及上同调序列

万
,

( 、
,

两。 月 ,
( *

,

月 “ , ( ` ) )二万
,
(、

,
s ; 。 ( ` ) )* 2

.

对 a o H ,
( k

,
S y 。 (G ) )

, 甲一 `

( a) 内存在 G的一个拟分裂 k一形G
。 , 而且任一`

`
( a) 内的拟分
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裂k一形必与G ak 一同构
。

再者
, 甲一 ’

(a) 的元素相对于满足以下条件的G的尔形G,
:

存在一

个 k上的同构 f
,
G
“

一 G产使 f
一 ’ os f为 G

。

的内自同构
,

其中
: 。 G al ( k /k)

.

反过来
,

设 G的类

型是 X式比如是 A
。

等 )
,

G, 是 G的一个 k一形
。

G, 决定 H`
( k

,
A以G )的一个元素

a .

因为G在

吞上分 裂
,

故 ` a l (习掩)在刀 , n (` )的作用恒等于 i ,

所以甲 (
a )是一个 ` a

lX(/ k ) 、 S , m ( G )

的同态
。

以 L表示中 ( a) 的核所固定的域
。

设 : = 〔 L
,

K 〕
。

则我们说G, 的类型为
z X .y

我们称绝对概单单连通群 G “ ,
为典型群

,

若G是属于以下任一类型
:
A

, , : A
” ,

B
。 ,

C
。 ,

D
“ , ZD

。 .

称半单群G为典 型 群
,

若G可写成为绝对概单单连通典型群的积
,

关于典型群

可看〔1 1〕
,

〔1 2〕
。

4
。

4 才旨标

在域 k上定义的既约代数群的基本理论可分为 3个情形来讨论
: k为代数封闭域

,

k为

任意域及为为局部紧域
.

每个情形又可分为 3个部分
:
结构

,

分类和表示
.

每一个部分都与

群所决定的根资料 (
r o of d a t u m

,

见〔2 9〕
,

〔。〕 )有密切关系
.

根资料决定一个根系
,

当k

分别是代数封闭域任意域
,

局部紧域时
,

相对的 便 有 绝 对 根 系 (如 且4
.

1) 有 理 根 系

(如 9 4
.

2 )
,
仿射根系 (如 9 3

.

3 )
.

比如要考虑分类问题我们就有以下各情形

乓

代数封闭域

任意域

局部紧非阿基米德赋值域

一送哄翅业遭竺一
-

根资料

根资料 + 指标

根资料 + 局部指标

我们不能用这短短的篇幅介绍这些结果
,

关于指标 ( i dn
e

x)
,

读者可看 iT st 的作品 〔40 〕
,

至于局部指标 ( l
o e a

l i n d e x )
,

N1J 见于 T i t s 〔4 1〕
。

5
。

1

离傲子群

算术子群

非零的整数集 z x
是 IR

x 二 G L ( 1 ,

!R )的离散子群
.

整数有很多丰富的算术性质
.

我们

可以问
,

如果把 G L (
`

1
,

}R )换作 G L ( n
,

}R )
,

Z x
换作G L (

n ,

Z )
,

有什么算术性质可 以 推广

到G L ( n, z )? 或若更一般的
,

考虑一个整体域 k
,

即 k为代数数域或是 F 。 ( X )的一个有限

扩张
,

F 为吞的所有赋值
。

对火厂令气为掩对
。
的完备化

,

氏为气的整数环
.

设 S 为犷 的一个

包括 k的所有无限赋值的有限子集
,

令

8 ( S ) = { 二。 k l对所有
。 字S

,
戈。 8

。
圣

.

令 G为一定义在 k上的线性代数群
,

G ( k) 为G的 k
一

有理点
。

称子群②二 G ( k) 为一 S
一

同余子

群
,

如果存在一个定义在 k上的匹表示 p : G` G L ( n) 及成 S )的一个理想
n 沪 0使群

中 , = { 二
。G (吞) {p (

二 )
。召石 ( n

,

8 )
, p (二 )三 1 ( m o d

a
) }

为必的一个有限指数子群
。

称子群梦二 G ( k) 为S
一

算术子群
,

如果存在一个 S
一

同余子 群必

使必 n 梦同时为。 及梦的有限指数子群
.

令 i
。 二 k一气为k嵌入 k的完备化 k

。 ,
G _ = n G (介

。

)
,

U 1.
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必为一S
一

同余子群
,

或 S
一

算术子群
。

则同态

`:必砷G . : ` 卜~ 中 ( i
。

(二 )
,
i
。

(二 )
,

… )
l 2

的象 i( 必 )为G 。的一个离散子群
.

5
.

2 几个关于 离散子群的问题

在一般的情形下
,

我们有一个局部紧群G
.

r 为 G 的一个子群
.

称 r 为 G 的一个格

( al itt
o e

)
,

如果 r 为G的一个离散子群及 G r/ 个有一个有限不变测度
。

称 r 为 G的一 个 一

致子群 (
u in fo r m s

ub g r

ou p )
,

如果 G / r 个为紧的
.

关于李群的离散子群有以下几个重要

的问题
:

(一 ) 在什么情形下一个格为一个一致子群 ?

(二 ) 整体刚性问题 ( g l o b a l r i g i d t y )
:
设G

,
G 尹
为李群

,
刃为口 ( r 尹

为 G
产

)的一个格
,

好 r ” r 产为一同构
,

在什么情形下甲可以扩展为沙 G` C, 的同构 ?

(三 ) 局部刚性问题 ( ol
o
al

r i ig dt y )
:
设 G为一连通李群

,
r 为G的一个格

,
R ( r

,

G )

为所有由 r 到 G的同态的集合
。

我们给以 R ( r
,
G )点态收敛拓扑 ( T o p ol og y of p io nt w is e

c o n v e r g e n c e
)

.

对 g o G
, “ e R ( r

,

G )
,

我们用

。 g (二 ) = 夕
·

u (% )
·

夕
一 豆, 劣。 r

来定义萨。R ( r
,

G )
.

这样我们得到了 G在 R ( r, G )上的一个连续作用
.

称讹 R ( r, G )为局部

刚性
,
如果“ 的轨道

“ G

为R ( .r G )的一个开集
。

令A d 为 G在其李代数 y上的伴随表 示
,

则

A
.

W ie l〔3 5〕证明了 :
如果上同调群H

,
( r, A d

。

心 = o ,

则
“
为局部刚性的

。

所以局部刚性

问题就变成问
:
在什么情形下H

,

( r, p ) = ?0 ( 其中 p为 r的一个表示 )

(四 ) 算术性 ( ar it h m et ic it y ) 问题
:
设 G 为定义在整体域上的一个线性 代 数群

,

r 为氏的一个格
,

在什么情形下存在一个 G的 S
一

算术子群必
,

使 f( 必 ) = r
。

(五 ) 同余子群 ( C
o n g r u e n e e s u b g r o u p ) l’q 题 : G如 (四 )中

,

我们可以把 G 所 有的

S
一

同余子群看作 G ( k) 的单位元 1 的基本领域组
,

这样便得到了 G ( k) 上的一个拓扑了 ( c)

使 G (的为一拓扑群
。

令G (
。 ,

c) 为G ( k) 对拓扑了 (
。
)的完备化

.

同样
,

如果我们以 S
一

算术

子群代替 S 一同余子群
,

我们得到了G (
; ,

a)
.

明显有个满映射
:
式 S )

: G ( S
,

a) 一 G ( S
, c

)
。

设 C ( S, G )为二 ( S )的核
.

同余子群问题就是要找出 C ( S
,

G )的结构
.

比如
: C ( S, G ) 二 1即

是说 G的每一个 S
一

算术子群为一 S
一

同余子群
。

(六 ) 设 G如 (四 )中
,

K为 G二的一个最大紧子群
。

令X = G J K ,
则G的任一个离散子

群 r 左作用在X 上
。

求作出 r \ X 的显基本域及其紧化
.

(七 ) 设 G为一李群
,

r 为 G的一个离散子群
,

求作出 G在 zL ( r \ G )的正则表示的谱分

解及所谓 S e l b er g迹式的显式
。

5
.

3 以上问题的解答

目前大致上有以下的结果
:

( i ) 如 G为幂零李群
,

(一 )
,

(二 )为 M a l e e v 〔1 7〕所解决
.

( 11) 如 G为可解李群
,

(一 )
,

(二 )
,

(四 )为 M o s t o w 〔1 9〕
,

〔2 0〕解决
.

( 111) 如 G为半单李群
,

(二 )为M o s t o w 〔2 1〕解决 ; (三 ) ( 当 r \ G为紧时 )为W
e i l 〔3 4〕
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解决 , (七 ) L a n g l
a n d s〔 1 6〕推广 T S e lb e r g 〔3 0〕的结果

,

利用 E i s e n s t e i n
级数解出连续

谱
,

而离散谱仍是一个迷
,

A r t h
u r 〔 1 〕 ( 在光滑紧支集情形 ) 给出了 S

e lb e r g迹式的显

式
。

( i ` ) 如 G为半单代数群
,

(一 )为M o s t o w 一T a m a g a w a 〔2幻及 B o r e l一 H a r i s h c h a n d r a

〔 6 〕解决 , (四 )为 M a r g u l i s 〔 18〕 解决 , 关于 (五 )
, S e r r e 〔2 6〕 解决 S L ( 2 ) 的情形

,

B
a s s 一M左I n o r一

s
e r r e 〔 2 〕 解决 T s 石 ( n )

,
s , t Z。 )的情形

,

K
n e s e r 〔 i连

,

v 〕 a s s e r s t e i n 〔3 2〕

解决了一些正交群的情形
,

R ag h u

an ht
a n 〔2 5〕解决了 k

一

秩> 2的部分情形 , 关于 (六 )
:

Bor
e l〔 4 〕推广了 iS e g e l的二次 形 约 化理论从而作出了显基本域 , 关于 r \ X 的 紧化有

S a t a k e 〔2 8〕
,

B a i l e了一 B o r e l〔 3 〕及M 。 二 f
o r

d 〔2 4〕的结果
-

·

后记
:
要学代数群可看一本教科书

:
H

u m p h r e y s J
.

E
,

L i n e a r A l g b
r a i e G r o u p s ,

S p r i n g e r v e r l a g
,

1 9 7 5
.

D e m a z u r e 〔 9 〕关于群概形的一套书可供参考
,

关于离散群有

B o r e l 〔 4 〕及R a g h u n a th a n M
.

S
. ,

D i s e r e t e S u b g r o u p s o
f L i e G r o u

户
,

S p r i n g e r

V e r la g 1 9 7 2 ( 这书俄文译本比英文原著多了好些结果 )
.

香港中文大学余伟权及广州中山大学黎百活
、

马麟浚帮助整理本文
.

注
:

1 )

2 )

关于代数几何的木藉精参看 〔1 5〕
.

参熊全淹
,

近世代数学
,

上海科技出版社
,

芍5
.

1
.

(。 b s o l二 t e z y 。 l m o s t s im p z。 s im p z , 。。 n n e e t e d g r o u p )即是靛 G因疡一概单群及蕊 G
.

k

根系的定义参看〔 3 2〕 ;不过这里
:

若“ ,招都同属于一个根系妥我们是容静完= 士 1
,

士 仓或士 2
.

所以除了箱诚根系之外还一列不可钓非缩减根系 B C
。 ,

〔 5 〕p 12
.

、产、产
48
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