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Hi bl re t 第 1夕个简题
:
互反律及

L a n g l a n d s
的猜想

黎 景 稗

( 香港中文 大学 )

引 宫

Hi `b e “ 〔“ ` 〕在 ` 9。。年提出 “ “个数学问题
,

其中第 ` 2个问题至今未被解 决
,

本
笔

绍在引入代数几何
、

自守形及调和分析的方法后
,

关于这个问题的工作进展
,

并提出有

关的参考资料
.

1
.

1 H i ! b e r t 第 12个问题

设 F是代数数域
,

问
:

怎样刻画 F 的交换扩张 ? 这是 H i l b e r t的第 9个问题
,

我 们 基

本上
,

巳知这一问题的答案是类域论 ( C L A S S F I E L D T H E O R Y )
`
的主要内 容

,

其

中心定理是互反律 ( R E C PJ R O C I T Y L A W )
:

定理 代数数域的交换 A R IT N L一函数都是 H E C K E L
一

函数
“ , .

以 aF 气己 F 的 极大交换

扩张
,

A二记
尸的乘值量 群 (I D它 L E G R O U P )

3 , ,

几记尸的 (乘 值 量 ) 类群 A二/ F
` ,

c二记 C
;

的单位元的连通分支
,

则从以上定理可以证明存在同构
` ’ :

( `
.

1 ) 〔
·

〕 C
;

z C二一
。 a , (尸

“ “ z F )

其中 Gal ( F% / F )是扩张 F ab / F的 G al io
s
群

.

根据 G al io s
理论

,

利用这个同构就 可

以找到 F的任一个交换扩张 E / F 的 G al io
s
群

,

也可以说是找到了 E
.

不过这个同构并

没有给出 E的明显构造方法
。

当F 是有理数数域 Q时
,

类域论告诉我们
“ ’

Q
“
b = Q (

e 、
( 1 ) )

、 e
Z幸

.

这就是说 Q的极大交换扩张是由 1的 N 次根
。 、
( 1 ) 二

。 x 。

粤
所生成 ( z 于是指正整数

~ ,
“ `

~
“ “ ~ 一 `

一
/ 、

~
“ / 、 “ ` 卜 、 `

~ ~ 一
` 一

’

, 、 ” 、 一 ` v 、 一 产 一 ” `

N
` 2 `

一
’

钧
、 一 +

~
` 目 “

“ ~ ~

集 )
.

而上面的同构 ( `
.

` )贝以是 ” 对
: 。 “
百

,

( 2
.

2 )
e N ( i ) 〔

S〕 = e N
(
s 一 ,

)
,

请注意两点
:
(一 )伽 ( l) 只不过是指数函数的特殊值 , (二 )以上的 ( 1

.

2 )是一个明显的互

反律
。

H il b e r t 的第 12 个问题可以表述为
:

如果把 Q换为任意的代数数域 F ,

可否找 到 一
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一 ; 二反律及 T 。 ,: g l a ll d o i)勺巧
.

号口

些解析函数厂使在
一

毕些点的值生成州自极大交换扩张厂
“
.b J生一步

,

我们要求有像 ( 1
.

2 )的明

显互反律 (
e x p l i e i t ,

·

e e i p r o c i t y l a w )
.

1
。

2 椭圆模函数

Q以外的最简单代数数域就是二次扩
`

张
,

当兀是虚二次扩 张
7 ’ 时

,
H il l) e r t 的 第 12

个问题早在木
一

吐纪初由 K r o n e c k c r ,
气V e b e r ,

T a 免a k i 及 H as s e
等人的工作解决 了

.

这时我们川椭回模函数代替指数函救
.

设 L为 C 内 肉̀格
,

以 j ( L ) “己 ,有圆 ! 11,线 C / L ,”勺j一不变量
,

以 `仁
,。 , 、 ,

( L ) ( “
= , , 2 , 3 )

记 W
e b e r

一 F r i e k e 函数
8 ’
(我们假设』 (乙) 手 。及 (

: ,

b ) 子 ( o
, o ) , , , o `I N )

.

令阶 }乙̀11111线 rl勺

:
阶点的坐标可 由 W

e b e r F r i c k e 函数算出
.

对 :
在上复半平面 内

,

以 <玲记格
: 2 X Z

,

贝IJ j 不口厂{
二 、 .

司
·

看成上复半平面上的函数
:

j(
:
)

=
j( 令> )

,

趁
; 、 r

(
:
)
一

欣
,
, 、

.

( <
之
> )

.

。 , U , , ~ , t夕 ,
’

“ 一 , t

”
’

这 样 j 是 一 `
、

一 I价的模函数而 f :
,。 , 、

是 N }价的模函数
” 、 ·

现设 F是虚二次扩张
.

固定 F 内的一个分式理想 1
.

可以把 I着成 cl .)] 的格
.

设

Zk是椭圆曲线的 自同构群的阶
.

则由类域 论可推出
:

( 1
.

2 )
F

“ “ = “ ( j ( a )
, `:

, 。 , :
.

( a ) ) 一 “乞z

( 其
、
!

1

(
。 ,

l) )葬 ( o
, o )

n , o (l N )
.

而且有 以下 }
’

,勺互反万z
, , ;

·

J下
。 A币

( Q ) 〔
s 〕 = j (

s 一 ’
a )

f:
,。 , ;

尸

( a ) 〔
“
, =

( f:
,。 , 二

)
`’ ` “ 一 ” ( a )

(
v
(
s 一 `

) 的定义在注 1 0 )
。

)
“ 3 ’

这一个虚二次扩张的理论有四个部份
:

(一 )定义在上复半平面上关于 S L ( 2 )的同余子群的模函数
;

(二 )虚二次扩张 F / Q
,

(三 )由 F的理想所决定在上复半平而 内 G (L 2 ,

Q )
、

.

的子群的不动点
,

(四 )椭圆曲线及它的 自同态环和 N 阶点
.

这显然只是一个一维的情形
,

在高维数的情形
,

S h i m u r a 〔凌2〕
,

D e l i g ne 〔1 幻 把以

上四个部份分别推广如下
:

(一 ) 定义在有界对称域 H上
,

关于代数群G的算术子群
“ ’ 的 自守函数

;

(二 ) 代数数域 ,

(三 ) G ( Q )的离散子群在 11 内的不动 点
;

(四 ) 交换簇的 P E L 结构
` z 、 ,

或 H o d g 。 结构
.

当G是典型群的时候
,

问题已解决了
.

对于一般的代数群
,

这问题仍未解决
“ ` ’ .

1
.

3 S h im u r a 簇

本节简单介绍 S h i m u r a 的结果
. ` “ ’

设 F是全实代数数域
’ ` ’ ,

B是 F上的全不定
’ 。 ’ 四元数代数

,
I是 B的主对合

,
G 是定

办ór
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义在有理数域 Q上的代数群
,

G的有理点是

G ( Q )
= { 。 〔 G L (

。 ,

B ) }
a

.

` a ` = z ,
(
a
) x }

其 中坛是转置
, 。 : `

一尸是同态
.

设

G
“ = { a 0 G l

。
(
a
)

= 1 }
.

取 G
“

( R )的一个极大紧子群 K
.

则有界对称域 G
“

( R ) / K
’ “ ’
与 H艺同构

,

其 中 。 = 〔F
:

Q〕

( F 的 次数 )
,

H
,.

是 , :
次 S i e g e l 上半空间川

.

以 G ( A )记 G的加值量点
’ 8 ’ ,

G
。
记G ( A )的

有限部份
,
G , +

记 G ( A )无 限部份包含单位元的连通分支
,

对 G
。
的任一个开紧子群 S

。

我

们考虑 G ( A )的子群G 。 十 .

5
。 .

以 Z记由这些 G ( A )的子群所组成的集合
.

S hi m u ar 证明
:

( i) 对每一个 S 〔 Z
,

存在一个关于 r
: = G (Q ) 自S的 自守函数 几

,

使

这个函数诱导出一个双正则同构 H岌/ sr 一
V

: ,

其中vs 是似投影簇
` “ ’ ,

ii() 对 “ ,

“ z
,

若有 “ G。 二 0G 使
x s `

一 ’ 二T, 则有簇同态 TJ
:

(
二
)
:

矶
一衅

“ ’ “ 。 ’ .

在 H艺内有一些特别点
,

每一个这样的点都是 G ( Q )的某一个子群的唯一不动点对
.

任一特别点
: ,

S h i m盯
a
证 明存出代数数域p 产 ,

这 p `
是由有限个全实域的 虚二次扩张所

合成
,

而且对决 Z
,

我们可证明

( 111) P `
(甲

5

( Z ) ) / P
产是交换扩张

,

( i
v
)存在映射

e :
P ` 义、 G

一
_

, . X
, 、 , 。 、 ,

便
,

灯
2乙` A ; , , 举 ,

,

( 之 )
` “ J = J T :

( e t u )
一 `

)切
:
( 之 )

这里的 ( 11 1) 是相对于上一节的公式 ( 1 一 2 )
,

而 ( i x)r 可 以看成互反律
.

透过标准的化简步骤 ( 例如看〔4 2〕I 乃 oP 3
.

14)
,

只需要对适当的同余子 群 证明以

上的结果
,

而这时就可以借用 P E L结构的模簇
2 ` ’ .

2
.

1 自守 L函数

要推广 圣1
.

1的定理
,

可以先看怎样推广 H e c k e L一函数
.

设 x 是 C
:

的 特征标
,

则

x = (万
尸

)
,

其 中肠是完各域 F
;

的特征标
.

若
二生成 F :

的素理 想
,

则 设义( )P
= 了:

(川
.

这样

H e 。 k e 的 L 函数是 由以 下公式定义
:

L (
s ,

x ) = 11 ( 1 一 z ( P ) (N
;

)
一 s

)
一 `

P

其中 s是复数
.

以 O
;

记 F的代数整数环
,

则 N
p

是指环 Or 了p的阶数
.

可以 证明
:

当 尸` 、
> 1

时
,

L (
: ,

劝是解析函数
, L ( :

,

劝可 以延拓为半纯函数
,

而且存在函数
。
(
、 ,

劝 使 L (
、 ,

了)满

足函数方程
:

L (
s ,

z ) = 。
(
s ,

z ) L ( 1 一
s ,

义一 ’
)

(〔1 8〕荟8
.

3 )显然 F \ O只不过是最简单的代数群 G L ( 1
,

F )
.

若把 G L ( 1
,

F ) 换 为既约代数

群川
,

则相应于 x就是 G的自守表示
二 , 2 ’ .

对 G的 L群
走
G (又称 a s s

co i at o d gr
o u p ) 的有限

维表示
: ,

L a n g la n
ds 〔3 0〕用 E lu

e r积定义 了L函数 L (
、 ,
二

, ,
)并证明了当 eR

` 足 够大时
,

侧
: ,
二 , ,

)绝对收敛
.

同时还猜想 L 〔:
, , ,

叻可以延拓为半纯函数
,

而且存在函数
。
(
: ,二 , : )使

L (
s ,
二

, ,
)
二 。

(
s ,
二

, r
) L (

s ,
二

, :
)



第三期 Hi lb r et第2 2 个问题 ;互反律及 I
J

n ag l n ad s 一均猜想1 0 7

其 , }, ` 是与二
逆步的表示

.

这些猜想还未被解决
,

其部份的结果可看〔2 5〕
、

〔 1 7〕
、

〔3 1〕
.

2
.

2 局部 L 函数

G的自守表示 7r 是 G ( A )的容许表示
2 “ ’ 。 二可 以写成限制张量积②二 : ,

其中
二 ,

,

是G (凡
,

)

的容许表示
,

以上一节的 L (、
, 二 ,

O 是局部 L函数 L ( s
, : ; , , ,

)的积
,

其 、}: : = ⑧ r 了 .

才;节讨论

这些局部的 L函数
.

假设 F是部局域
.

以刀 (G (尸 ) )记由G ( F )的不可约容许表示 (的无限小等价类
2 ` ’

)所全山戈的集合
。

设

n ( F ) = 日 n ( G L (
n ,

F ) )
.

则 n ( F )是交换范畴
“ ” ’ L a n g la n d S

猜想
:

假如可 以用 T a n n a k a 对偶
,

则有 C .I 既约代长洲

G 二 ( ; ) 及匹满映射 11 (G L (
n ,

F ) )。 R e夕(G二
( ; )

)
。 ,

其 中R e P (G
二 ( ; ) )

,`

是 J片G 二
《 : ) 一均 ,` 爹}}: 才之示

的等价类所组成的集合
“ 6 ’ .

以必 (G ( F ) )记所有 G al ( F /尸 )上的容许 同态
“ ” 甲 :

G二
( , ) 。 `

C
.

L a n g l a n d S
猜想

:

存在满映射 H
` :

n (` (尸) ) 、 。 (` (尸 ) )使对甲
。必 ( ` (刀 ) )

,

11 又
’

(切 )内 的

的表示为 L 一 不 可辨别
2 ` , 这时

.

若二。 n 石
`

(帕 则取 (L
、 ,
二

, :
)为 A

:
厅, : L

一

函数 L (、
, ,

`

初
2 ” , .

2
.

3 L 同态

设 G及 H均为既约 F群
,

G为似裂群 ( g ua
s i

一 s p il t )
,

及 u : 二
H 、 王

G为 L
一

同态 (〔7〕 ; 1 5 )
。

设二 = ② , 。
是 H ( A )的不可约容许表示

, 二 二 ⑧二尸是 G ( A )的不
一

可约容许表示
.

若 对 衍一

个 p
,

存 在 , 。 ( H ( F
:

) )使朴
。 n二

`
(, )及砚

。 n J
’

(
。 .

, )
,

我 们 说 二 升为了这 ,!于便 有

L (
: ,
二

, ,
)

= L ( s, 凡 o1 。
)
。

以 A ( G / F )记 G ( A )的所 有不 可 约 自 守 表 示 的 等 价 类
。

L
a
gn al dn

s
猜想 (〔 7〕芍17

.

1)
:
存在一个映射尹

:
A (H /F )。 A (G / F )使

二
升为 沪 (动

.

例如若取 H
二 笼1 }

,
G 二 G L

o .

则当
n = 1时

,

以上的猜想便是 ; .1 1自勺定理
, 、

场 71 二

2 时
,

这个猜想是与 A , it : 猜想等价 (〔2 0〕 )
.

又若设 E / F 为有限 G o lo l’\L 扩张
,

H 为厂裂

群
,

G = R IJ/
F

H
,

则以上的猜想便是 B A SE C H A N G E问题 (部份的解答可看 〔3 3 〕)
。

又若

取 G = G L
Z ,

H为 F 上的一个四元数代数的可逆元
,

则这猎想已在 〔2 5〕` !
,

解决
.

3
.

1 H a s s e 一W e i l 有函数

设 d为 ) 1的整数
,
X 为 Z 〔 1 / d〕

_

L的光滑真概型 30 ’ ,

对素数 p才d
,

X在 P的 介 函数可

由以下公式决定
:

10 9 2尸 (
s ,

X )
= 艺

1

m 尸川 s

一

( # X ( F
, m ) )

其中 F
; 。是指只有

, , 个元的域
.

除了有限个因子外
,
X 的 H as s e 一

W
e il 或

一

函数 Z (
N ,

X )是

积 , Z
,

(
: ,

X )
。

代数几何和数论的工作者一直对这个函数很有兴趣
.

〔4 8〕 介绍这方面
P七 d

的一些工作
,

对任意光沿完备簇的争函数
,

我们 所 知 很少
。

假如 V 是 ; 1
.

3 、 }, 的代数

簇
,

L ar g la n
ds 猜想 V

、
的乙函数

,

除了有限个因子外
,

是可 以写成 荟2
.

1 中 的 L 函 数 的乘

积
. ` ’ .
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3
.

2 Sh im u r a簇的 否函数
.

取 F
,

B
,

G如 茶1
.

3 ,

并设
n = 1

。

这时
乙
G是半直 积G L ( 2

,

C )夕冈 G a l (吓/ Q )
.

作 表示

g 一

p : 丈
G ” ⑧ C

“

如下
: 户在 G L ( 2

,

C ) g上是对每一个因子的标准表示
, p在G o l ( Q / Q )上是把

1

因子排列
。

L a n g la
n d S〔3 4〕证明了以下的

定理 除了有限个因子外
,

V
、
的 H as s e 一 w e il 否

一

函 数是 11 二 L (
: 一川 2

, , ,

川 优 ` 兀 ,
其

件“ 二为 G的自守表示
,

整数 m (二 ) ) 0
.

证明分三部份
,

首先用代数几何学的方法算出 10 9 2 (
、 ,

V
、

) 的系数
,

再用 S e
lb

e r g

t r a e e
公式算 L (

s 一 g / 2
,二

,

p )
,

最后利用 l o e a l o r b i t i n t e g r a l s (及 B r u h a t 一 T i t s b u i ld i
n g

的理论 )来比较两边的结果
“ “ ’ .

结语
: 综上所述

,

在引入调和分析 (〔5 2〕
,

〔4 9〕)
,

、

自守函数 (〔4 1〕
,

〔2 5〕 ) 和代数

几何 ( 〔 1 1〕
,

〔3 7〕 ) 的方法后
,

互反律是本世纪上半叶数论中的一项伟大成就
,

它为更

多更好的工作迈出了第一步
.

L a n g l a n d s 的猜想
3 5 ’ 是今后的成果的轮廓

.

注
:

1) 关于类域论早期的历史可以看 〔2 1〕
.

目前讲类域论的教科书有〔3 9〕
,

〔3〕都是用

上同调群的方法
。

(关于这方面用的上同调群可看〔2的 )
.

〔5 2〕用代数语言 (但基本上也是上同调群 )
。

比较古典的 (用理想的语言 )有 〔2 2〕
,

〔2 6〕
.

2 ) 见 〔1 8〕定理 1 0 一 1」 1和 1 66 页
.

互反律有很多等价的说法
,

这里讲的只不过是其中

的一个
,

关于 A R T IN 及 H E C K E的 L函数
,

请看以下第 2
.

1段
.

3 ) 见 〔5 2〕第四章 , 〔 1 0〕
.

4 ) 见〔4 7〕 ; 5
。

6 , 〔1 0〕
。

5 ) 见 〔5 2〕C h a p孤 圣4
.

这原是 I又R O N E C I又E R的百行想
.

首先由 W E B E R 在 1 8 8 6年

证出
。

6 ) 在以下公式中
e 、

(
、 一 `

)是这样算出 来 的
:

对
: =

(
:
刃孩

劣 ,

存 在 唯 一 的陇 z 使
Q

, ,
,

、 一 1 ,
一 , _ : 。 ,

一 , 一
。

卜
_ 、 _ 、 、

`
, , : ` ,。 , , 11 , _ , 、 、 , , , 、 , ,

2万艺b
、

( “ z )
, ” “ ,

`

z , 对所有 p ,戈立
,

这”寸则做
亡、

(“
一 ’

)为
e 入 (“ )

= “ x p详货竺 )
·

7) 即 F = Q (侧 d
一

)
,
d是一个没有平方因子的负整数

.

s) 设 L的基是 { 。
, , 。 2

}
.

定义

g :

(L 卜 艺 。 cL \ 笼

。 3

( L )
“ 1 4 0艺

。 ) 。 ,

,\

1

} 。
4

1
。
}。

6

1一c0z
一2一勿一Z

刁 ( L )

夕 ( Z

二 。
; ( L )

一 2 7。 : ( L )

,
: ) 二层

: + 乙 。 二 \ {
。 ,
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j ( L )
二

17 2 5。 : ( L )

刁( L )

f ;
,

。
, “

,;
,

。
, “

一 g :

( L )夕
。
( L ) 。 , a 。 ) : + 乙。

, , ; 、

一
一

—
厂 r ` l 、 、

—
—

. 」司 尹

乙 (乙 )
一

`

八

_ g :

( L )
“

刁( L )
: 哗等些

l
,

L ,
2

、耳,产、 .了r

LL
产

`
户

r、

厂{
。

“ 50

, 、
( L )

=

对
a 二

g 式五) 冲 (

』 ( L ) “

些兰土鲍 2
.

L

四

9) 这就是说
:

a b

e ( l

6 S L ( 2
,

Z )
,

设

a
( Z ) =

a 之 + b

` 之 + d

j (
a
( Z ) ) 二 j ( Z )

a 。厂 (N )
= { a o S L (

a ,

Z ) I
a 二 1 m o d N }若则

f之
,

。
, 、

(
a
( Z ) )

= f:
, 。 , 、

1 0) 在 1 1勾可找到一个荃 谧〔
。 , , 。 :

}

F二五 , ,`l。 ( C / 1 )
.

利用公式

( Z )

使 z = 。 , , 。二
` 、址

_

}二复半平 “! i上
,

则 z
r

= Q ( )Z
,

·
(
( ) )

= 。 (
·
) ( ) )

及注意到 xI 互 I
,

我们 可以定义一个匹同态

。 ; F x

一
G L ( 2

,

Q )
、

使
:
为 q ( F

“
)的固定点

.

对
、。 A之

,

。 (
:
)

一

可以写成
r ,

,

其 l }. r 。。 L ( 2
,

。 )
, ,

,。 。 : ( 2
, 、 )

+

刀。 、 ( 2
,

Z 了
,

)
.

这样则存在夕
。
M

Z

( Z ) 自G L ( 2
,

Q )
十

使

之, 三口m o d N
·

M ( 2
,

Z 尸 )

若 ( a
,

b )口
=
(
e ,

d ) 则设

(
*:

,。 , 、

)
’ ` “ ’ 一 `:

,

、
, ·

关于这一节的理论可以参看 〔4 1〕
。

1 1) 代数群
,

算术子群见 〔2 7〕
.

1 2 ) 见 〔4 3〕
。

1 3 ) 本节所讲的是 〔4 2〕 l 定理 5
。

2的一个特殊洁形
,

我们把原来丫肉定 J, }l适 当的简化

了
,

希望容易明自
.

1 4 ) 即 t o t a l ly ? e a l a lg e b r a i e n u m b e r f i e l d
,

意思是
:

若 g 足 F 的 次 数
,

则有 g
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个各不相同的匹同态 F” R
.

1 5 ) 即 B② R澎G
:

(R) 9
.

1 6) 参看〔 3 2〕第砚
,

现章
.

1 7) H
。
的元是 , 又 ,

对称复乡扭阵
: ,

并要求瑞
: > 0

.

18 ) 即
a d e l i e p o i n t s o f G

,

见〔5 3〕
。

` ” ) 由〔4〕知 H夕几是同构于似投影簇
.

常称砚为 S hi m o r a
簇

.

sr 是算术子群
.

两

篇介绍自守形的近代理论的文章是 〔5〕
,

〔6〕
.

2 0) 在这里 a( x) 是一个适当的 G al io s
群内的元

.

关于 V口的定义可看 〔4 1〕 A p eP dn ix

夸6
。

2 1 ) 即 m o d u l i v a r i e t y
,

见 〔4 3〕
.

我们讲一个 例 子
.

设
e i 是 正 整 数 满 足 条 件

。 `十 : 二 o ( m
o d e i )

.

又设

e ` \ 〕
,

“ =

C n -
-

0 一 己

己 0

对
z o
H

。 , a o R
Z” ,

以 f
二

(
a
)记复 yIJ 向量 (

。 :
)
a
则 f

二 :
R

Z”

, C
”

为 R一 线性同构
.

以 D
:

记

r
二

( 2
2”

)
.

则 c
”

z刀
二

是一个以 E
二

(
x , , ) 一 B ( f二

`
(
x
)
,

f二
,
( , ) )为 R i e m a n n

形 的 配极交换

簇
。

记它为 A
z 。

现设

厂 = 笼T〔 G L

若 T e r及

r 1 0

( Z
n ,
Z ) 1t T B T = B 卜

尸
。 = l

L 0

、 _ 、
. _

厂 a 乙勺
l 尸

一 。 t T 一 ` 。

P , = 1 1
J , 盯 一

L c d J

则 设 T
· : =

(
。 2 + b ) ( cz 十 d)

一 ` .

这样对
: , 切。

H
, , ,
A

:

与 A二同构的充要条件是存在几 r

使 I’. : = 。
.

于是 H
”

/ r 便可看成 由
e
所决定的配极交换簇的模簇

.

关于交换簇与 数论可看

两篇介绍性的文章〔4 4〕
,

〔 4 6〕
.

2 2 ) 见〔6〕圣4
·

6
.

自守表示是 G ( A )在G ( A )的自守形上的正则表示的
S u b q u o t i e n t

.

比

如
,

设为 G的中心
, x
为 (z A

;

) /袱 F )的特征标及

L
Z

( G ( F ) \ G ( A
;
) )

x = { f o L
Z

( G ( F )
z
( A ) \ G ( A ) ! f (

z x
)
= f (

:
) f (

x
)

, x o G ( A )
2 0 2 ( A ) }

其中尸是指平方可积 函数
,

则 G ( A )在尸 (G ( F ) \ G ( A
;

) )
x
的 G一不变不 可约 闭 子 空 间上

的正则表示为自守表示
.

2 3 ) 即
a d m i s s i b l e r e p r e s e n t a t i o n

.

可看〔2 5〕3 0 5页
,

〔5 0〕弓2 ,

〔9〕夸2
.

5
.

2 4) 这些表示都是无限维的表示
.

关子无穷小等价见 〔5 1〕圣4
·

5
·

5
.

2 5 )
a b e l i a n e a t e g o r y 见 〔2 9〕

,

〔 16〕
,

〔4 5〕
.

2 6 ) 这猜想见〔3 2〕圣2 ; T a n n a k a
对偶见〔3 8〕第 111章 (特别是 圣1

.

2
.

2 ,
2

.

3
.

2 , 3
.

2
.

2 ,

3
.

3
.

1 )
.

2 7 ) 见〔7〕芬8
。
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2 8 ) L
一

i n d i s t i n g u i s ll a b l e 的条件见 〔7〕圣1 0
.

3
.

这个万
! ,犷想是 l o e a l e l a s s f i e ld白勺

推 J一
,

字实
_

!: 当 G = G L ( l )日J
,

这就是 l o e a l c l a S S f i e ld t h e 。 r y
.

2 9 ) A r t i n L 函数见 〔1 3〕
,

〔5 4〕
,

〔2〕
.

我们是要适当地解释文
、 }. f(J L (

: , r o

甲 )
.

W
e i l在

推广 A r t in 的 L函数时引入一个拓扑群W
:

(现在称它为W
e il 群 )及同态 梦 :

W
, ” G al ( F / F )

以 G
“
记拓扑群G的交换子子群的闭包

,

以 Gab 记G / G
“ .

对任一有限扩张 E / F
,

局 部 类 域论

的互反同态可以写为

: X
净、 :

6今。 a `(耳F )

其 中W一少
`
(G

a `刃E )
.

当 F = c或 R设W :是、
:

当 F是
n o n a r e h i m e d e a n 时

,

设 W ; 是

S L ( 2
,
c )

x w
: ,

贝lJ存在一个由W
e “ D e “ g n e

群W D
;

到W :的同态把
二。VI ;

映为
:

}叫 专 。 、
一 、 夕 x 功

.

0 1切 1
2 产

这时 n ( F )就等价于 由W :的连绪
:半单 “ 表示所组成的范畴

。

并且还有同态 G : 、 ; )

一 aGI

( F / F )
.

这就是说在A t r e n 的 L
一

函数的定义中
,

我们用 伪
: `。 》

代替 了 G al io
s
群

.

3 0 )
s 0 0 0 t h p r o p e r s c h e m e

3 1) 这个猜想只不过是一个更一般的猜想的特 例
.

G r ot h e

dn i e c k引入 m ot if 这个

概念 (〔5 5〕VI ; 4 ,

〔3 6〕
,

〔1 5〕 )
.

每一个 m o t i f M有一个 L 一 函 数 L (、
,

M )
,

D e l i g n e ,

L a n g l a n d s ,
S e n e ,

T a t e 等人的猜想是
:

L (
s ,

M )
= 11 ` L (

s 一 a i , 二 ` , , ` )

其甲右边的是 自守表示的 L函数
.

我们离开 能够解决这样的猜想还很远
,

过去的工作虽

然提供很多例子
,

但是还有很多工作要做
.

L a n
妙

a n d s 〔3 2〕和D e l i g n e 〔1 4〕的义 卞提出他

们所遇 到的困难和一些结果
,
夸1

.

1的定理及 〔2 8〕中所讲的 w e i l 猜想亦
一

可以 算 是 这 个

m ot if 的猜想的特例
,

总之一切有待各人努力 !

3 2 ) 关于
s e l b e r g t r a e e f o r m u l a 可看 〔1〕

, o r b i t a l i n t e g r a l s 〔4 0〕及 B r u h a t一

T i t S b u i l d i n g 可看 〔8〕
.

33 ) 〔3 3〕的前一半把本段用代数几何的语言写出
,

读者可作比较
.

3 4 ) 这个问题 又称为
s h i m u r a

猜想
: c a n o n i e a l m o d e l s (〔1 4 〕荟2

.

2 )的存在性及

互反律 (〔1 4〕 ) 圣2
.

6 )
。

3 5 ) 关于这些猜想
,

见 L a n g l a n d s
在 〔3 2〕的序

.
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Z e t a f u n e t ò n s , P i t m a n P u b l i s il i n g C o
. ,

L o n d o n ,
1 9 7 7

.

〔4 9〕 V
.

V A R A D A R A J A N
,

H a r m o n i e a n a l y s i s o n r e a l r e d u e t i v e g r o u p s ,

S 夕 r
i 。夕e r

L e e t u r e
N o t e s `。 M a t h

. ,

5 76 ( 1 9 7 7 )
,

S p r i n g e r V e r l a g
,

N e w Y o r k
.

〔5 0〕 N
.

W A L L A C H
,

R e p r e s e n t a i o n s o f r e d u e t i v e L i e g r o u p s , P r o e
.

S y川 P
.

P u r e

M a t h
.

A M S
,

33 1 ( 1 9 7 7 )
,

7 1一 5 6
.

〔5 1〕 G
.

W A R N E R
,

H a r m o n i e a n a l y s i s o n S e m i
一 s i rn p l e L i e g r o u p s ,

I
,

I
,

S p r i
n g e r

V e r l a g
,

1 9 7 2
.

〔5 2〕 A
.

W E IL
,

B A S I C N U M B E R T H E O R Y , S p r i n g e r 一 V e r l a g
,

3 r d e d
. ,

1 9 7 4
.

〔5 3〕 A
.

W E IL
,

A d e l e s a n d a l g e b r a i e g r o u p s ,

I n s t i t u t e f o r A d v a n e e d S t u d y
,

P r i n e e t o n ,

19 6 1
.

〔5 4〕 A
.

W E IL , S u r l a t h e o r i e d u e o r
p s d e e l a s s e s , J

.

M a t h
.

S o e
.

J a P a n ,

3 ( 1 95 1 )
,

1一3 5
。


