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自从 194 4年 k
.

L
v e e n

br eg〔’ 〕发表阻尼最小二乘法后
,
有许多应用和改进 形式

,

但

其效果取决于权因子。 ` k ’ 、

阻尼系数 q ` k ’ 和阻尼因子 : 的选取
。

本文建立了一套
“
权

”

的选择原理
,

并导出一系列新的结果
:

(一 )对叨
` k ’权

。

得到。 ` k ’ 的构造公式 ( 2
.

7 )
,
导

出按精度比例齐步下降权 ( 2
.

n )和 ( 2
.

13 ) 等
,

比 目前普遍使用的权 ( 2
.

的 更为优越
。

(二 )对 g ` k , 权
。

得到 口` k ’权的构造公式 ( 2
.

15 )
,

并导出敛速较 快 的 口` k ’权 ( 2
.

2 0 ) 和

( 2
.

22 )等
,

敛速快于目前普遍使用的 q `舜’ 权 ( 2
.

2 7 )
。

(三 ) 对 : 权
.

提出用逼近衡度代替

W y n
ne 线性度控制 s 的新方法

,

结果优于 W y n n e 线性度
。

(四 ) 对边界条件
。

提出用

q ` k ’ 权控制边界条件的新方法
,

克服了目前常用方法中存在的许多缺点
。

(五 ) 愁4 〔定理

4 〕的 ( 5 )和 〔定理 5 〕得到了阻尼最小二乘法得出的迭代点使加权函数值下降 的 构造性

证法 , 并从构造性证明中诱导出加权函数下降值大小的控制方法
。

!

本文提出的方法已很好地应用于光学和电网络自动设计中
,

最近又开始应用于化学

方面的计算中
,

对收敛问题和敛速均获得了良好的效果
.

参加本文原理的程序试验和计

算的还有林康有
、

踢爱珍
、

庞道初
、

郎克
、

罗卫国
、

周展新
、

间学玉等
。

9 1 阻尼最小二乘法及其核心间题

有一类最优化设计问题
,

可归结为求不等式组
一 。 i蕊 F i ( x )成

s ` ( f = 1 ,
2

,

…
, m )

的解
,
其中决 D C R

n ,
价》 o为精度

,

凡 ( x) 为偏差函数
。

( 1
.

1) 可用阻尼聂小二乘法求其数值解
.

当得到第k个迭代点 x ` k)

加权函数 ( 也称评价函数或价值函数 )

( 1
.

1 )

以后
,

在D 上定义

, 。 ( X ) ·

兰
功
i(
` ) F

: (
X )

,

( 1
。

2 )

并在R ”
中定义阻尼函数

梦成x)
=

三
功 :

“ ’ 了久
· ) ·

悦
、

:
“ ’

(
· ,一 ;

“ ’

)
`

( 1
.

3 )

其中 F i ( x ) = F i (一
“ 、 , +

户嘿户
(· ,一 ;

“ ” (` = ` ,
2

,

… m )
,

( 1
.

4 )
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( k )

常数 功 i 》 O称为权因子
,

常数 g

( k ) (吞 )

因 子切
` “ ’ =

(切
, , 叨 2

阴小

> o称为阻尼系数
,

常数
s
> 0称为阻 尼因 子

.

因权

(益 ) ` k ) ( k )

)
,

阻尼系数 g ` “ ’ = ( g : , g : , … , g ”

)和 阻尼

、 ,J、矛
.

左
.

佗户.、-.J矛`

因子s均起权的作用
,

我们统称为
“
权

” .

以阻尼函数梦从x )的最小值点 x `秃+ ” 作为紧接

于劣 ` k ’ 的次一个迭代点的迭代方法就叫阻尼最小二乘法
。

1
。

阻尼最小二乘法迭代程序计算公式

阻尼最小二乘法迭代程序计算公式可写成矩阵形式

X ` +k ` , 二 X ` k) 一 〔S Q + A
T

W A 〕
一 ’ A

r

W F
,

( 1
.

5 )

或 x( 妙 , , ·

刀
* , 一

叮
, + 李。 一

。 , 川
一

场
一

lrA二
石 ` 百 夕

( 1
.

6 )

其中 A = (
a i j )。

、 。 , a :

_

丝交竺生 (
一 口x j \

一 1 ,

2
, 二

’
, 阴 、

= 1 , 2 ,

…
, 玲 /

户月X件

、、....口2
.

( k )

功卫

(介 )
J

脚 2
“ 、 、 、

( k )

q i

( k )

9 2
、 、 、

了.J.性、、

一一Q

夕优
翻

价

、、吸.̀̀,了声

O
(盖 )

功 "t

( k )

q .

了J̀..性、、

一一W

/ F x ( k )

F :
( x

` k ,

F
,,:

(
x `及

.

|
|l\

、、

一一F

\

\
les||lj
J夕/

、声、 .矛、,.
.
佗k乙é(

`人r、2

…
矛、

XXX

一一
如X

\ 、|||l||/勺x

;” “
,

x

;
“ + ”

尤 ( k
+ 1 )

/z

…
\

一一
+

.

左X

刁 r
是月的转置矩阵

,

Q
一 `

是口的逆矩阵
.

2。 阻尼最小二乘法核心向题

由迭代公式 ( 1
.

5 ) ( 或 ( 1
.

6 ) ) 可知
,

迭代点 x ` k + ” 是依赖于权。 ` k ,
、
q ` k ’ 和 s

的
,

它

们一起决定了
x `卜 ” 的位置

.

用阻尼最小二乘法得到的迭代点列 { x 《 k ’ } 能 否 收敛于

( 1
.

1 )的解
,

收敛速度如何
,

就取决于这些权的选取
。

因此权的选取问题是阻 尼最 小二

乘法的核心问题
.

触 权的构造原理与构造方法

一
、

w ` k ’权

切 `盏’
权决定热 ( x )在点 x `掩’

邻域的
“
形状

” 和 价k ( x )在点 x ` k) 的下降方向
.

我们利

用它来控制各 F
:〔
二 )从“ ` ’

到下一个迭代
,

点的下降值 的大刁
、 .
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I O w k( ,
权的构造公式

由 号4 〔定理 4 〕的 ( 5 )知 当二〔甸
,
+ oo )时

,

紧接于 x ` “ ’
的次一个迭代点斌针

` ’
位于

劝k ( x )在点 x ` k ’ 的下降方向上
,

怪4 〔定理 5 〕又告诉我们
,

当 s 。〔s 。
,
+ co )时

,

价k ( x ) 从

二 ` “ ,
到 二

{萝广
` ’ 有该定理所估计的下降值

.

因 此
,
F
: (
二 )从二 : ”

’
到二
冷广

` ’
的下降值大小

,

就取决于 F
: (

: )在点
二 ` “ ’ 的下降方向与` 。(二 )在点“ “ ’ 的下降方向相同程度如何和 F

: (
二 )

与价。 (二 )在点二 `“ ’
邻域的函数超曲面相象的程度如何

.

因或x( )与热 x( )在点 二 ` “ , 的下降

方向相同程度可用夹角

”。` · Z (
一 。二 d价* (

X ( “ ,
)
, 一 。二d 。

:
“ ’ F

:(
x ( “ )

)
)

· 、
(
。二 d功。 ( x

( “ )
)

, 。 r · d : ·

:
儿’ F
: (

x ( “ )
)
) ( 2

.

1 )

的大小作主要特征
,

一般九`越小相同程度越好
.

但

廿4

口
.E洲g r a

d叻* ( x
` k ’ ) =

( k )
_

2
_

5 g r a d F ; (劣
`“ ’

)
, ( 2

.

2 )

因而由愁4〔定理 1〕有

8` *
` 0 ( 2

.

3 )

切
mE洲{、。 , 。。 ;

: (丫
《“ ,

) }、 ( :
“ ’ 、}。 ·、 ;

:(
X (` )

)。! )
一

〕种
,k)

护.、 -..

山

广!.̀

故量

( k 》
_

_

么
_ . _

.

1 价 (几》
二 `

_ 2 , ,
.

_
.

八“ “ ; · “
` ’

11g
r a d F ` ( x

`几’
) 11又三

功 ;
’
一

11g
r a d F ` ( x

` 九’ ) 11)
一 `

( 2
·

4 )

可作 为夹 角九*大小的主要特征
, “ 衍越大

,

一般人
、
越小

.

因量 “ 肺同时也 是气( x) 与价k (
“
)

在点
x ` k ’ 邻域的函数超曲面相象程度的主要特征

, 二 ik越大
,

一般越 相 象
.

因此
,

量
“ k *越

大
,
一般地 F

:(
: )从

二 ( “ )
到

二

:{:
` ’
的下降值越大

.

但

` k 》 2
_

(左)
.

“ * 11夕 ar d F s ( x
` “ ’

) }l
二 2田 1 1F i ( x ` “ ’ ) 1 1!g r a d F , ( x `“ ’ ) 11

(宕= 1 , 2 ,

…
, 。 )

,

( 2
.

5 )

故量
。

:
掩’ 一 叨

:
掩’
}: ` ( x

( “ )
) z ![。

r o d F ` ( x
` “ )

) }一 ( `一 ` , 2 ,

一
解 ) ( 2

·

6 )

是心
二 )从 二 ` “ ,

到 二

省
” 的下降值大小的主要标志 t

一般地
, 。

:
几’
大式x() 从二 ` “ 》

到 二

:全:
` ’ 的下降值就大

.

由 ( 2
.

6 )得到切
`“ ,
权的构造公式

( k ) ` k )厂
.

_ .
` _

_ _
_

. _
_

、

“ = ” `

LI
F ` ( x ` “ ,

) 1 1}“ r a d F ` ( x
` “ ’ ) ll J

一 `

( `一 1 , “ , ”
’
, 川 )

·

( 2
·

7 )
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2 “ w ( k ,
权的构造方法

功 ` k ’权是按收敛方式的要求来构造的
,

( k )

因
v i

( k )

是 :(F
二 )从二 (* )

到 二

:!:+
’
的下 降值

大小 的主 要标志量
,

赋给标志量 。 ` k ’ ·

(
v

的收敛方式
。

例如

, 。 2

。

;
掩’
)的不同变化规律

,

就得到不同

l) 如果希望在迭代点函数值大的偏差 函数下降快些
,

可取
( h )

” ` = {尸 i ( x `白’ ) } ( ` = 1 , 2 , … , 协 )
·

( 2
.

8 )

于是由 ( 2
.

7 )有
( k )

功 、 = !1g
r

耐 F ` ( x
`“ ’

) !l
一 ,

( i = 1
, 2 , … , 优 )

.

( 2
.

9 )

这是 目前国内外普遍使用的一个权
。

2 ) 如果希望偏差函数在迭代点按精度比例齐步下降
,

可取
( k ) 一 1

口
.

= 石
口

I F
`
( x

` k ’ ) l ( ￡二 1 , 2 ,

…
, 。 )

.

( 2
.

10 )

于是由 ( 2
.

7 )有
( k 》 r

_
_ _

、

, ` =

L
e` ,1g

r a d F , ( x ` “ ’
) ! Ij

一 `
( `一 1 , 2 , … , 阴 )

·

( 2
.

1 1 )

由 ( 2
.

1。 )知这个权能
触各偏差函舞F

:
(二 )在各迭代点的值朝着 , 精度比例大致相等 的

方向下降
.

我们在设计中普遍使用这个权
。

大量计算结果表明
,

这个权比 ( 2
.

的更为 优

越
,

是促使各偏差函数按精度比例齐步下降的权
。

3 ) 和 2 )类似的思想
,

可取
( k ) 厂 一 1 、 a

” ; ~ ·

L
“ ` ! F 、 ( x

`掩 ,
) I J (` 二 ` , 2 ,

一
m )

,

( 2
·

` 2 )

( k ) 一 a
.

使 ` ;
’

一
“ ` I F i ( x

` k ,
) I

“ 一 `
! Io

r a d F ` ( x
`吞’

) I}
一`

(` = 1
, 2 ,

…
, , )

,

( 2
·

1 3 )

其申a > 0’ 表示按精度比例的幂沐
.

二
、

q ` k )权

由 荟4 〔定理幻知
,

当 w ` k ’ 和口 ( k ’权固定以后
,
二

;狱
一 )是一条连续超曲线

,

这条

连续超曲线按该定理的 ( 2 )
,

( 3 )
,

( 4 )所描写的方式摆置在点 x ` k ’ 的邻域中
.

按照这种摆
( k

+ 1 》
_

_ _ _

( k
+ 1)

置
,

选代点 x ( s) 的增 量 刁x( s) = x 《 : , 一 尤 ` 左’ 与向量

“ = 一

(
1 日价k ( x

` k ,
)

_ ( k ) J 戈 l

1
t k )

q 2

日功; ( x
` k ’ )

口介

1 口功k ( x
` k ’ )

_ (儿 ) 口x
。

( 2
.

1 4 )

的夹角

艺 (G
,
刁x ( s ) ) 一 》 0

5
.

se se ) C。 ( 2
。

1 5 )
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这指明了迭代点 二

:: :
` ’ 的近似方位

.

由此可知
,

当切
( ; )权固定以后

, 。 。“ ,
权可以用来控

制连续超曲线 :

;{水
一 》
) 在点 义 《 “ )

涵
中的摆置方式

,

进而控制在点 二 ( “ )
的迭代增量

刁劣 (
s
)的方向

。

i
“

q ( k )
权的构造公式

若要求在点 x ` k ’ 的迭代增量的方向近似于

“ X ( “ ) 二

(
“ X

:
` ’ ,

“ x

;
` ’ , … ,

刁X

;
“ ’

( 2
。

1 6 )

则由 ( 2
。
1 5) 式知可令

刁x t k 》 二 G
.

从而得到 q ` k ’权的构造公式为

( 2
.

1 7 )

_ `掩 , _

了
准

_ _

` k ’ \
一 `
乡价。( x ` k ’ )

甘 布 = 一 飞 口 再 f 声 一一一飞筑丁于一一一一 叹J = 1 , ` ,
.

一\
J

/ U 弄 护
( 2

.

1 8 )

Z
O

q ` k) 权的构造方法

q ` k) 权的构造就是按照要求设计迭代增量的近似方向刁x ` k ’
。

例如

l) 对灵敏参数进行
“
阻尼

”
的 q “ ’

权设计

一般地
,

在迭代过程中越灵敏的参数改变量越大
,

这将导致灵敏参数易超界
,

或不

易得到好的逼近解
。

通常用
“ 阻尼 ”

的思想来解决这一问题
,

阻挡迭代点迅速逼近灵放

参数的边界
。

据此
,

迭代增量近似方向可设计为
( k ) 广 刁从

,

了甘 (左) 、
月 . _ 。 ~ 的 行 . 甲 R 、 曰 /

目舟 ` 一 o 甘
, . 1 一

—
, ` o x J

口功; ( x
` k ’ )

口x j
( j = 1 , 2 ,

…
,

其中a > o ,

它使迭代过程中越灵敏的参数变化越小
,

实现
“
阻尼 ” 的思想

.

有

( 2
.

1 9 )

于是由 ( 2
.

1 5 )

( k )

外
’

=
口功掩( x

` k ’ )

口x j
( j

= 1 ,

2
, … , n

)
.

( 2
.

2 0 )

2 ) 快速下降的 q “ ’
权设计

由 ( 2
.

1 6 )和 ( 2
.

1 8 )知在点x “ ’ 的增量的近似方向取为

厂 刁爪
,

厂 , (掩) 、 勺 }刁法
,

t , (几 ) 、
月 ~ 气尺 J se . ~ ~ l u 丫

产
R 、 六 , 曰 v 、 沪 月 、 ~

I

。 人 :
一 0 习 “ } 一

—
l }

—
,

一

七 口 x 了 J I 口X 少

a ( j 二 i , 2 , … , n
)

,

( 2
.

2 1 )

。 ` “ ’ =

}丛粤单工!
` 一 “

( j = 1 , 2 ,

一
n

了 1 0 人 了 色
( 2

、 2 2 )

其中
a
> .0 而由后面 .(z 30 )式知

,

当&0(
`

当
, ’
)的值 固定以 后

,

加权函数热 (x )从 “ k `

到 双封
` ’ 的下降值就由值

一

等{祭!!
` · (

·
,

}} ( 2
.

2 3 )

决定
.

因此 ,
对 ( 2

.

22 )选取适当的
a ,

让它给出的迭代点使 (2
:
邓猜较大的值

,

则这个

丫 蕊’
权就能促使加权函数快速下降

,

但此权使灵敏参数容易出界
,

要与边界条件结合在
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一起使用
,

对边界条件严加控制
。

3 ) 与阻挡出界相结合的混合型 g ` k ’权设计

当边界条件表现为

aj 蕊 x j ( ib ( j = l
,

2 ,

一
, 。
)

时
,

则由 ( 2
.

1 6 )和 ( 2
.

1 5 )知权

( 2
.

2 4 )

(
X

夕
` )

一 ,

)
一 `

1丝迎里
es

工
} 口 x j

四丛旦竺工 {
`

刊
口x j {

伪一 ;
“ ’

)
一 `

{丛留
1夕

当 a , < x

夕
“ ’ <

a , + ; z时
,

当 a j + 拼j ( x j` b j一产j时
,

( 2
.

2 5 )

当衍一脚 < x j < bj 时
,

( j 二 1 , 2 ,

…
, n
)
,

了住、丈..、

一一

`Jk(
-

,J

q

是阻尼与阻挡出界相结合的混合型 q ` k ’ 权
,

犷

b f 一 a 了 一
。 、

一下广一 , 日U牛又
Z

其中 几
, a ,

P]’ 为正的经 验 常 数
,

脚 不超过

x

;
“ ’ 一 a ,

一 `

{d功。 ( x “
’
)

, 口xj

口价。 (二 “
’
)

口x j

b ,一 {
“ )

)
一 ` 口功, (

劣 `秃’
)

口x j

}
当 一 < ·

;
“ )
<

a , 一 ; , 时
,

当a , + ; ,` x

夕
“ ’ 蕊 b , , ,时

,

( 2
.

2 6 )

…“
“ , 一 ; , < 二夕

“ )
< b ,时

( j
二 1

, 2 ,

…
, ,
)
,

了̀̀、、
、

广̀吸、

了1.、 ,太...
、 t

ù==
ù

L招

可

是快速下降与阻挡出界相结合的混合型 q `儿’
权

,

其中几
,

阿与 ( 2
.

25 )同
, a
是正的经验常数

.

计算实践表明
,

( 2
.

20 )的
a
取 。 ( a 《 1

,

( 2
.

22 )的 a’ 取 为 1
.

1《 a 蕊 1
.

6 ,

这 些 权与

( 2
.

1 1) 的 , “ ’
权相配合能使偏差函数得到较佳的齐步下降速度

.

特别是 ( 2
.

2 2 ) 更为突

出
,

它比 目前普遍使用的阻尼系数

。
)
“ ) 二

井尸才
“ , ·

: , ( j 二 i
, 2 , … , n

) ( 2
。

2 7 )

更为优越
,

获得更快的敛速
。

在实际计算中通常把可
了 ’

分解为

万
`

丫
`

「

犷
, 二

犷
,

心
,

心
)

i( 一 ` ,2,
“

·

。 .(z ss)

真审
一

心
,

是“ 动权
,

取 ( ”
.

2 6 ) ,(
2

·

2 5 )
,

( 2
·

2 2 )
,

( 2
.

2 。 )等形式
, 。
沪作人工权和 特殊

用途使用
, :
可
吞’是规格化常数

.

三
、

S 权

由扒 〔定理 2 〕知 “
的 作 用是控制迭代点 戈

禽
! )

位于连续超曲 线
二

::丫
* 一 , ,

的什

么位置上
,

使 叻成x) 从 x ` k ’ 到 劣 ( k + 二 )

( S ) 获得较大的下降值
。
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国内外普遍使用W 、 。 。

线性度来控制
s ,

但此方法有时不能获得较佳的敛 速
.

对此

我们提出用逼近衡度来控制
。 。

函数

8* ( x ) = 〔功、 ( x ) 一 价 k ( x )〕〔价̀ (
x “ ’

) 一 价 k (
x
)〕

一 `
( 2

.

2 9 )

称为功从 x )的逼近衡度函数
,

叻。(二 )是价式幻在点x ` k ’的台劳展开的线 性部分
.

口成x) 可

用来衡量 必成 x )对价、 ( x )的逼近程度
,
B成 x )越接近于 O

,

表示价成x) 越接近于功h x( ) ,

当 6试x ) 二 0时
,

就有价 k (
x
) 二 价成

x
)

.

因此
,

由于 价k ( x )是一次函数
,

就可以很简单地通

过九 ( x )来了解功成劝的性态
。

特别地
,

由于 ( 2
.

2的可等价地写成

, * (二
(、 ,

) 一 , ; (二 ) = 〔 1一 。。 (二 )〕「
一

单终其拜
七 O L万 一 不

、
肠

’

,

X

一
” )

}{ ( 2
.

3 0 )
、 tlweJ

其中
J价; (劣

` k ’ )
口( x 一 x ` k ,

)
是方向导数

.

故可通过口* ( x ( t ) )来计算功k ( x )从 x ` k ’到叻k ( x )在点
x “ ’

的下降方向射线

L 二 = { x ( t ) !
x
( t ) 二 x ` k ’ + t ( x 一 x ` k’ )

, o簇 t < + co
, 口功。 ( x

` k ’ )
口( x

一 x ` k ’ )
< 0 } ( 2

.

3 1 )

上的任一点 x
( t) 的下降值〔功成x “ ’

)
一功百(

x
( t ) ) 〕

。

不仅如此
,

还可以由0成 x ) 的 定义和

( 2
.

3 0 ) 推出
:

1
。

若存在点 x `吞’ 的某一凸邻域使功k ( x )在其上是凸函数时
,

则必存在区间

〔8
。 ,
8
0

〕 ( 0 < 8
0

< 8
0

< l )
,

( 2
.

3 2 )

使再 ( x )在任一 ( 2
.

31 )的射线几上的值
,

只要满足

8
。
簇右k ( x ( t

。

) )簇 8 0

x ( t
。
)就是功k ( x )在 L 二

靠近 x `劫 的一段上函数值较小的点
。

2
。

若存在点 x ` k) 的某一凸邻域使价k ( x )在其上是凹函数时
,

则必存在区间

( 一 co
,
8
一

〕 ( 8
一

< o )
,

.

、
( 2

.

3 3 )

使 a k ( x )在任一 ( 2
.

31) 的射线石
二
上的值只要满足

8吞( x ( t
。
) ) ( 8

一 ,

x ( t
。
)就是功成 x )在 L

二
靠近 x ` k ’ 的一段上函数值较小的点

.

而由夸4〔定理 4〕的 s() 和 〔定理 2 〕的 (` )知连续超曲线`

次;井
一 ) 。是被包含 在九 x( )

在点 x ` k ’ 的下降方向区域中的
.

故只要 a成引

从 x( k) 到 川分” 就有较大 的下 降值
。

因此
,

间
。

舒
` ’
)落入 ( 2

.

3 2 ) (或 ( 2
.

3 3 ) )的区间
,

价。(劣 )

我们把 ( 2
.

3 2 )和 ( 2
.

33 ) 称 为 较优敛速区

这就导出了由控制 a成x 矛匆” ) 落 入 较优敛速区间而使叻。 x( )拟
k( ’
到 x

l+t)

大下降值的控制方法
.

这就是 s权的选择准则
。

, ’
有较
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弓4 〔定 理 4 〕的 ( 4 )和 o k ( x )在 2
。

情形中函数值分 布 状 态 导 出 了 如 何增减
s
控制

火 x( 澹+)
` ’
)落入较优敛速区间的控制方法

.

即 ( 1 )当 e k x( {叠护
’
) > 00 时

,

增大
; ;

( 2 )当

o < e ; (
x 老+})

` ’
) < 0

。

时
,

缩小
s ; ( 3 )当 0

一

< e 。(
x

{夕广
` ’
) ( o时

,

先增大 s ,

直至出现 0*的值

反而上升时
,

就改为缩小
;

.

经实践验证
,
8
一 ,
8
。 ,
8
。

取如下值
一 0

.

5 ( 8
一

蕊 一 0
.

3 ,
0

.

4 《 8
。
( 0

.

4 5
,

0
.

5 5 ( 口
o

( 0
.

6 ( 2
.

3 4 )

时有较优的敛速
。

大量计算实践证明
,

用逼近衡度来控制 ; ,

比W y n
ne 线性度能获得更佳 的 收敛速度

。

务3 用 q
` “ ,权控制边界条件的方法

我们根据 q `益’
权的作用

,

提出专门用 ( 2
.

28 )中的

的控制方法
。

即令

( k )

q 又j 来控制边界条件表现为 ( 2
.

2 4 )

c j (
x

{
吞’ 一 a , )

一 `
当 “ j < x

夕
吞’ < a , + “ ,时

,

C j

c , ( b s一 `

;
“ ’
)
一 `

当
a , + ; z《 x

{
“ ’ 簇 b , 一 ; ,时

当 b s一 ; j < x

J” < b ,时
,

( 3
.

1 )

( j = 1
, 2 ,

…
, ” )

,

其中cj
, “ ,

、
,

均为正的经验常数
.

而 ( 2
.

2” )中的。
牙

’
取 ( “

.

“ “ ) (或 ( “
.

2 ” )) 等形式
.

由

( 2
.

1 6 ) 和 ( 2
.

1 8 ) 知
,

这 时当可“ ’
越靠近边界时迭代增量 }` xj (

:
) ! 越小

,

起到阻挡迭

代点出界的作用
,

使超界问题得到控制
·

而 对
“ ’ 离边界远者其增量受 q

扩
’
权所控制

.

计算经验得出当 。
梦

’
取 s(

.

1 )时
,

可取 ” 、 “ 、 5 ,

而 cj 用来使各参数变化时保持大

致相同的比例
。

( 3
.

1 ) 已包括了单边约束条件
,

这只要从 ( 3
.

1) 中取 aj = 一 co ( 或 bj = + co ) 就可

得到
。

〔注 〕 权 ( 3
.

1) 和 ( 2
.

2 5 )及 ( 2
.

2 6 )的处理思想相同
,

但处理方法有 差异
,

因而常数

孟也 有差异
。

粼 主 要 定 理 证 明

这一节将证明前面论述的权的构造原理与构造方法中所用到的若干主要定理
:

〔定理 1〕 设
e : , e Z ,

… e m为R
”
中的。 个向量

,

变数功 i> 0 ( f = 1 ,
2

,

…
, m )

, a = E 二` e i ,

i一 1

则向量 a与。 i o .le 。
的夹角
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之 (口
, 。 s o e `。 )

一
` 0,

m

〔山 `。 }}“
。̀

l}(三“ l}
“ `
l})

一 ’
〕一“

其中 i
o e
{ i

, 2 ,

…
, m }

.

证 因为

〔 , `
。

11
“ 。̀

11(三
, ` 11

“ `
t})

一 `〕一 `

种
〔(田 ` l!

e `
{! ) ( ,

; 。

11
“ `。 }})

一 ’ 〕
,

今 ” ( `斗`。 )
,

而

e o s乙
(。

, 田 `。 e 、。 )
= c o s乙

( 。
, e `。 ) 二

(口
, e ; 。 ,

)

!l
e `。
}l}t

a
l}

` · 、

荤
*。

粼毓一
`

一
,

}
1 · *

界: (
,

糯丫)(会渭一(

一
)

){
“ 2

其中月:表
*和` ,

不同时等于 ;
。
的那些项之和

.

从而有

c o s 乙
( a

, ` i 。“ `。
)

—
、 1

.

〔̀ ; 。

}l
e i 。

l}(
沉

艺 切
i 一 1

`
!l
e i
!! )

一 ’ 〕
— , 1

故夹角

之 ( a
, , 。̀ e i。 )

—
, o

。

〔。 i。 }l
e`。 11( 艺。 ` }l

e `
}1)

一 ’ 〕

— , i

〔引理 1〕
g r a d价k(二 “ ’

)
= 2 ( A

r

W F )
r .

这由

日价k (二
` k ’ ) 二

口劣 j

:
省

叨才`
, : ` (、

` * ,
)丝

三

寥奥2 ( j 二 ;
, 2 ,

…
, , )

i 一 l 口涌 J

直接推得
。

〔定理 2 〕 设 F ` (二 ) (￡二 1 , 2 , … , ,:
)定义在D (已 R

”

)上
,

且在D 中有一阶连续偏导数
,

二 `掩’ 。 D 。
( D

。

是D 的全部内点的集合 )
,

常数可
“ ’
> 0 ( s 一 i , 2… , , )

,

常数 切 {k )

》 0 (官二 1 ,

2 ,

…
, 。 )

,

袱封” 是阻尼函数 ( 1
.

3 )的最小值点
.

打 (
:

卜川乡广
` ’
一 二 “ ’

, 1 月爪
,

f , (为、 、
。 一 ,

` 一 ` 吐一 `

订

一飞
。 l(。

) 。 x :

1 口劝。 (二
` k , )

q老k
’

。 (左) d x :



第一期 阻尼 最小 二乘法 中权 的 选 择 原理

…一鬓一 丝应少生
。
名
付 ,

口x 。

( i ) 丑s
。
> o

,

使 :
{聋广” 是从〔s 。

, + co )到尸
n

中的连续向量函数 ,

( “ x) :纷
” _

( 3 ) s乙x ( s )

神劣 ( k )

S ~
. .

~ ~ 今 0 0

S ~ we ar 今 C幻
、 一 ( Q

一 `
A

r
W F )

r = 士白

( 4 ) 向量 G与乙义 ( : )的夹角

匕 ( G
, 」 , (

s
) ) 一争 0

S~ 一 -今 C O

证 ( 1 )
,

( 2 )和 ( 3 )由( 1
.

6 )和 〔引理 1〕直接推出
.

现证 ( 4 ) 令

H = Q
一 ’ A

r

W F
,

由〔引理D 有

G = 一 〔Q
一 ’
( g

r a d价k ( x
` k ’ ) )勺

厂 = 一 2〔Q
一 `
刁

r

评 F 〕 r = 一 Z H
T

从而

I!G 11
= 〔G T G〕

’
/
2 一 2〔万

了

万〕` 1
2 .

而由 ( 1
.

6 )
,

有

!}刁
x
(
s
) }1二 〔(』X (

s
) ) (』X (

s
) )〕

`
/ 2

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

( 4
.

3 )

·

洲〔(
: ·

钾
一

lA
·

wA )
一

哎 (
` ·

扣
一

lA二 “

)
一 ’

明
`

.z/ ( `
·

` ,

但内积

( G
,
刁x (

s
) ) = G 〔刁X ( s )〕

一 鱼 } rH 「, 、 工 。
一

rIA w川
一 , H {

.

名 叉 ` 名 Z J
( 4

.

5 )

从而当 }IG I!和 1}乙x (
s
) !1均不为。时

,

由 ( 4
.

5 )
、

( 4
.

4 )和 ( 4
.

5 )
,

有

C · ` ·
( G

, “ ·
(
·
, ,劝缩舞瓷

H币, 十工 。
一

lA
:

七 占
万 A

一 I H

。 一 `“ 丁

W“
)
一 ’
H 〕}

! 1 2

.一,土一S

、 ...沪一
J生一干

因而夹角

之 ( G
,
乙x (

s
) )

而其余情况上式自然成立
。

—
一 ) 0

S-
se 今 O )
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〔引理幻 设 ,

:
掩, ( ` = 1 , 2 , … , m )

, 。

;
吞’

`

> 。 ( , = 1
,
2

,

…
, 。
)

, ;
> 。 使 ( 1

.

5 )的逆矩阵

(
s Q + A

丁

W A )
一 `
存在

,

}}g
r a d功k ( x

` k ’ ) l}粉
`

o , x ` k十 ` ’
是阻尼函数梦 ; ( x )的最小值点

,
乙二 ,

劣 ` k+ ` , 一 劣 ` k ’ ,

凡 ( x ) ( i = 1 , 2 ,

…
, 。 )在D 中有一阶连续偏导数

, 二 `花’ e D
“ ,

则

( 1 ) 梦。 ( ` )有唯一的最 ,\J 值点 x ` k
+ ` , ,

且
x ` k + , ,尧 : ` k , ;

.

八U今

、 l
.

I
J

X乙
`2 ,
兰

`

。 `。
)

{
”

名
刁尸` ( x

` k’ )

声
: d x s

证 因 Ilg
r a d价。 ( x

` k’ ) !I钾 。 ,

由〔引理 i 〕和 (一 5 )直接推得 ( 1 )
.

现用反证法证 ( 2 )
.

因若 (劝不成立
,

有

登
。 ,。 ,

「艺
~

-丝丛兰i些i立
-

刁二 ,

)
’ = 。

,

L j
一 ` 口x `

一

」

则必有

(公
二 1

.

, 2 , … , m )
.

.孑
八U

一一

、 l.lweesJ

,JX刁
夕
名

日F ` (
x ` 儿’ )

声
;

一飞瓜亏
-

一

r,.lsewe七

k)(
-

名

田

、
夕
“ ’ 乙x

.艺i’l

再注意到
x `掩+ ” 午 x “ ’ ,

则知阻尼函数在点
x ` k + ” 的值

梦。(二
。 ; · , )

) = 受
。 少“

,

式
2
( 二

` 、 · : 》
) + :

+

、 .
lleeeeesJ

,J戈刁
切{天

’ 尸: (
x ` k ’

) + 2艺

“ ’ `

“
’
一`一 )

}户
口F

`

(
x “ ’

)
口x j

沉艺洲
一一

g ( k ) 刁x Z

] ]

”
E广

占+

、 leeweeeweJ

X乙会 日F i ( x
` k ’ )

口x j

尸,卜卜óIk

切

川名洲+

月

= 价壳(
x ` k ) ) +

s 艺 Q ` “ ’ 乙x

} > 功* ( x
`“ ’ )

= 梦 ; (
x `左’ )

.

这与
x `袅+ ` ’ 是梦 k ` “ ’ 的最水依点的结论矛后

.

证毕
.

〔定理 3〕 在 〔引理幻的假设下
,

再令

瓦( x )
= , ; (二

`“ ,
) 、 益

一

丛冥兰土 (
二 ` 一 、 矛“

,
)
,

了. I U 满 ]

叻k (
二
)
二

尝
? ! ( “ ’

子: `· ,
,

( 1 ) 矶(二
( 。一 ) <瓦(

二 ( 。一

( 2) 在刁二方向上的方向导数

) < 塑飞(
二 `左+ ` ’

) < 功。 (
二 ` k ’ )

;

义乙
!
l̀J ssee

+

2
飞

、....矛

w ( k )

(
口F ` ( x

` k ’
)

口乙劣
三

`

扒
”

`

方
:口了

一
’

“ O “ a `
。名洲

厂lsel七

一丈
口叻。 ( x

` k ’ )
口刁戈
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( 一

{二
?, ;

)

(粤怒业 )
“

一 {
“刁· l <
一 ,,“

· ,}

.

龟 .刀.. r,J

其 中
a : , “ :

…
,

气是刁x 的方向角
,

证 因

、 。 = 。 *。

{
q 资k

’ , q老k
’ , … , q祥k

,

g
’

(二
` k

+ ”
) = F 、 ( x

` k ’ ) + Z F ` (二
` k ’ ) 兄

. 1

刁F
:

r笠 ( k ) 、
二二

生
笼一一 兰

一
J x j 十

O 戈 j

口F i ( x
` k ’ )

户
: 口二 j

兄

」一

」
“

( ` = 1
,

2
,

一
,
,厂leel

l

ee七

十

九 (对 = 炭
功 《̀ “ , F , ( x ,

,

直接推得

了 (二
`寿+ ` ’

)
斗产左

一

瓦(二
( 。一 ) 、 登

。 , 。
)

r乞
生塑 i (些三望 ) 刁、 j

)
2

i一 ` 一

〔 j
一 , a x j J

.

( 4
.

6 )

从而由〔引理 2〕
,

就得到 ( 1 )
.

现证 ( 2 )因

并注意到 梦 、 (
二 ` k ’ ) = 叻; ( :

` k ’ )
,

则由岌
.

(幻
,

丁
.

(幻 和梦 k ` “ ’ 的定义
,

W 匀 W 份

乱(一 “ · `

” 二 ` ; ( ·
` “ ) , ` ,

象
口功。 (戈

`寿’
)

d劣 j
」幻

= 劝、 (
二 `左’ ) +

口价; (二
` k’ )

口刁戈
{{』
二
{}
,

口F ` ( x
` k ’ ) 口F ` (二

` k ’

)

井 叙丈
乙ix =

口刁戈
}!乙
二 }} ( ` = 1 , 2 ,

…
, 。 )

m名

又由 ( 4
.

6 )和 ( 1 )
,

有

价Ei-1+功掩 ( x
` k ’ ) +

口价; (二
` k ’ )

日乙戈

刁x

;
=

1}」x l!

。 , 。 ,

f
一

旦互经《乡竺12一 }、刁, }!
)
“ +

t 剥
戈

” ”

」

~
n

价“ ( x
`掩“ ’

) + 恳买
q了

兑’ 乙x

乡
妇(

....

q

。
习i’l+

== 梦; (二
` k + ` ’

) < 价k (
二 ` k’ )

,

,
` )

(念
一

)
“

;
,,」

·
,,

q

”
艺叫

2.

、、 ...,产

从而
丝盛业竺

~

、 _

「
口乙x \

L势
`(“ ’

(
d F ` (二

` h ’ )
口刁x

+

愁

戈刁

、

!
.lJ

、 ,
口
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〔定理 4〕 在〔定理幻的假设下
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