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虽1
.

引 言

本文考虑如下类型的随机微分方程

一
二 , +

工:
, (

· , ` ,

一 , JM

在随机区间 〔 O ,

T )上的解的存在性与唯一性问题
,

其中丁是可料时 ;
( X ,

)
,

( H ,
)是 在 〔o ,

T )

上局部化后是右连续左极限存在适应过程
;

(M
,
)是在〔 o ,

)T 上局部化后是半鞍 (
“ 局 部

化 ” 的意义见定义 1 )
; f (。

, : ,

x) 是定义在 g x R , 火 R上的实函数
.

我们得到了在某些条

件下方程存在且有唯一的解 (定理 2 )
,

推 广 了 C
.

D o l己a n s 一 D a d e 和 P
.

A
.

M e y e r
( 1 9 7 7 ,

〔1〕 )
,

P
.

E
.

P r o t t e r
( 1 9 7 7〔2〕) 的相应结果 ( 见定理 2 注 2 和定理 3 )

.

芬2
.

有关定义与引理

设 ( g
,
F

,
尸 )是一完备概率空间

,

( tF )
。̀ * 十

( R
十 一 〔O ,

co ) )是 F 的一族单调上升 子
。 一

代

数
,

满足通常条件
,

对定义在此概率空间上的过程类
,

我们以 S表示全体零 初值 半轶
,

以 P
“
表示全体局部有界可料过程

,

以 L表示全体左连续右极限存在适应过程
,

以 R 表 示

全体右连续左极限存在适应过程
.

由关于秧的随机积分理论知道
,

若 ( f ,
)
。 P

“ ,

(M
,
)
。 S

,

即 M , =
N

`十 A , ,

其中 ( N ,
)是局部鞍

,

( A ,
)是零 初值适应有限变差过程

,

刀}̀末可定义随机

积分

医:
,
￡“。

: =

玉:
,
·“ N一 I:

`·“ A

并简记为 ( f
.

M )
, 二

( f
.

N )
, + ( f

.

A )
, .

它不依赖 于 M , = N , + A , 的分解形式而被唯一确定
,

且 ( f
.

M )
,。 5

.

我们对此随机积分的定义加以推广
.

首先有

定义 1
。

设 T是可料时
,

定义在 g x R
,

上满足如下条件的实 函 数 类 将 分别记为 S
,
·

L L

( P
,
L

r ,
R

:

)
:
(M

,
)
。 S

:

( ( f ,
)
。 P

,

(夕
,
)
。 L

:
,

,

( x t )
。 R

:

)当且仅当存在预报 T 的停时 列 { T
。

}
T T

使得对一 切一 `M
:
”

)
` ,

(
(*
:
”

)
` p一 ( :

:
”

)
· L

,

(
·

:
”

)
` R

)
,

对类中元素
,

如果对几乎所有。 ,

在 〔O ,

T )上相等
,

则视为属于同一等 价 类
,

等价
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类中元素将不加区别
。

价
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易见定义 1 中的 笼T
。

} 换为预报 T 的任意停时列时
,

与原 定义等

引理 1
.

设 T是可料时
·

,

( f ,
)
` P

,

(M
,
)
。 S

: ,

则存在唯一的 ( N ,
)
。 S

: ,

使得凡预报 T 的

停时歹I! 、 T
”

}
,

对一切
n
均有 N

:
” =

( f
T二 M

T·

)
,

〔证 : 设 、 。 。
} 是预报 T的某一停时列

, 。。未对一切 , ,

( ,
:
”

)
。 P

· ,

(。 :
”

)
。 s

,

从而存在

N
{)

。 s
,

使得 N )
一 ( f

U二 M
U ·

)
, ,

在“ x R
+

上定义函数N ,
(。 )

:

N
: (。 )

,

当 ( `
, 。 )

“ 〔 0
,

U
。
〕

, n = ` , “ , …

0 ,

当 ( t 一。 )
。 9 x R

+

\ U 〔0
,

U
。
〕

.

亨了̀、,矛、、.夕.、、

一一
、 .口产

田
了.、

N

容易证明 (N
,
)
。 S

:
、

和凡预报 T的停时列 { T
。

} 均有

类的意义下是唯一的
。

引理得证
。

” 一 1

N
:
” = ( f

T二 M T·

)
, .

这样的 ( N
,
,在等有;

·

定义 2
。

设 ( f ,
)
。 P

,

(M
t
)
。 S

: ,

那末由引理 l 所确定的g x R
十

上的实函数 ( N
t
)
。 S

:

称为
T

( ,才)对 ( M ,
)的随机积分

,

并记为N
, =

I:
,
· “ M

·
和简记为 ( ,

.

M )
! ·

该积分的有关性质易由局部有界可料过程对半鞍的随机积分的性质得到
。

为证明下

面 的定理 2 ,

我们需用到如下 引理
:

引理 2
.

设 T是可料时
,

声(。
, t , x

)是定义在 g x R
, x R上的实函数 ( R = (

一
co

,

oo ) )
,

满

足如下条件
:

( L
;

) 存在 〔o , T )上的非负函数K t (。 )
,

使得 f n
f { t : K ,

)
n } t T

,

且 对 几乎

所有。 在 〔o ,
T )上

,

凡 x , 刀。 R
,

有

} f ( 。
, t , x

) 一 f ( 。
, t , 夕 ) I ( K t

(。 ) Ix 一 召 I ; ( z )

( L Z

) 当 ,。 R , , x o R固定时
,

f (
· , t , x

)是 F厂可测 ; ( L
3

) 对几乎所有。 ,

凡 x o R
,

f (。
, . , x

)是左

连续右极限存在函数
。

那末存在预报 T的停时列 笼T 。
} 使得 1) 对几乎所有。 及一切化 R

十 , x ,

班R
,

均有

If ( 。
, t八 T ·

(。 )
, x

) 一 f (臼
, t A T

·

(。 )
, “ ) 11 { o < t提 :

。

( 。 ) } ( ”
I
` 一 ” }

,

其中 I { …

表示集合 笼… } 的示性函数
; 2 ) 对固定 et R

+ ,

xe R ,

f (
· , t八 T

” ,

x) 是 F厂可测 , 3) 对几乎所

有。 及一切
x 。尺,

沂( 。
, t八 T 。

( 。 )
, x

)是 t的左连续右极限存在函数
; 4 ) 设 (

x ,
)
。 R: ,

( M
,
)
` S

: ,

则

( , (
· , ,八 : 。 ,

必 )eL
,

从
ha

定义 2 可定义 积

戏
, (一 xs

一

) dM二

〔证 〕 为证明 l)
,

令

K犷( 。 ) =
s u p

x 架 , 夕来。 r
x 余铸 夕辛

f ( 。
, t , x .

) 一 f ( 。
, t , 夕.

) }
:

, _ _

_
,

—
一 .

一
~

丁万二下百一

—
`

上
1 0镇 t < 里

’

吸。 ) 全
,

, .
口

.
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其中r 表示全体有理数集合
.

刀体末 ( K

犷)是可料过程
,

且满足 `) 以 K犷( 。 )代替 K t
(。 )

,

对

几乎所有。 ,

在 〔o ,
T )上

,

凡 x , , 。 R
,

不等式 ( ` )仍成立 , “ ) 对几乎所有。 , K
广(。 ) 丫仁 ( o ,

T ( 。 ) )左下半连续 ; “ ` ) 在〔o ,
T )上

,
K
广(

。 ) 、 K ,
(。 )

.

事实上
,

由 ( K广)白勺定义立 目。得
“ ` )

.

由 ( “
2

)
,

( L
3

) `日̀ { 。、 , < : (。 ) } 是可料过 程 得 ( K犷)是可料过程
.

由 ( L ,

) 和 、( 。
, , , ·

)是

连续 函数刁
’

得 ` )
,

而由 K
犷( 。 )的定义 ,口 f (。

,
,

, ·

)的左连续性可得“ )
.

现来 : : 明 1 )
,

令

口
。 = i n f { t : K广>

: }
,

易见 { Q
。

} 是单调上升可料时序列
.

设 { U
。

} 是预报 T 的某一 停

时列
,

那末 T 。 二 口
”
八U

。
也是预报 T的停时列

,

且对几乎所有 。

K
犷(

。 ) I {
。 < , <: 。 (。 , , 、 n .

( 2 )

对使 K梦(。 )在 ( 0 , T ( 。 ) )上左下半续的。 必然有

K
犷(

。 ) I {
: 。 。。 ) , 。

} 、
n .

( 3 )

合并 ( 2 )和 ( 3 )可得
,

对几乎所有。

K
犷(

。 ) : 、 。 < ,` : 。 。。 , + 、 n .

由。匕不等式并顾及 至“K
广满足性质

` )可得

1厂(。
, t A T

,

( 。 )
, x

) 一 f (。
, t八 T 。

( 。 )
, , ) 11 {

。 < , ` ,
, 。 、 。 ) }

、 、犷
T ”

(田 ) : {
。 < , ` : 。 (。 , } 一

二 一 , l、
·

I
X 一 。一

这就证 明了 1 )
,

易见 由( L
Z

)和 ( L
3

)推得 2 )
,

由( L
3

)推得 3 )
,

最后证 4 )
,

设 t > :
> O

,

那末 由不

等式

! , (。
, ` 八:

。

(臼 )
, X

之( 。 ) ) 一 , (。
, ,八:

。

(口 )
, X

之( 。 ) }

、 . , (。
, `八: 。

( 。 )
, x

:竺(
。
卜 , (。

, , 八 :
。

(仍 )
, X

之( 。 ) .

+ . , (。
, : 八 : 。

( 。 )
, x

之( 。 ) ) 一 , (。
, ,八 : 。

(。 )
, x

之(。 ) !

可推得 , (
· , : 八: , , x

之)是左连续
.

设 : > , ) 。 ,

记尹( 。
, ,八: 。

(。 ) ) + , x
) = ,*m , (。

, : 八 T
。

( / )
,

S、 t +

x
)

,

那末 由不等式

I f ( 。
, : A T

。

(。 )
, 二

百: ( 。 ) ) 一 f (。
,

( , A : 。

(。 ) ) + , 二

万
” 、 。 ) ) }

( l r (。
, : 八 T

。

( 。 )
, x

百竺( 。 ) 一 f ( 。
, s 八 : 。

(。 )
, 二

二
”

( 。 ) ) l
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+ ! f ( 。
, : 八 T

”

( 。 )
,
x

歹: ( 。 ) ) 一 f ( 。
,

( `八 r
。

( 。 ) ) + , 二

二
”

(。 ) !

可推得 z、n r (。
, : 八 T

”

(
。 )

)
, x

互些(
。 ) ) = f ( 。

,

( :八 T
。

(。 ) +
, x

二
”

(。 ) )
.

S ~ 今 t +

所以 f(
· , :八T 。 , 二

淤) 是左 连续右极限存在过程
.

其次由 2 )知 f .(
, ,八 T

” , 二
)是 tF

一

可测
,

由 ( :
:

)知 f (
. ,

:八:
。 , .

)是可 ,。函数
,

所以复合映象 f (
. , : A :

。 , 二

:竺) 是
。 t 一 可测

.

于是

, (
· ,

: 八T
· , ·

冲) )
〔 L

,

从而对`M ,
,
· ,一 可定义积分

嗽
,`

· , ` , X一 ,“ M` .

引理得证
.

夸 3 存在性与唯一性定理

定理 1〔
’ 〕 。

设 (M
t
)
。 S

,

( H r
)
。 R

,

f (。
, : , x

)是定义在g x R
, x R上的实函数

,

满足下列

条件
:

( LI
. `

) 存在非负常数 K 使得对几乎所有。 及所有拢 R
, , x , 夕 ` R

,

有

}f (。
, t , x

) 一 f ( 。
, t

,

g ) l ( K }
x 一 y } ,

( L
:

.
,

) 对固定 t e R
+ , x o R

,

f (
· , t

,
x )是 F t 一 可测 , ( L ,

.
3

) 对几乎所 有 。 及 所 有
x o R

-

厂(。
, · , x

)是左连续右极限存在函数
。

那末存在唯一的过程 ( xt )
。
R

,

满足方程

一 H , +

{:
“

一
)` M

; .

将定理 1的条件 ( LI
.

:

)中的常数 K放宽为可依赖于 t和。 的函数 tK (司
,

得到更一般的结

果
,

就是如下定理
:

定理 2
。

设 T是可料时
,

沂(。
, t ,

x) 是定义在幻 x R
, x R上的实函数

,

满足 下 列 条件
:

( L 工

)存在定义在 ( 0 , T )上的非负函数 K ,
(。 )

,

使得 i : f { t : K t>
n } t T

,

且对几乎所有。 ,

在 ( o
,

T ) 上
,

凡 x , 夕 。 R
,

不等式

! f (。
, t , x

) 一 f ( 。
,

t
,

夕) I ( K t ( 。 ) !x 一 , t

成立 , ( L :
)当 t 。 R

, , x o R固定时
,

f (
. , t , x ,

)是 F , 一 可测 , ( aL ) 对 几 乎所 有 。 及 一切
x 。 R

,

f( 。 , · , x
)是左连续右极限存在函数

。

又设 (M
,
)
。 S

: ,

(H t )
。 R

了、 那宋存在唯一的 (
x f )

。 R
:

满足方程

一 H
, +

l:
` (

· , , , · : 一

) 、 、
:

( 4 )

方程 ( 4 )理解为左右两端的函数在 R
:

中是属于同一等价类
。

〔证〕 由引理 2得知存在预报 T的停时列使对每个
” ,

f( 田
, t八 T 。

( 。 )
, `

)I 谧
。 <

t’ T。 。。 ,

;

满足定理 1的条件 ( : ; 一 )一 ( :
1一 )

,

和 (二厂
”

)
。 R

,

( 、 :
·

)
。 s

,

故存在 (
二

犷)
。 R 满 足 方程

·

卜 H:
” +

{:
, (

· , `八 T · , ·

“
一

) ` (
。 , : 。

〕`M
梦

,

( 5 )
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当二> n 时

` · ” 王

) ;一 H草一 I:
` r ”
厂(一 。 T 。 , ·

少) ` (
。 , : 。 〕“ M百

二

· H ;
· +

皿:
, (一 。 T一 (一 ): : )̀ (

。 , : ,

〕“ M :
· ,

且 ( (
x ’ ) :

”

)
“ “

·

由于定理 ` ,

方程 ( 5 )的解是 “ ,一的
,

所以 (
` ’ ):

” · x

:
·

于是 当 优> ”

时在 (0
, T 。 )上

x

少
=

叮
,

令

x

厂(。 )
,

当 (`
, 曰 )

` 〔o
,
T

。

)
, n = l , 2 , … …

H ,
( 。 )

,

当 ( t , 。 ) 。〔 0
,

T )
.

万口...`...几、

一一
、 ,声

)Q
了.、

.

r合X

易见 (
x ,

)
` R

: .

其次
,

由引理 2之 4 )
,

f (
· , s A T

。 , x
厂 )

` R
,

所以

l:
*(一八 T一分) “ M :一 l:

“ 一八 T一犯,̀ (
。 , · ,`

〕“ M :
”

于是
·

:一 (二 ) :一 H :
· +

I:
,`一八 T一 ;

一

,` (
。 , : 。

〕“ “ :
”

二

冲
+

{:
, (一八珠

·

知心

所以 ( xt )是方程 ( 4 )的解
.

设 ( xt ) 。 R T
是方程的另一解

,

那末

; :一 。 :
+

!:
, (一八 T一犷之,“ M:

·

由定理 `关于解的唯一性 得 中
·
了:

· ,

所 以在等价类意义下 xf( )与 (补 是 同 一 的
.

定理得证
。

注 1
。

如 ( H t
)
` S

: ,

易见方程的解 (
x ,

)
` S

: -

注 2
。

定理 2在 tK (。 )三 正常数 K
,
T = co 的特例下

,

就是定理 1
。

由定理 2 的注 1 和局部有界可料过程对连续半较的积分是连续过程
,

容易得到如下

结果
:

定理 3 〔2〕 .

设 T是可料时
,

f( 。 , , ,

x) 是定义在 g x R
, x R上的实函数

,

满足如下条件
:

( L
。 .

,

) 存在定义在 〔o ,
T )上的非负实函数 K ,

(。 )
,

使得 i n f { t : K , ) 。 卜t T
,

且 对几乎

所有。 ,

在〔 0 ,
T )上

,

凡
x , 岁 ￡ R 有

I f ( 。
, t , x

) 一 f ( 。
, t , y ) l镇 K t ( 。 ) I

x 一 夕 1 ,

( L 3
.
:

) 固定
5 o R

, , x 〔 R
,

f (
. , s , x

)是 F
s 一

可测 ,

( L 3
.

3

) 对几乎所有。 ,

f ( 。
, · , ·

)是 R
, x R上的连续函数

.

又设 (M
,
)是连续 的 零初 值 半

教
,

(万
,
)是连续的有限变差过程

,

那末存在唯一的 (
、 , ) 。 s乒( (

二 ,
)
。 s草当且仅当 (

二 ,
)
。 s

:
·
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和对任意预报 T的停时列 { T
。

}

,

(
x

:
”

) 是连续过程 ) 满足方程

一
、 才+

I:
, (

· , ` ,

一 ) “ M 二
( 6 )

方程 (6 )理解为两端的函数属于 s草的同一等价类
.

注 3
.

定理 3 的假设条件可减弱为以定理 2 的 ( L
:

) 代 替 ( L
3

.
3

) 并只要 (M
,
)
。 s乒

,

( H ,
)
。 s乒

,

其余条件不变
,

定理 3 仍成立
.
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