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有势马尔科夫链的概念是候振挺
、

陈木法首先引进的沟
.

本文对有势马尔科 夫 链

的一般形式作两点简要的注记
。

设 E是有限或可列集
,

1 ) 当 i今 j
,

i
,

j e E时
,

2 )
a i j ) 0 冲

a j i ) 0 ,

下面只考虑这种矩阵
。

, a f子

口 .. f 二 ` O 口

一口 i j

{ ia j
,

f
,

ej E } 是满足下列条件的数值矩阵
:

, ,

了` E

) 0 但al’ i任意
。

i今 .j

当价 j > O时
,

令

在上述条件下
,

如果存在数列 { iu
,
钻E }

,

使得

u j 一 忿 i = 价i j 公
, j o E

,

则称 {
a i j ,

f
,

j o E } 有势 {
u ` ,

i o E }
。

g 1

一 co < u ` , u j < OO

齐 次 的 场 合

类似于随机游动的定义 〔`〕 ,

设 R d是 d维整点集
:

1镇 f镇 d
。

对任意x , , 。 R d
,

假定有实函数a( 二 ,

妇与之对应
.

3 )
a

( x , 万 ) == a
(

o , 夕一 x )
,

( x , 夕。 R d )
,

则称 (
a

( x , g )
, x , , 。 R d )是齐次的

。

如果
a

( x , , )满足条件 3 )
,

还满足

4 ) a ( x , , ) > o且对任意 x o R d有

公 a
( x , , ) = 1

y e R d

则称 {
a

( x , 夕)
, x , 夕。R d }是随机游动 〔 `〕

。

对 d维矢量 (横写 )
:

x = ( x ` ” ,

…
, x ` d ,

)
, x i 二 o

,

士 1…

矩阵 (
a

( x , , )
, x , g研 d ) 如果满 足

:

艺
· (

`

:
” ,

…
, 。

:
d ,

)

二
一 (

。

;
” , … , :

;
“ ,

)
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的数积以下式表之

- 一 d ( f ) ( i

c ` ’ “ , “

忍
“ , “ “

定理 1 设 (
a

(
x , 夕)

, 二 , 万。 R d )是满足上述条件 i )
、

2 )
、

3 )的矩阵
,

则 ( a ( x , 夕)
, x , , 。 R d )

是有势的充要条件是存在 d维矢量
。 二 (

。 `” … , 。 ` d) )使得
:

a
(梦

, x
) 二

e ` y 一 劣 ,
’ “ a

(
x , g )

证明 充分性
.

当a( x ,

妇 > o ,

由 ( l)

( 1 )

功
二 y = 10夕

a
( , , x

)
。

( x , g )
二 ( 梦 一 x )

·
c

.
- ) 一今

因此它的势函数正是 { : 二 = x

一
,

二R d }

必要性
。

先设 d = 1 ,

如果只有 x次
, ,

使

a ( 0
, x :

) > o , a
( o , 一 x :

) > o , x : 今 0

则取
c
使

啤
』

孕
屯 一 。 一 。二 :

a L U
一 x 盆少

油于
a

( x , , ) = a
( o , 甘一 x )以及对一切非零 x 今 x :

都有
a

( o
, x

) = o ,

故 ( 1 )显然成立
。

现设如有x : 今 O
, x : 今。 , x : 寺 士 x :

使
a

( 0 , x :
) > 0 , a

( 0
, x :

) ) o

则取 cl
,
勺使得

」丝边上
= , 一 c ;二 ; ~

卫鱼述立
一 = , 一 e : 二 :

a ( 0
, 一 x :

)
一 a

( o , 一 x :
)

于是

(湍孚髦了)
` “

(箫纷)
”

(湍粤裂
了

一

)
’ “

(溃裂了)
“

= e 一 C 盆名 l , 2

= e 一 C : 名 IX :

然而
a

( o , x :
)

a
( x : , Zx :

) …
a

( (
x : 一 1 ) x : , x : x :

)
a

( x : , 0 )
a

( Z x : , x :
) … a ( x : x : ,

( x : 一 1 ) x :
)

如果它有势
,

必定与路径无关
,

二 a
( 0 , : ; :

)
a

( x : ,

Zx :
) …

a
( (

x : 一 1 ) x : , x : x :
)

a
( x : , o )

a
( Z x : , x :

) …
a

( x : x : ,

( x : 一 l ) x :
)

即

`。 :

( 4华
2

典典、
` , 一 ,。 。

(寻终五典
,

)“
\ a 叹U , 一 x l 少 I 、 口 L U - 一 X : 少 I

得 , : x :
( c : 一 c :

) = o ,

即 c : = c 2 .

因此当 J = i ,

定理得证
.

现设 d > 1 ,

为了简便起见
,

设 d = 2 ,

下面证明适用于任意d的情形
。

d 二 2
.

设存在x0 = ( x0
, x 。

)使 x 。今 ( 0
, 0 )

,

且
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a
( 0

, x ) ) o 井 x = 寿x 。

( 1 )

此处叙
。 = ( kx

。
( 2 )

k x o ) 其中九可以是正负有理数
,

上式表明
a

( o ,

x) 只在 x 。
的方向上可

能有非零值
,

这时与 d 二 1的情形无本质差别
,

即存在
c = (

。 “ ’ , 。 `“

a
( o , x ) “ e 一 “ ’

戈 a
( o

,
一 x )

x =
( x “ ’ , x ` 2 ,

)

然而这时
e 二 (

e ` ” , e ` , ’
)不是唯一的

.

只要对
x 。

取定
(, ,

使
a

( 0 , x 。

) 二

则对一切 烧 R d 均有
。

(。
,

x) = 。一 “ 。 x 。
(。

, 一 x)
.

,
)使

e 一 c
·

, o a
( o , 一 x 。

)
,

下面假定至少存在 x ,

好R `名’ , x 专甸
,

(寿为任意有理数 )有

a
( o , x

) ) 0
,

令 x 二
(

x ` ” , x ` 2 ,
)

, 夕 =

a
( 0 , x

)
a

( o , 一 x
)

a
( 0

, 岁) ) o

( 夕“ , , , ` 2 ,
) 并令

= e 一 u劣 ,
a

( o
,

夕 )
a

( o , 一 , )

二 e一 “ y

由下面的方程组确定
e = (

c “ ’ , 。 ` “ ,
)

c ( 1 ) x ( 1 ) + c 《忽 ) x ( 2 ) = “ 劣

c ( 2 ) , ( 1 ) + e ( 2 ) 百 ( 2 ) = u 夕

因为 (
x “ , , x `忽 ,

)今寿( , ` ” , g `里 ,
) (秃为有理数 ) 故

} x ( 1 ) x ( 2 ) }

} l 年 0

! g
、 “ ’

封
、 一 ’

}

由上述方程解出。 ` ” , 。 `” 得

e ( 1 ) =
“ 二封 (名 ) 一 份夕 x ( , ) u 夕 x ( 且) 一 “ 劣百 ( 1 )

矛
` , , `“

几 无` 1 ’
刃

` 》 ’

下面我们来证明
,

对任意
:

(
z ` ” , : ` 2 ’

)
。 R ` 2 ’ ,

c (名 ) =

都有

a
( o , :

) = e

_

拭 z a
( 0

由于 x 年 k夕( k跑遍一切有理数 )
,

之 = h
i x + h: 夕

一 :
)

故
z 可唯一地表示成

叱 .
公 . ,

其中h : ,

瓜是有理数
,

因此总存在整数 m 。 , , ; ,

叽使

勿 0 2 = 优 l劣 + 优 2封

考虑上面图中的闭路O p Q O
,

由于a(
二 ,

妇有势
,

故
少. `

, _ _

r
a

( o , x
) \ m `

了
a

( o , , )
` 。 习 气

.

百而丁二牙了 , 、
一

可瓦而 )
-

` 爪 2

) 多 《 ,

1 . 1 八 . 、 、 功
。

, 叮 “ 飞 V 一 ` I 、 甘

= `0 9 瓜
. , : 袱二-一一 ,一屯~

l
、 a LV , 一 之少 I

即得
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。 (。
, 之) = 。” ! `。·

(
一

黯纷)
+ `名`。 g

(谧斋
-

)
。

(。
, 一 :

)

= 。 一 “ ,
(
· ` ” 二 ` ” + “ `“ ’ 二 ` 2 ’

)
一 h:

(
· ` ” y ` ” · “ “ ” `” )

a
( o

, 一 : )

二 。 一

(
· “ , z “ , 二 “ , “ 幻 )

a
( o

, 一 z )

二 。 C . 2 。
( o , 一 z

)

证完
。

定理 l完全弄 明白了满足条件1 )
,

2 )
, 3 )且有势的矩阵 ( a( x , 夕)

, x ,

狂R勺的一般形式
,

特别有

推论 设 { a( x , , )
, x , ,叔 d } 是 d维随机游动

,

则它有势的充要条件是存在 ` = (。
` ” ,

“ ” C ` d ,
)使

a
( , , x ) 二

e ` y 一 x ”
“ a

( x , , )

县2 一 般 情 形

现设 E是任意有限或可列集
,

{ 价 j
,

i
,

介E }满足条件 1 )
、

2 )
.

又设 { 、
,
众E } d是任意实数列

,

以它作如下的矩阵A = {
a ij }

, ` ,

护凡
a i j 二 m i n

(
e “ i一 “

j
,

i ) ( 2 )

下面引进一个记号
,

若有矩阵A 二 (
a `

,

s ) ,
,

s e ; ,
B = ( b` s ) f

,

s 。 ,

将它们的对应元相乘
,

得新的矩阵
:

C == (
a i j b i s ) f

,

j e :

记作 C = A因B
。

定理 2 设 (抑
,
企E )是任意数列

,

则矩阵A 二 ( ia )j i
,

ie :
有势 ( iu

,

化E )的充要条件 是 可

以表为

A == A⑧ H ( 3 )

其中H是满足条件 l) 的任意对称矩阵
:

h,. j = 衡i ,

而 A由 ( 2 )确定
。

证明 充分性
。

设A可表为 ( 3 )
,

于是

a ` s == h ss a 一s = h * s二云。 (
e “ `一 “

s
,

1 )

a j ; == hj ` a j i == h j i fn i。 (
e u

j
一 “ i , i )

故当 h,. j斗 O时有

器
二

嘿兴踢
一 ’ ` “ ,

一 “ `

必要性
。

假定 A二 (
a ` j ) i ,

j
。 :
有势 (

u i ,
f扭 )

,

于是令

h` j 二 m a x (
a i j

, a j i )

则 ( h i j ) i ,

s
。 :
是对称的

,

满足条件 1 )
,

又因 (
a i j ) `

, j 。 :

有势 (
u 、 ,

i o E )故当 a ; s专。时

, 口 f`

` 0 9

一
二 扛 j 一 份 i
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从而

hi `m f n
(

e “ j
一 “ i , 1 )

= 二 a x
(

a i s , a j i ) , f。 (
e “

j
一 “ i , l ) 二

a z i

证完
.

由上述结果可见
,

有势 { : ` ,

介 E } 的矩阵浅息存在无穷多个
.

如要 A是有势 (
: ` ,

l’e E )的半马尔科夫矩阵
,

即要求
a ` ,》 o ( i o E )及艺 .al j镇 l ,

则只要求
j e 石

( 3) 中的矩阵H满足条件从i》 。及

￡ 无5 5杭 f n
(

e . i
一 u i , 1 ) ( 1 ( 4 )

j
e :

特别
,

当 h`、 ( o ,
习 h i s 簇 1时

,

( 4 )必定满足
,

故有
:

j e万

推论 一切有势 (
: i ,
论E )的半马尔科夫矩阵 p都有形式

P 二 A⑧ H

其中 A如 ( 2 )
,

H是满足条件 ( 4 )的非负对称矩阵
.

由有势半马尔科夫矩阵
,

很容易构造有相同势的马尔科夫矩阵
。

事实上
,

设 (析i) 是

满足 ( 4 )的非负对称矩阵
,

令

h ; ” 公 h` j , ` n
(

e u `一 “
j

, x )
j

e 名

及

h i j ==
·

h i j

h i j + ( 1 一 h i )

今 j

即 h s j 二 ( 1 一 h i” i j + h i s ,

且令 H 二 ( h i j ) `
,

s e : ,

则

P 之 A ⑧ H

是有势 { 脚
,
介E } 的马尔科夫矩阵

。

类似地有

推论 2 一切有势 { lu’ ,

ie E } 的Q矩阵都可表为

Q 二 A⑧ H

其中 A由 ( 2 )确定
,

H是对称矩阵
,

满足
:

h 11《 0 ,
h i j > 0

’

f
,

j
o E

,
i今 j

黔
` , ” ` n

(
“ “ `一 “ ` , ` )《 0

特 ” jJ, 当
黔 j蕊 。时

,

即“ 本身是对称 口矩阵时
,

上述条件总成立
·
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