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定理 设尸 , ,
p *分另lJ是有强度测度升及久的 P io s s o n

分布
,

则
:

P 。一 P 几当且仅当K以召
,

幻 = 十 co ,

p , 《 p 孟当且仅当召《 又而且 k d伽
,

幻 < 。
.

上述定理是 P io
s s o n 过程一个重要结果

.

关于定理 中所出现的一切记号和 用到的事

实
,

我们在下面分别予以说明
,

然后给出简短证 明
。

1
。

设 ( X
,

d) 是可分完备距离空间
,

以 A记 ( X
,

d) 中全体 B or
e l集类

,

以 B记 A 中全体

有界集类
.

显然 B是一环
,

由它所产生的 a代数就是 A
.

设 产是 A上的测度
,

如对任意 A
o B

,

召( A ) < co
,

则称产是局部有限测度
,

全体 局 部有

限测度记作M
。

在M 上引进川弋数M
,

使得
:

对一切 A o B
,

映象产飞产 ( A )都是M至 R的可 测 映 象的最

小 a 代数
。

如匹M
, 升 ( A ) ( A o B ) 只取非负整数值

,

则称拌是计数测度
,

全体计数测度记作 N
,

N C M
,

而且 N o M (见〔 l 〕)
.

令 N = N 门M
.

在 ( N
,

N )上任给一概率测度尸
,

则尸称为随机点分布
。

N 中的元以 , 记之
.

如果 P是 ( N
,

N )上的分布
,

对任意互不相交的 A
, , … ,

A淤 B
,

非负整数 j
, , … j二满

足

P , , , … , 二 ( j
; ,

… ,

j 。 ) = P (
, : ,

( A
工

)
二 j

, ,

…
, : ,

( A m )
= j , )

= H P (v : , ( A f ) 二 ]’i )
二 H P iA

`· 1 1 . 1

则称 P是无后效的
。

如果 P是 ( N
,

N )上的无后效分布
,

且存在班M
,

以及对任意 A o B 有

p ,
( j )

, 一 e 一 “ ` A ,

乌(产 ( A ) ) j 了= 0
,

1
,

2
,

…

则称 P 是 P io
s s o n 分布

,

记作 p 。 ,

而拌称为P 。的强度测度
.

(见〔 1〕第一章 )

2
.

设 ( g
,

F )是任意概率空问
, E

,

F 是 F上的全有限测度
,

任取 F 上的全有限测度 G
,

使 E 《 G
,

F 《 G (例如取 G 二 E + F )
,

令

KP “̀
,

F ,
二

I了需雾 dG
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d E d F
, 、 。 , 。 。 二二 。 二 , 。 。 D

_ 」 _ _ 、 T: , , _ J , ,

_ 二 、 。 l 二 二 、 、 、 。 仁
,

二 二 胡
共 甲

一

刁百
- 、

衷乒万
为,

J足 D
、 I’ 牢目门丁甘 阴

` 、 “ 以 U “ 一 ` ’ ` “ 。 u 少 “ ` 一

寸继
, ’ ` l

)
、 “ , 1 ” 宁“ 、 / “ “ 、 L

,

目 ”

K a k u t a n i内 限

又令

K : ( E
,

F )
二

(

I
(

濡
一

漂
)

Z

d)G
士

称为 E
、

F 的 K a k ut a in 距离
。

命题 ( x ) E土 F 当且仅当K p ( E
,

F ) = o ( 参看〔 4〕 ,

洛1
.

4 )

命题 ( 2 ) 设 ( g *
,

F刃 ( K = 1
,

2
,

… ) 是一列可测空间
,

E ;
、

F 、 是 ( g 、 ,

F :)I 上的概率

测度
,

记

( g
,

F )
=

( x g ` ,

k . 1

买F 、 )
k . 1

弓目

二 X

儿· 1

E九
,

F = X 厂k

则恒有

K p ( E
,

F ) = II K , 〕

( E掩
,

F * )
左 . 1

(参看 〔 3 〕 ,

定理 1 )

在命题 ( 2 )的条件下
,

如对一 切 k
,

E k《 F * ,

则 当K (P E
, F ) > O时

,

有 E 《 刀
.

(参看

〔4〕
,

圣1
.

4 )

3
.

现设匹 M
,

对任意 A必
,

令

, 召 (
·

)
= 升 ( (

·

) 自A )

则沼是 ( X
,

A )上的全有限测度

当召
,

胜胚
,

任取二M
,

使群《
: ,

几《 : ,

令

K 。

浏 )( )A
一

仁 /平乒
d : ` 。

J 月 , “ T a T

显然 K户伽
,

几) ( A )
= K p (

。娜
, , 久)

.

同样可以定义 K (] (拌
,

几) (
·

)
.

且 K J伽
,

几) ( A ) 二 凡
`
z (

, 召
, ,
人)

( A o B )
由于 K p 伽

,

劝 (
·

)
,

K d伽
,

劝 (
·

) 是 环 B上的测度
,

因而可以扩张为 ( X
,

A )上的测度
,

而且有
K p (召

,

几) (
·

)
。

M
,

K 己(群
,

几) (
·

)
。 M

特别
,

记 K p伽
,

几) = K p伽
,

丸) ( X )
,

K d伽
,

几) = K d伽
,

九) ( X )
.

但这时可能有

K袱拌
,

劝
= 十 co

命题 ( 3 ) 设召挤都是 ( X
,

A )上的有限测度
,

K p ( P “
,

P 几)
= e x P ( 一 于 K 口 (拜

,

几)
“

) (见 〔 l 〕
,

P
.

8 9 )

4
·

定理的证 明 设 ( A
。

)是X 的一个分割
,

即 A话 B, 且 ( A
·

)是互不相交集列
,

日
/】一 X

令

召, = , ” 拌 林 二 A _

久
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则 P “ 与 P ;分别对应
X P ; 。 ,

x

刀一 1

p 加
.

由于 P io ss o n
过程是无后效的

,

因此

P l,
土 P , 当且 仅当 X P却一

x P ; ” ;

月一 1 称 一 1

P “ 《 P 孟 当且仅当 又 P阳《 x P加
,

n 一 1 月一 1

应用命题 ( 2 )
、

( 3 )
,

得

K p ( x P “ ” ,

侧
月

X
月一 l

P几
”

) = H K p ( P 拌
。 ,

P 孟
。

)

·
云

。 x p ( 一冬; d ( ; , ,

;
。

)
“

)
朴 . 1 `

1
二 e X 尹气一 飞

-

乙

艺 K d (召
。 ,
几

:

)
2

)

现设作 M
, , 《 卜 人《 ` 且记介 = ,

产
,

则

、 。 ( , 。 ,

;
。

)
2 =

’

l ( 、了其
一 `

/班
)

: : 。

( 、
。

)
J

」
, n

, a丫。 , a丫。

{
, 。

`

评
一

了哥
,
’ ·“ · ’

从而

二 、 。 (;
。 ,

*
。

)
2 二

云面 (
`

/互
一

`

/不
)

: : ( 、 。 )
” 一 1

构
。 ’ a丫 , a了

= K J (产
,

久)

从而K ” ( J
: p , 。 , 。

万厂
, 。

)
“ 。当且仅当 K式沁。 “ + OO

·

于是 p ;
土 p “ 当且仅当 K d (热又)

二
co

(应用命题 ( 1 )
、

( 2 ) )
,

而尸 , 《 尸 ,当且仅 当拜《 久及 K武产
,

x) < + co (应用命题 ( 2 ) ) 证毕
.

P io
s s o n

过程的这一重要结果
,

按照上面的叙述及证明
,

与〔 1〕中定 理 1
.

7
.

12 和定

理 1
.

1 2
.

3的叙述及证明比较起来就简明得多了
。

而证明中引用的结果并不比 〔 1〕所引用

的更复杂些
。
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