
多 自 由度 线 性 系 统 阻 尼 受 迫

振 动 的统 一 解 法

}草忠棠! 吴福光

(数学力学系)

对于多自由度线性系统的阻尼受迫振 动问题
,

过去曾提出过两种解法
: 一种是引入

状态变量的状态空间法 〔’ 、 2〕 ; 另一种是建立新的正交关系的广义正交法闭
.

对这 两 种

方法的优缺点
,

胡海昌在文〔 4〕中已加以评介
,

并提出了一种新的解法
,

我们把它 称 为

预解式法
。

此法简单
,

便于推广
,

并保持了前两种解法的优点
,

避免了它们的缺点
。

本文指出上述三种解法具有相同的实质
,

可以用统一的方式推导出来
。

松撬石
.

二撅

一
、

基本方程
`

’

,

考虑一个具有
n
个自由度的线性阻尼系统的受迫振动问题

,

其运动微分方程为

〔M 〕 { 夕 } + 〔C〕 { q } + 〔K 〕 { 受 } = { Q (忿) }
,

( ]
.

1 )

式中灌q } 表示
n
维的广义坐标列阵

,

矩阵〔M〕
、

〔C〕
、

〔K 〕均为
n x ,:

的实对称 常 数 矩 阵
,

{ 口 (O } 为干扰力列 阵
。

自由振动方程为

〔M 〕 { 口 } + 〔C〕{ 口 } + 〔K 〕 { 口 } = {0 }
.

( 1
.

2 )

令
{ g } = { x } e 注t ,

( 1
.

3 )

将 ( 1
.

3 )代入 ( 1
.

2 )可得到

(几
2

〔M 〕 + 久〔C〕 + 〔K 〕 ) {
x

} = { o }
.

( 1
.

4 )

特征方程为

}久
2〔M〕 + 久〔C〕 + 〔K 〕】= 0

.

( 1
.

5 )

在复数域中
,

方程 ( 1
.

5 )具 有 2n 个 特 征 根析( i = l , 2 , … … 2 :
)

.

对应有 2n 个特 征矢 量

{ x ` i ,
}

,

它们满足

(
“
:〔M 〕 + “ `〔C〕 + 〔 K〕

)
、 x “ ,

, 一 `“ ,
,

( i 二 1 , 2 , … Zn
)

.

( 1
.

6 )

我们利用这 2n 个不独立的复特征矢量 {
x ` i ’ }作为模态矢量去解受迫振动问题

。

二
、

状态空间特征矢量的正交关系和规范条件

引入状态变量
,

令 2 :
维矢量
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( 2
.

1 )

.口山口占

l
.

J、.̀r、

一一
、̀,

之
`、 .

( 2
.

2 )

方程 ( 1
。

2) 可写为

〔二笔〕“
, +

〔
一 M 卫飞{

z
} · {。 }

,

K J
( 2

。

3 )

0 M

M C
〕

,

〔。 〕
〔

一

舒姿〕 ( 2
.

4 )

产1.̀

一一
、J

Ar̀

则 ( 2
.

3 )可写为

〔A〕 {
z

} + 〔B〕{
z
} = {0 }

,

( 2
.

5 )

显然
,

〔A〕
、

〔B〕都是 Z n x Z:
实对称矩阵

。

令

{ : } 二 { , } e拼 t ,

( 2
.

6 )

代入 ( 2
.

5 )可得到

召〔A 〕 { , } + 〔 B〕 { , } = { o }
.

( 2
.

7 )

相应的特征方程为

1拌〔A〕 + 〔B〕 , = 0 ,

( 2
.

8 )

当〔衬〕为非奇异时
,

展 开 后 知
,

上 式 和 特 征 方 程 ( 1
.

5 ) 全 同
,

所 以 脚 = 杆

(￡二 z
,
2

,

…
,

Z n
)

,

因此
,

对应于久i的 2”维特征矢量 { 夕 “ ,
}满足 、

(久̀〔A 〕 + 〔B〕 { , ` i ,
} = {o }

,

( f = 1
,
2

,

…
,

Zn
)

.

( 2
.

9 )

假定所有七都是相异的
,

并假设巳从 ( 1
.

4 )中消除了刚体模态
,

因而没有等于 零 的

特征值
.

当矩阵 〔M 〕和 〔K 〕非奇异时
,

则 〔B〕可求逆
,

从而 ( 2
.

7 )可 化为普 通 特 征 值问

题
。

按线性代数的结果知
,

( 2
.

7 )的相异的特征值对应的特征矢量是线性独立 的
,

因 此

Z n
个特征矢量 { 夕

`和 } 构成了2 : 维矢量空间的一个基底
.

因有

(久i〔A 〕 + 〔B〕 ) { , ` i ,
} = {0 }

,

( f = 1
, 2 , … ,

Z n
)

.

上式两端左乘 { , ` j ,
}

`
得 〔 , 〕

义̀ { 对 ` j ,
}

/ 〔A〕 { 梦 ` i ,
} + { 穿 ` j ,

}
产〔B〕 { 杏

`￡,
} = 0

,

( 2
.

1 0 )

类似地可得到

久s 笼夕
` i ,

}
` 〔A〕 { 夕

` j ,
} + 笼夕 “ ,

}
尹〔B〕 { , ` j ,

} = 0
.

( 2
.

2 1 )

两式相减并注意到〔A〕
、

〔B〕为对称矩阵
,

则有

( 久̀ 一 久j ) { , “ ,
}
尹〔A〕 { , ` j ) } == 0

.

〔 . 〕本文用撤号
` , ’

表示矩阵的转置
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由于为子幻 ( f子 j)
,

所以

{ 召
` i ,

}
尹〔A〕 { 玄

` j ,
} = o

,

将 ( 2
.

1 2 )代入 ( 2
.

1 1 )有

{ , ` i ,
}
尹〔B〕 { g ` j ) } = 0

.

式 ( 2
.

1 2 )和 ( 2
.

1 3 )就是不同特征值的特征矢量对矩阵〔 A〕
、

〔B〕的正交关系
.

当 f = j时
,

( 2
.

12 )

( 2
.

1 3 )

` “ “ ,
,
` 〔 A〕 ` ; “ )

, = { ; (̀ )
}

,

〔
O M

“

M C
,

{ , ` i ,
}

,

( 2
.

1 4 )

但因

矛.

…
,人

亡

、 ..,、
r、,、 ; ( ` ) }

。 “ : = 、一 } 二

{
“ `

:{
’

q ”
`

x ( ` ) e久i t

x ( i ) e {
久i劣 (`

x ( ` )

…

.

人丫
J

I
砚、

夕
、

( 2
.

1 5 )
飞
尹!沪产x(

.

人

所以

{ , “ ,
} =

代入 ( 2
.

1 4) 进一步演化为

0 M

M C

久i x ( i )

x (` )

广l.L
I、.. .t尸

,久i x (̀ )

x ( f )

二 2久i {
x ` i ,

}
产 〔M〕 {

x ` i ,
} + { x ` i ,

}
产〔C〕 { x “ ,

}
.

( 2
.

2 6 )

令

{ , “ ,
}
尹〔 A〕 {夕

〔` ,
} = 2久i {

x “ ,
}
` 〔M 〕 {

x “ ,
} + {

x “ ,
}
了〔C〕 {

x ` i )
} = 2几̀

,

( 2
.

1 7 )

由于特征矢量有一个常数倍数可 以任意选定
,

我们就取 ( 2
.

1 7 ) 作为特征矢量 的 规范条

件
.

此时
,

对于矩阵〔B〕有

{ , “ , `
} 〔B〕 { ; “ ,

}
= 一 2“

: ( 2
·

` 8 )

三
、

系统对谐千扰力的响应

设系统受到的干扰力为

{ Q ( t ) } 二 { Q
。

} 。 “ t ,

式 中笼Q。
} 为 n维列阵

。

在状态空间中考虑受迫振动问题

〔A 〕 {
z } + 〔B 〕{

z
}

令受迫振动解为

{
z

} == { , } e泥 t -

代入 ( 3
.

1) 可得到

(久〔A〕 + 〔B〕 ) { 万 } =

现将 { 夕 }按特征矢量 { 夕 ` i) }展开

Z t耳

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

、.,.,

、 .了

o(t
,

QI犷

歹10口
二JI

王 , } 二 公 e i王g “ ,

1. 1
( 3

.

4 )
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代入 ( 3
.

3 )得

2 月

E c ` ( 几〔A 〕 + 〔B 〕) 笼 , ` i ’

i
= J

( 3
.

5 )

上式两端左乘 { 万 ` i) } 产得

翼
,。 、 ` , ( , ) ` ,

( “〔A〕+ 〔B〕 , { , (` ) ` = 、 , 《 , ) ` ,

{ ( 3
.

6 )
Q。

、.叮.尹

,oQ`
J.....

利用正交条件和规范条件
,

上式成为

c i
·

2几s (几一 几i ) ” { 万 ` j , } `

注意到 ( 2
.

15 )
,

可求得

将 ( 3
.

7 )代回 ( 3
.

4 )
,

{
x ` j ’ }

了
{口

。
}

一抓宜兀二石 )一
- ’

得到响应的振幅为

( 3
.

7 )

笼夕 } = {
x 今j ’ }

尹
{Q

。

}
2凡i (久一 几s )

{ g ` j ’
幼名尸

相应的
n
维振幅为

{ x
丝
石

{ x ` j ’ } { x ` j }
了

2幻 (几一句 )
{ 口

。

}
,

( 3
.

8 )

简谐力作用时
,

令上式中的久二彻
,

得到复响应为

_ 、 _ 攀 {
x ` j ,

} { x ` j }
产 ` n

人 J 一 ` .

一
二下下牙 ;丁

~

, 「二丁 ~ 一
~

、 丫 O

j 二 1 乙几八 z田 一 人 I j
( 3

。

9 )

此公式与文〔 4〕所导出的 ( 5
.

4 )式一致
。

四
、

预解式和谐影响系数按特征矢 , 的展开式

如果我们在
n
维空间来考察受迫振动

,

并设 王Q ( t ) } = 笼Q
。

} 泌 t ,

则有

〔M 〕{ q } + 〔C 〕{ q } + 〔K 〕 ( q } = { Q
。

}
。注t ,

( 4
.

1 )

{ q } = { x } e 沌亡,

( 4
.

2 )

可得到

(久
2

〔M 〕 + 久〔C 〕 + 〔K 〕 ) { x } = 福Q
。

x
} = (久

2〔M 〕 + 几〔C〕 + 〔K 〕 )
一 , { Q

。

( 4
.

3 )

( 4
.

4 )

将 ( 4
.

4 )和 ( 3
.

5 )相比较
,

并注意到王Q
。

} 的任意性可得

〔 “ `“ ,卜 (
` 2

〔 M〕 · “ 〔 c〕 · 〔 K〕
)
一 ’ =

算
{

x ` j’ } (
x ` j ,

}
产

2久i (几一 久j )
( 4

.

5 )

这就是文 〔4〕中得到的预解式 〔R (人)〕对 2n 个特征矢量 { x ( j ’ } 的展开式
.

上述推导 中我们只用到矩阵〔M〕
、

〔 C〕
、

〔K 〕为实对称
,

〔M 〕和〔K〕非奇异
,

以及特征

值互异的条件
.
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当干扰力振幅 理Q
。

} 只有第 k个分量等于 1 ,

而其余分量为零时
,

则

{ x
·

兰一坦心 寸、 。

j 、 2兄汀久二污
-

} 尹

)

2月
一

{ Q
。

} 二 E

j
` 1 2几j (久一 久z )

x

三
” {

x ` , ,
}

其 中
,

第 l个坐标的响应为

x

;
” x

;
` ’

2几j (几一 几j )

幼公尸

上式中令久= 彻
,

便得到在第k个坐标上作用有圆频率为。 的单位谐干扰力时
,

在 第 l 个

坐标引起的复响应
,

亦即复的谐影响系数为

( ] ) ( 少 )

x l

彻 一幻
( 4

.

6 )

`

左一J曰
X一
月

几
幼公叹

一一丙

这里看出
,

谐影响系数九 l具有对称性
。

特别地
,

当无阻尼时
,

〔C〕二 O ,

如果〔M 〕
、

〔K 〕均为正定的
,

则广义特征值方程

以
2〔M 〕 + 〔K 〕) { x } = { 0 }

的特征值久的平方全小于零
,

即

几2 ( 0 ,

此时 2n 个特征值为

久
: 二 f。

: ,
久

, + : = 一 i。
: ,

(
s = 1

, 2 ,

…
, n

)
.

显然
,
久

:

和丸
。 十 :

对应于同一个实特征矢量
,

即

{ x “ ,
} == { x `” + S , }

,

(
s = 1 ,

2
,

…
, ”

)
.

于是
,

谐影响系数 ( 4
.

7 )成为

一 ( s ) ( S ) ( ” + s ) ( ” + s ) -

,
二 1 x o x z x 吞 x z 、

姗
= 乙 吸 一 - 二厂芍

一
一二一

、

一 十

一
口 二

S 二 l 、 艺: 。 : 叹. 曰 一 乞。 :
) 一 水。 :

气2仍 + 里。 :
) I

( 占 ) ( S )
. X X

.

朴 介 `

占` 妇

—
二 1 2 ,

田 一 QJ
~

S

此式与文〔5〕的公式 ( 5
.

15 )相同
。

五
、

系统矩阵为非对称的情形

我们把方程 ( 1
.

1) 中的矩阵〔M 〕
、

〔C〕
、

〔K 〕称为系统矩阵
.

今考察系 统 矩 阵为 非对

称
,

因而〔A〕
、

〔B 〕非对称的情形 〔哟
.

令 { g ` :’) }是对应于特征值人的右特征矢量
:

(久i〔A〕 + 〔B〕 ) { y “ ,
} = {o }

,

( f = l , 2 , … , Z n
)

.

( 5
.

1 )

又令 {
u “ ’ } 为对应于为的左特征矢量

:

笼: ` i ,
}
了

(又i〔A 〕 + 〔刀〕 ) = ( o }
/ ,

( f = i ,
2

, … , Z n
)

.

( 5
.

2 )

对 ( 5
.

2) 求转置有

(久i〔A〕 , + 〔B〕 , { u ` i , } = {o }
,

( i = i ,
2

, … , 2。 )
.

( 5
.

3 )

〔 . 〕 对于确定的力学系统
,

〔M 〕
、

〔K 〕都是对称的或者可以化为对称的
.

矩 阵〔C 〕可 能非对称

(例如有阻尼的陀螺系统就是这种情形 )
.

这里姑且讨论〔M 〕
、

〔K〕
、

〔C 〕全为非对称的情形
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根据第三段的理由
,

当〔M 〕和〔 K 〕非奇异
,

并假设所有特征根相异时
,

存在 2n 个线 性独

立的 笼 , “ ’
}和 2n 个线性独立的 笼

u ` i ’ }
,

它们构成 2n 维矢量空间两组不同的基底
.

由 ( 5
.

1 )和 ( 5
.

2 )可得

{ u ` i , }
尹

(久
,〔A 〕 + 〔B〕 ) { 百

` j ,
} = o ,

( 5
.

4 )

{
: ` i , } `

(久i〔A 〕 + 〔B〕) { 夕
` j ,

} = 0
,

( 5
.

5 )

两式相减得

(久j 一 久* ) { : “ , } / 〔 A〕 { 万 ` j , } = 0
.

( 5
.

6 )

由于假设 f笋 j时为子幻
,

则有

{ u ` i ,
}
尹〔A 〕 { 夕 ` j , } = 0

.

( 5
.

7 )

由此也有

{
u “ ,

}
了〔B〕 { , ( j ,

} 二 0
.

( 5
.

8 )

式 ( 5
.

7) 和 ( 5
.

8) 就是左
、

右特征矢量的双正交关系
.

当 i 二 j时
,

可令

{ 。 “ , } ` 〔姓〕 { g ` i , } = 2
.

( 5
.

9 )

从而

{ : “ ,
}

` 〔刀〕 { 刀 ` i , } = 一 久1
.

( 5
.

1 0 )

式 ( 5
.

9 )或 ( 5
.

1 0 )可作为对 { : “ ,
} 和 { 夕 “ ,

}的规范条件 (值得注 意 的是
,

条件 ( 5
.

9 )

或 ( 5
.

1 0) 只能确定左
、

右特征矢量常数倍数的乘积 )
.

类似于 ( 2
.

17 )
,

我们也可 以将 ( 5
.

9 )演化为
n 维空间的表示式

.

事实上
,

由于

、LJr

r、)

ix气
.

人X

{ 夕“ ,

u ( i
久i u ( i

” 〔` 》 )
这里的 福u “ ’ } 是 ( 5

.

3) 所确定的状态空间的振幅矢量
,

幅矢量
。

因此有

( 5
.

1 1 )

( 5
.

1 2 )

v ` i) } 则是它在
: 维空间的振

.rZ
I
广. ,J

户

、L
r

J
) (

刊叮
.

人V
`
甘

l
、 1.沪· “ ”

` 〔A 〕 ` ; “ ) } 二

{ 竺
、

“ ,

不
`

厂
“ M

、 l ’ J L M C

= 2 丸̀ { 。 ` i ,
}
产〔M 〕 { x ` i , } + { v ` i , } 产〔C〕 { 义 ` i ,

这就是所需求的式子
。

( 5
.

1 3 )

考虑干扰力 { Q ( O } 二 { Q
。

}产 t的情形
。

我们有方程 ( 3
.

1 )
,

现去确定展开式 ( 3
.

劝

的系数
。

以 { “ ` j) } / 左乘 ( 3
.

5 )两端得

艺 c i { u ` j ,
}
尹

(久〔A〕 + 〔B〕 ) { , “ , 蛋= {
: ` j ,

}
`

( 5
.

1 4 )
Q

。

利用双正交关系和规范条件得

、. .,尸.̀...oQ`J .刀.、
I

、.,.口
龟
尹

c ` (久一 几j )
=

·
i() } 了

{君
。

卜以
i)

v ` j , } ` { Q
。

}
,

( 5
。

1 5 )

从而求得
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C j =
毛v ( j )

}
尹
笼口

。
}

几一幻
( 5

.

16 )

代入 ( 3
.

4 )得

所以

2月

{ y } = 公

j
“ 1

2月

魂x } 二 公
j

. i

{ v ` j ,
}
尹

{ Q
。

卜
人一幻

{ , ` j ,
( 5

.

1 7 )

魂u ` j , } 产 { 口
。

} { x ` j ) }

几 , 幻
( 5

.

1 8 )

最后可得受迫振动的解为

{ 住 }
二

{
x } e注t = 兄

j
吕 1

{ v ` j ) } 产 { O
。 } { x ` j , 卜

久一幻

e久t ( 5
.

1 9 )

但如果将谧q } = {
x

}砂 t直接代入运动方程 ( 4
.

1 )
,

得到

(几
2〔叮 〕+ 几〔C〕 + 〔K〕) { x } == { Q

。
}

.

求得

{ x } = (久
2〔M 〕 + 久〔C〕 + 〔K 〕 )

一 `
{ Q

。
}

,

住意到 ( 5
。

1 8) 可写为

( 5
.

2 0 )

艺介

{ x } = 公

j
“ i

灌x `矛, } 凌v `了, } 夕

几一幻
{ Q

。

}
。

( 5
.

2 1 )

比较 ( 5
.

2 0 )和 ( 5
.

2 1 )
,

由于 { 口
。

}的任意性可得

f * (*门
三 ( , 2〔、 〕 + ; 〔e 〕十 〔: 〕注

一 , =

艺业黑丛华上
` J 、 为

,

了
· 1 再 一 九j

( 5
。

2 2 )

F a n z y 和 B i s li o p在1 9 76年得到的〔R (久) 〕为 ` . 〕 :

、ó.
J、,.

卜
产

l)幻
。.。

川”u价
廿J.,砚口̀

廿J几

/

!l|
月l|

lwe
J
、̀

月的̀城抢.̀

、 leeeewesell|l--l曰川

ù月孟

,上一.
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、
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J
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、
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月

、 lot

|J
八

`
夕. 1,卜,,、.

J

)I幻…幼
r、夕.、了、

U刀U
嘴̀̀̀、 .rj l

/了|||||、\

〔{ x “ , }

几一 久-

x ( 2 )

几一 棍

1

几一久:

{ x ` 2 ” )
}

几一 棍
,

{ x ` j , } 魂打
` j )
卜
产

久一 肠

幼习=lj一一

这结果就是 ( 5
.

22 )所表达的
。



念心 中 山 大 学 学 报 1 9 8 2 年

今 考 文 献

〔 1 〕 F o s s K
.

A
.

,
C o o r d i n a t e s w h i e il U n e o u P l e t h e E q u a t i o n o f M o t i o n o f D a m P e d

L i n e a r D y n a m i e S y s t e m s ,

J
.

才 P P I
.

M
e e h

.
, 2 5 ( 19 5 8 )

.

〔 2 〕 W o o d e o e k D
.

L
.

, O n t h e In t e r p r a t a t i o n o f t h e V e e t o r P l o t s o f F o r e e d V i b
-

r a t i o n o f a L i n e a r S y s t e m w i t h V i s e o 认 5 D a m p i n g
,

刁 e r o
.

Q
u a r t

, 14 ( 19 6 3 )
,

4 5
.

〔 3 〕 F a n z y 1
.

a n d B i s h o P R
.

E
.

D
.

, O n t五e D y n a m i e s o f L i n e a r N o n e o n s e r v a t i o n

S y s t e m s ,
P r o e

.

R o 夕
.

S o e
.

, A 3 52 ( 1 9 7 6 )
,

2 5
.

〔 4 〕 胡海昌
,

多自由度线性阻尼系统的振动问题
,

固体力学学报
, 1 ( 1 98 0)

.

〔 5 〕 巴巴科夫
,

振动理论
,

上册
,

薛中擎译
,

人民教育出版社
,

( 1 9 6 2 )
.

U n it e d o f F o r e e d V i b r a it o n o f iL 加a r

D am 钾 d S y s t
em

S

} T a n Z人o n夕t a n g

A b s t r a c t

T h e v i b r a t i o n o f l i n e a r d a m P e d s y s t e m s

F u g u a n g

m u l t i P l e d e g r e e o f f r e e d o m 15

/

少 ,。 ,
s s e d 、。

一

认`
袱

p、 p` r `

“
二 n o e d

一

血
。 t , ,碑。 ` s

咖
“ o。 ` s p二 ,

f o r w a r d

t h e t h r e e e x i s t i

n a l i t g s o l u t i o n ,

n g in e t五o d s o f t五e s t a t e s P a e e s o l u t i o n ,
t il e g e n e r a l i众 d

a n d t h e r e s o l v e n t s o l u t夏o h
.

,A c e o r d i n g t o t h e u n

b a s e d o n

o r t五0 9 0
-

d 泣 e t五o d
,

s o m e 过 a i n e o n e l u s i o n s t h a t 五a v e b e e n r e e e i v e d b y t h e a f o r e m e n t i o n e d m e t五o d a r e

o b t a 主n e d
.


