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摘 要

本文讨论多自由度线性阻尼系统
,

应用状态空间法使系统非祸合
,

得到系统的
一

般响户

和激励为弱平稳随机过程时响应的互谱密度矩阵
.

对于多自由度线性阻尼系统的随机振动分析
,

在比例阻尼情形已经很清楚了
,

而一般

阻尼情形还缺乏深入的研究
.

本文就一 般阻尼情形作较为详细的讨论
.

应用状态空间法

把系统的运 动微分方程变换成非祸合方程
,

从而求得系统的响应
,

对于激励为弱平稳随

机过程时
,

还导出了响应为弱平稳的条件和响应的互谱密度矩阵的简单表示式
.

木文的结果表明
,

不论是比例阻尼还是一般阻尼都可以 化为非 祸合情形
,

只是所选

用的模态不同而已
,

解决问题的方法步骤是 类似的
。

一
、

响 应 的 一 般 表 示 式

i泛具有
n
个自由度线性阻尼系统的运动微分方程式为

〔M 〕笼戈 ( t ) } + 〔c 〕{大 ( t )卜 〔K 〕蓬x (一)卜 { F ( ` ) }
,

式
!
}
l笼X ( t ) }表示

n
维的广义坐标列阵

,

矩阵〔M 〕
,

〔C〕
.

〔K 〕为
, : 火

}〔M 〕 }铸。 ,

笼(F t ) }为
n维广义随机列阵

。

我们先求系统的响应
.

由条件 ( 2) 可知
,

逆矩阵 〔M〕
一 ’
存在

.

( 1 )两边得

〔E 〕福戈 ( t ) } + 〔C , 〕{戈 ( t ) } + 〔 K : 〕{ X ( t )卜 {G ( t ) }

式 中

〔C : 〕二 〔叮〕
一 ’ 〔C〕

,

〔K
:

〕二 〔M〕
一 ’ 〔K 〕

,

{ G ( z ) } =

设方程 ( 3 )的特征方程

}几
. 〔E 〕 + 久〔C : 〕 + 〔K

: 〕 }
二 0

的 2称个特征根为 幻 ( j 二 1
,

2
.

… , 2 ,
)

( l )

,:
实

`

常数矩阵
。

( 2 )

现 以 〔M 〕一 `
左 乘 方程

、 .,、 .了少、 .尹
nJJ性只」

r了.、了.、厂才.、

〔M〕
一 ’ { F ( r )
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弓 {入状态变量
,

令 2”维矢量
` 充 ,

卜
! ,

叮’ 于飞戈亏拼
” ,:
乓

一

则 { , 卜 {娄}
乒班

(弓 )

械

、 .声、 .厂、 ,户`

咋JopQ公
J口.、了.、了.、

方程 ( 3 )可写为

〔A〕灌r 卜 〔刀〕谧Y } = {尸( t ) }

式
!
卜(一 〔 ,卜 〔共百

:

〕
,

〔”卜 〔飞
刀

姿
:

〕
`p “ ,` 二

{成
, ,
}

方程 ( 7 )对应的特征方程为

!拌〔 A〕+ 〔 B〕卜 0 ( 10 )

由文〔 3〕可证明
,

脚 = 幻
,

( j = 1 ,
2

, … ,
2。 )

.

令笼。
` j ’ }是对应于特征根幻的右特征矢量

:

(孟j〔A〕 + 〔B〕) {口
` I ) } 二 { 0 }

,

( j = 1
,
2

,

…
, 2 , ,

) ( 1 1 )

又令 {: ` j ’ }为对应于幻的左特征矢量 ` . 们 .

{
:“ j ,

}
T
(久s〔A〕 + 〔B〕 ) = { o }

T ,

( j = 1
,
2

, … ,
Z n

) ( 1 2 )

显然
,

当〔A 〕和〔B〕均为对称矩阵时 、 { , ` j’ } = {。 ` j ’ }但这里我们并没有要求矩阵是

对称的
。

假定所有幻都是相异的
,

则加个笼
。 ` j ’ }和 2 ,

个 {。 ` j ’ }构成 2: 维矢量空间的两组不同

基底
。

再令 〔。 〕 = 以 ,“ ` ’
}

,

{
,“ 2 , }

, … ,

{ , , 2 . }〕
,

〔 v 〕 * 〔币。 川 }
,

{ ,“ 幻 }
, … ,

{ : , , .

}〕
.

( 1 3 )

则不难验证 〔3〕 ,

可选取〔们和 〔们使得

〔 , 〕
,

〔 A〕〔V〕 = 〔E〕
,

〔?` T

〕〔B〕〔V 〕 二 〔、 一 久j 、 〕 ( 14 )

这里〔、 一 幻 、 〕表示对角矩阵
:

〔、 一 , , 、 〕 二

!
一 久l

一 久
2

0 ( 1 5 )

一 久: ” 」
、 ,声、..2、 .1八bū̀06!

月且, .ó
了.、、

扮

`
、
了.、

作变换

{ Y } = 〔V 〕{ Z }

并以〔。〕
r

左乘方程 ( 7 )得

〔 u〕T〔A 〕〔V 〕{名} + 〔。 T〕〔丑〕〔v 〕{ z } 二 〔 ,`〕’
{尸 ( t ) }

记 {口(了) } == 〔。〕 T
{ P ( t ) }

并按式 ( 1 4 )可把方程 ( 1 7 )写成

叨〕 {必卜 〔- 一 又̀ f 、 〕 { Z }
二

{口( t ) } ( 1 9 )

〔. 〕

峪* . )

方括号〔 〕内的 E
,

C J , K i表示矩阵〔 E 〕
、

〔C l勺
、

〔 K ,〕
.

本文用
`
T

’

表示矩阵的转置
.
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、

,
矛、 ,尸r

ónù. .几O自9曰
了.、

r
、

即

么一( t ) 一 久jZ了( t ) 二 Q j ( t )
,

( j 二 z ,
2

, … ,
2 ,:

)

这
.

是非祸合方程组
。

方程 (20 )的解可写成

Z ,“ , = Z , 。̀ )
·` ,` +

}:
· 久,“ 一 ” ’。 , (

7, ) 、 。

令 乙= z一 ,z

则式 ( 21) 可写成

Z j ( t )
= Z j ( o )

e 孟j l +
。 几j`口s ( t 一 ; ) 、 ; ,

( j
= 1 , 2 , … , 2 ,̀

) (咒 )

以变换 ( 6 )和 ( 1 6 )代入上式后
,

就得到一般阻尼系统 ( 1) 的响应飞X ( t ) }的一般
一

表示式
.

二
、

激励为弱平稳随机过程时的响应

现在设方程 l( l) 扫魂F (t ) }为弱平稳随机矢量
, `

已的互谱密度矩阵记 为〔凡
,
(口 ) 〕

·

此外设特征方程

】护〔拟 〕+ 几〔C 〕 + 〔K 〕 }
= o ( 2 3 )

的 2 ,
个特征根均有负实部

,

即

R 。
(几i ) ( 0

,

( j 二 1
,
2

,

…
,
Z n

) ( 2 4 )

由于〔M〕
一 `
存在

,

方程 ( 2 3 )和 ( 5 )是等价的
.

不难验证
,

当〔M〕
、

〔C〕和〔K 〕均为正 定 矩

阵时
,

条件 (24 )是满足的
。

在这个条件下
,

初始值的影响随着时间增长而减少
.

因此
,

我们仅考虑零初值响应
,

即

Z ` ( , ) =

l:
· ` ,`。 , (卜 “ ,̀ “

,

` , = ` ,
2

,

… “ · , ( 2 5 )

设 Z了与 Z。 ( j
,

k = l
,
2

, … ,
2 ,:

)的互相关函数为
·

r 资 r 矛+ r ,
. , , . , `

E 〔 z , (` ) z芯(
` + `

)〕 =

! ; }石
` “ , “ “ “ 几“ “ E〔Q` ( `一 “ ` )。夏( ’ ` , 一 “ “ )〕“ “ , d`“

一

困
“ “ 。`。* (。 )

。 `二 〔 1一 I (。
,

r
,
: )〕d。 ( 2 6 )

…
。 、

气一 几萝一 字口 ) 气一 几
.

+ : )Q )
倪

式中S
, , 。 .

(。 )表示O j ( O与O以O的互谱密度
.

U J 丫碑

, (。
, , , · ) = 。 ( ` ,

· `。 ) , + 。 “ 育
一`。 ’ “ “ ’ 一 。 ( , i

· `。 ) `一 `丈
一`。 , 【 ,

一

由条件 ( 24 )可知
,

当玄. 00 时
,

(I 。 , ` ,

动` 0
.

因此

,

织
E〔Z` ( , ) z t (

` + `
)〕 = “ : , Z ; (` )

’

t . _ 、

1 `。 r
`

一

李
. ` · ,。* L。 ’ ( 一 * , 一 ,。

夕
( 一 *
丈

· 、 )
“ “ “

上式表明
,

当系统满足条件 ( 24 )且激励为弱平稳随机过程时
,

响应也是弱平稳随机过程
。

( 2 7 )

经过很长时间以后
,
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由式 ( 27 )可知 jZ 与Z k的互谱密度为

。 ,
_

_

、 1 。 ,
_ _

、 1 , , L , 。 。
_ _ 、

。 2 52 ; 叹QJ ) = 石二斤兀刃
0 0 50 * 、 切 , 丁

, -
不万爪

, 、 J
, “ 二 土 , ` , ” ” ` ’ ` ’ ( 2 5 )

几 一 几 一宁 落《口 夕
介

上式可用矩阵表示为

〔
5 2艺 `· ,

〕
=

!汉
一、 {[

` 。。 `· ’
1!议

+
一

兹、
一 :」

` 2 9 ,

式中【
s : : (。 )

〕
,

〔
“ 。。 (一

〕分
另“为`Z “ , ,

,

`Q“ , ,的互 , 密度矩阵
,

另 两 个 为 ,` 角

矩阵
。

通过浏
2。 )可以直。 出响应、二 ( ; ) }的互谱密度矩阵〔召

: :
(。 )〕的简单表示式

.

由式 ( 18 )可得

〔
s 。。 (。 )

J
= 〔·〕· 〔“二`。 ,〕〔· ’ 〕

,

( 3 0 )

再由式 ( 9 )和 ( 4 )得

、.尸
夕` ,,口

,王月自恤U的」
才

砚
了.,、(

: , ,
(· )
卜〔:

: `

二
。 ,〕

〔
: 。。

(。 ) 〕
= 〔M〕一

〔
“ ; ; 百̀ , 〔 M〕

一 r

又由式 ( 1 6 )和 ( 6 )求得

、 .产、 .尹、、 .产、 .尸产、 .,沙

nJJ任rl协内匕月了八j几J工
.

Jconj,J
`

`
、 `
口了.、./.、
`

了̀、了.r、

V
尹r̀

〔
、 : `

(·

门
= 〔y 〕一

〔
、 r :

( · ) 〕
〔犷·

。
一

于

、 .
l

.

.J
、
、产、 .户

口

田口
了.、了.、、

XX

.XXSS。 / 、

l sr 浏司
。 。 口 )J :I

。 . , 、

一
L O x 上气. )

把式 ( 3 3 )
、

( 3 4 )和式 ( 3 0 )
、

( 3 1 )分别代入式 ( 2 9 )左边和右边得

阳
.

}
_ X

【S

\
x

( . ) S
。

( 。 )

; (“ ) s : 二
(口 )

现在往证

二 ( y )

〔孔̀
,

一 ,
(一

…
0 0

、

、
,
尸

_

. 、 、
1

一L材 一

J
J

一

。气回 ,
}

( 一 `
李

+

耐、

〔 V ,

【、一拱 二 l〔
。 〕 r 二

气一 人 I 一 艺田 ) \ J

一 ( k
, 一 彻 e :

) H犷(
。 )

一 、 H犷(
。 )

一 。̀ H户(
。 )

H户(
。 )

式中 〔
。户(

。 ) 〕
= `一 。 “

〔E 〕一 。̀ 〔一 〕 + 〔k
!

〕’
一 `

事实上
, 由式 ( 14 )和 (8) 可知

【飞
一 ; , 一 、。 ) 、 〕`

〔·〕
泞

〔。 一 。̀ A〕〔 y卜 〔·〕 一 E

一 i公石

一 i. E 、

k` 一 i。 ` ;

J 〔 V〕
.

( 3 8 )
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上式两边求逆矩阵得

〔一 (
一

端
:

一

,、 )一
从

F〕
一 ` 一 E 一 i o E

一 f口石 k一 i田 c l

〔: `〕
一 r

( 3 9 )

不难验证

一 E

一 i o E

一 i山 E 一

左
1一 1’必 c l

一 ( k
: 一 。̀ 。 ,

) H广(
。 )

一 。̀ H犷(
。 )

一 。̀ H犷(
。 )

H犷(
。 )

, ( 4 0 )

把式 ( 4 0 )代入式 ( 3 9 )
,

即得式 ( 3 6 )
。

现在由式 ( 3 6 )取共扼后再转置得

\ 1 一

广
。

俗 、 l
-

一
. ~

一二
-

-

一— 一 }广 17 . 、 r _
吸 “ J , , 甲

. ’ , 、 ` r J 一
I

L一 九 :
十 z田 )

J 、 、 /

! 一 H : (
。 ) ( “

: + ,。 c :
)
`

。̀ H: (
。 )

彻 H: (
。 )

H丁(
。 )

,

式 ! ! ! 〔H ,
(。 )〕 = ( 一 。 2〔 E〕 + i。 〔C ,〕

一

卜〔k : 〕 )
一 ’

把式 ( 3 6 )和式 ( 4 1 )代入式 ( 3 5 )求得

( 4 1 )

( 42 )

“ 资夭(。 ) 孔
·

(臼 )一
二 。 “

H犷(
· ) “ 二 (· ) “ : (

· )

“ ;

: (。 )
) “二 (。 ) { *。 ,呈

犷(
。 ) “ · 。

(功 ) “ 丁(
。 )

一 。̀ H广(
。 ) S。。 (。 ) H百(

。 )
.

H育(
。 )凡

·
(。 ) ” : (

山 )夕
( 4 3 )

因此
,

响应笼X ( , ) }的互谱密度矩阵为

〔 S
: :

(。 ) 〕
= 〔 H产(。 )〕〔 S

。 、

(。 ) 〕〔H
,

(。 )〕
厂

= 〔H广(
。 )〕〔M 〕

一 ’
〔 S

; ;
(。 ) 〔〔M 〕

一 ` 〔H :
(。 )〕

`
,

〔参阅式 ( 3 2 ) 〕
。

令 〔H ( 。 )〕二 〔H
,

(。 )〕〔似 〕
一 ’

= ( 一 。 2〔M 〕 + 1’。 〔c 〕 + 〔k〕 )
一 `

〔参阅式 ( 4 2 ) {TJ ( 4 )〕
.

贝lJ式 ( 4劝可写成

〔s : :
(。 ) 〕 一 〔H 徐

(。 )〕 〔S
, ;

( . )〕〔月 (口 )〕
,

’

此外
,

由式 ( 4 3 )可知

〔 S芜又( . ) 〕
= 。 ` 〔 S

x x

(。 ) 〕
, 〔 S

x

丈(。 ) 〕
= i田 〔 S x :

( 。 ) 〕

〔 s ; :
(田 ) 〕

= 一 i。 〔 s x :
( . ) 〕

14 )

15 )

( 4 6 )

( 4 7 )

从式 ( 2 5 )出发
,

还可导出响应 {X ( : ) }与激励笼F ( t ) }的互谱密度矩阵及响应的均值
,

〔 s 二 ;

( 。 ) 〕
二 〔 H .

(。 ) 〕 〔 S
; ;

( 。 ) 〕 ( 4 8 )

{石〔x ( t )〕 } = 〔H (
o
)〕{ E〔 F ( t )〕 } ( 4 9 )

最后要指出的是
,

式 ( 4 6 )一 ( 49 )是在条件 ( 2 4 )下导出的
,

没有给出这个条件
, 那是

不够完备的
.
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