
关于 复多 元 正 态 分布

膝成
.

业

( 计算机科学系 )

杨维权

( 数学力学系 )

9 1 引 言

多元统计分析
,

中统计量的分布问题早已受到重 视
。

但 A n

de sr
。
砂幻

、

G ir i闺
、

R
a 。 〔’ `〕和张尧庭 ( ’

,

幻 等的一些多元统计的书主要介绍实的统计量分布
,

关于复多元正

态分布问题是在 1 9 5 6年开始研究的
,

到 1 9 6 3年之后才引起重视
.

1 9 5 6年W 。 。
d i n g ( ’

`〕首先考虑复多元 正态变量的密度函数
,

设一个 p元复随机矢 量

Z = X + f y
,

它的均值为召 = 产, + 华
: 及协方差阵为复 H e r m it ia n

阵
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相应 2P 元实随机矢量 `砂 ! 是 ZP元正态变量

,

它具均值拼 = 【导】和协方差阵-
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I X 、

其中Q
;

是对称阵
,

Q
:

是反对称阵
,

在兄满秩时可导 出2P 元实正态变量 {事】的 概 率密
~

”
’

丫 `

沁
` ’ J

’

l’J
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叶
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’ 丫 乙

心人
` ’ J `

,” ” 冲 ”
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人
一

比
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。 人 甩 、Y ,
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’

而

度函数
.

即相应 P元复正态变量 Z = X + iY 的概率密度函数具如下形式
:

( 2万 )
一 p }口 f

一 , e x p <一 专 ( Z 一 拌 )
. 口

一 ,
( Z 一 拼 ) }

.

( 1
.

3 )

相隔七年之久
,

G 。 。 d m a n 〔7〕在 1 9 6 3 年导出了中心复 W i s
h

a r t 分 布的概率密度函

数
,

其形式如下
:

2
一 刀用 { r p (二 ) }

一 ,

! Q I
`

叫 A !川
一 p e x p { 一 告 , ,口

一 , A }
,

( 1
.

4 )

其中 r 试 。 ) = (二 )十 , ` p 一 ” r ( m )… r ( , 一 p + 1)
.

接着有许多统计学家研究了 非 中 心复

W is h ar t分布
、

复多元 eB at 及 F等分布
,

此外还导出某些随机矩阵的特征根的分布
.

至

1 9 7 6年K r is h
n a ia h 〔`。〕评论了二十年来复多元分布方面的工作

,

指出这些复多元分布的

大部分问题可以类似于实的情况加以解决 , 只有某些问题如求一些随机矩阵特征根函数

的分布所用的技巧与实的情况不同 〔` ,〕 .

一般文献上讨论的复多元正态变量都是指非奇

异情况具有概率密度函数 ( 1
.

3) 的变量
,

而实多元正态变量 (包括奇异情况 )一般有三个

仁文得到哑南大学梁文拱和邓烽材两位副教授的指导
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等价定义
,

此外在奇异情况还可给出它在低维空间的概率密度函数
。

本文对复多元 正态

变量也相应给出这些定义及在奇异情况也给出它的概率密度函数
.

这样
,

往后讨论复正

态变量性质及有关分布时更为方便
.

此外我们还利用有关结果对复式统计量的分 布 及

极大似然谱估计精确分布的导出作了简化
。

县2 复多元正态变量的定义及性质

在 G i r i 〔
“〕 中给出复多元正态变量的定义如下

:

〔定义 们 一个P 一 元复随机矢量 Z = ( Z ; , … ,

z刃
尹 ,

其中z 矛= X j + Y j
,

j 二 1 ,
2

, … ,

p
,

当

它的实部和虚部组成 ZP
一

元实正态变量时
,

则称 Z是 P一元复正态随机矢量
.

设 Z是 P元复正态随机矢量
,

其均值为

产二 E ( Z )

及协方差阵为

P 二 E 〔( Z 一 拜) ( Z 一 拼)
. 〕 == ZQ

,

一般文献上讨论的复多元正态变量满足下述约束条件
:

E〔 ( Z 一 娜) ( Z 一 拜)
尹〕二 0

,

( 2
.

1 )

这条件 ( 2
.

1) 与W
o o

d i n g 〔’ ` 〕所提出的约束条件 ( 1
.

2 )是等价的
.

其证明如下
:

由于

E〔 ( Z 一产 ) ( Z 一 拼)
尹〕 = E 〔( X + i y 一 拌: 一 i“ :

) ( X + i y 一 拌: 一 泣拌2
)
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)
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)
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)
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)
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)
尹〕 }

=
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,
Y ) + C o 。 ( Y

,
X )〕

,
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.

2
.

1 )

若条件 ( 2
.

1) 成立
,

则

D ( X ) 一 D ( Y ) 二 0
,

及 OC
刀 ( X

,

Y ) +
OC

刀 ( Y
,
X ) = 0

,

即 D ( X )
二 D ( Y ) 二口

及 OC
口 ( Y

,
X ) = 一 oC

v
( X

,
Y )

= 口
: ,

( 2
.

1
。

2 )

且因为 D ( X ) = 〔D ( X )〕

及 C o 刀 ( Y
,
X ) = 〔C

o 。 ( X
,

y )〕
尹 ,

二 _ , X 、
所以口

`
是对称

, 。 2
是反对称

,

这样“ ,一元实正态变量 场
’

) 的协方差阵为

口
, 一 Q

Z

口: 口
,

即条件 ( 1
.

2) 成立
.

特别是 Z一元时按条件 ( 2
。

l) 推知

C。 : ,

( Y
,

X

C o v
( X

,
Y

二 一 C 。 。
( X

,

Y )
二 〔C 。 : ,

( X
,

y )〕尹

= 一 口
: 二 0 ,
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由万
,
.Y祥食正杏

, ,;, 则
.

天 , Y相互独立
,

一元复正态变量的实部与虚部相互独立是复正态变

里电尹曦本属性
` 丫

’

:
`

冲一
’

- - - - , ` -

反各
_

若条件臼沼 )成立 、 立即知道 ( 2
.

1
.

2 )成立
,

代入 ( 2
.

1
.

1 )式就证实

E〔( Z 一 那 ) ( Z 一 召)
声〕二 0

本文所说复多元正态变量是指满足条件 ( 2
.

1) 的变量
。

在Q满秩时它 具有密 度函数

(l
.

3 )
,

其形式与实的情况完全今梓
,

所以仿照实多先正态变量情况
,

使用记号 z = x +

iY 、 CN 武产
,

Q )表示具有均值为召及协方差阵为尸 = 2 0的 p
一

元复正态随机变 量
。

现在我们来详细讨论复多元正态变量的定义及性质
.

〔定理幻 设一个 P元复
_

,卜态变量 Z、 C N试井,

Q )
,

那么对任意P元复矢量 L有下述三个

结论成立

( i ) L . Z的实部R
。

( L . Z ) ~ N
;
( R

。

( L知 )
,
L . QL )

;

( 11) L . Z的虚部 J。 ( L . Z )~ N
,

( I , ( L . 拌)
,
L . Q L ) ,

( 111) R
。

( L幸 Z )与 I二 ( L介 Z )相互独立
。

即 L . z 是一元复正态变量
.

反之
,

若 L , z 的实部 R
。

( L ` Z )、 N
:

( R
。

( L勺 )
,

L` 口L )
,

则 z 是

p一元复正态变量 〔’ `〕
.

一 证明 设 Z~ C N 夕伽
,

Q )
,

其中 E ( Z ) = 拌 , + 承
2 ,

D ( Z ) = P二 2 ( Q
, + i口

:

) == ZQ
,

即有 )
一凡
心力

,

(段
一

扣 )
.

X一Y了̀、、

对任意 P元复矢量 L 二 L
I 十 l’L 2 ,

有

L , 二 “ :
一 i ; :

L , z = “ : z 十 L ; Y + ` ( 一 ` ; X 十 L: Y )
.

这样
,

此外
,

R 。

( L . Z ) =
( 2

.

1
.

3 )

I , ( L介 Z )
=

(公)
`

(
一

杏
一

)

(聋)
`

(
一

妻
一

)
,

( 2
.

1
.

4 )

因为口
,

是实对称阵
,

Q Z是反对称阵
,

所以对任意 P元实矢量 L
: ,

L
:

白

L

:
。

l“ 1 二 L
: 。

I
L

2

( 2
.

1
.

5 )

L : Q
Z
L

, = 一 L : 。
: L , = ”

( 2
。

1
。

6 )

由此推出 L . Q L 二 幼
`

嗽

计
?

)
’

(客:

一

玫)( 之
一 Q。

Q
`

、 ( : 乡八
迈 、 L ` ,

· ( 2
.

1
.

7 )
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这样按R a o 〔1 1〕 s
、

a
、

2 ( i )有

( i ) R。
( L

. Z )、 N :
( R e ( L 命产)

,
乙.

QL )

及 ( 11 ) I , ( L . Z )~ N ;
( I , ( L . 产)

,

L . QL )
.

又因为

C o 。 ( R e
( L . Z )

,
I 。 ( L . Z ) )

= 一

对QI L , 一

对仇 L : 一

对仇 L
: 十

对 lQ 工
:

按 ( 2
.

1
。

5 )及 ( 2
.

1
。

6 )可知

C o ” ( R e ( L . Z )
,

I fn ( L绍 ) )
二 o

即 ( 111 ) R e ( L . Z )与 I 。 ( L . Z )相互独立
。

反之
,

若 z对任意p 元复矢量 L 二 L : + 若几有

R e
( L . Z )` N

:
( R e

( L . 拜)
,

L .
Q L )

其中朴
= 升: + 公邵:

是 P元复矢量
,

Q 二 Q , + 艺Q。
是非负 H e r nr i t i a n

阵
.

即 Q
:

是对称 的 及 O : 是

反对称的
。

按 ( 2
.

1
.

5) 及 ( 2
.

1
.

7 )我们有

* 。
(:

一 : ) 二 r
.

今
. ,

丫(
.

拳
. 卜

、~ 、 :
( * 。

( : 一 ; )
,

:
,
口; )

、 ` 2 ,
`

、 二 人

一
从 --(( 妇

`

*(
一

众
一

)
,

(
一

之
一

)’:( :
一

玫.)( 会
一

) )

其中Z 二 X + iY
,

X
、

Y是 P元实随机矢量
,

那么按实多元正态的定义知道

;-(
一

)
一 N Z·

((
一

加
,

嗽
一

玫))
其中口 = Q : + i Q: ,

Q :
是非负对称阵

,

Q :
是反对称 I牢

,

即 Z = X + iy “ CN p 伽
,

口)
。

由上述定理
.

可知尸 一元复正态变量可用上述条件 ( i )
,

( ii )
,

( iii )或 ( i) 或 ( 11) 来定义
.

〔定义 2〕 设 Z是 P 一 元复随机矢量
,

若对任意固定的 P元复矢量 L
,

有 L . Z 是一 元复

正态变量或 R。
( L .

)Z 是一元实正态变量
,

则称 Z是 P 元复正态变量
.

即 Z 、 C N武拼
,

Q )
.

利用定义〔幻容易证实下述性质
:

〔定理 2〕 设 Z 、 C N袱拌
,

口)则 q 一 元复随机矢最

W 二 C Z、 C N g ( C QC .
)

其中C是任意固定的 ( q x
)P 阶的复矩阵

.

证明 对任意 q元复矢量 L有

L .
W == L . ( C Z )

=
( C . L ) . 2

按定理〔13
,

2、 CN 刀伽
,

Q )及C . L是 p 一 元复矢 景
,

所 以 R e
( L丧W )

= 友e
( ( C介 L )

喃艺) 、

N `
(头以C . L )

. 砰〕 ,
( C . L ) . QC

. L )

即 R e ( L . W )、 N
`

( R e 〔L . ( C拌)〕
,
L .

( C OC .
) L )
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抉定义〔幻知

律~ CN 。 ( C产
,

C QC今 )
.

〔定理 3〕 设 Z~ C N )I (拼
,

Q )
,

则 Z的特征函数为

。 r `: 。 〔: 来:

门 `
.

。 ,

。 ` 、

1 , 二 。 , 争
E l

。 ’

一
’ 一

“ 卜
e x p 弓iR 。 ( T .

川 一 二T . 口T 卜 ( 2
.

2)
一 L

一

J
一

` 一 r {
’

一
、 一 尸 ·

2 - 丫 一
,

其中 T是 P元复矢量 ( 证明同实的情况相仿
,

从略 )
。

这样
,

我们又可给出下述定义
。

〔定义 3〕 设 Z是 P 一 元复随机矢量
,

若它的特征函数为

:

〔
· `“ “ ` 了 ’ ` ’

〕
=

二 p

{
`R· `T · ; , 一合

T·。 T

}
,

则称 Z是 P 一 元复正态变量
,

即 Z~ C N武产
,

Q )
。

〔定理 4〕 设 Z = 升 + B G 及B B . = Q ( 2
。

3 )

其中产是 P 一元复矢量
,

B是 ( P欠 m )阶复矩阵
,

且 1a 砖 ( B )
= m及 G是 m 元标准复正态变量

,

即 G、 C N 。 ( O
,

I )
,

则 Z、 C N p (“
,

Q )
。

反之
,

若Z、 C N )I 伽
,

口)及
, a n k ( Q ) = 二 ( ( p )

,

则

存在 ( P x m )阶矩阵B及 G、 C N 。 ( 0
,

I )
,

使

Z = 拼 + B G 及 B B . = 口
-

证明 对任意 P元复矢量 T及m元复矢量 T : ,

考虑到` 、 C N袱 O
,

)I 的特征函数为

所以

:

〔二
p

{
** ·

(:
1·。 ) }〕

= 二 p

{
一

着
T ! · T

小
:

〔
。 · p

{
,* · (: · z ) }〕

二 E

【二
p

{
`R巴

(
T· ;̀ ` ” G )

) }〕
二
二 p

{
** ·

( T· ; ) }
:

〔二
p

{
`R·

( T· B G )
}〕

二 二。

} ,
·

( T· ; ) }
:

〔二
p

{
iR

·

(
( B· T )

· G

) }〕
二 · x p

{
` R· ( T· ; )一合( B· T )

,
( B· T )

}
二 e X p

{
` , ·

( T· , ) 一

合
T· B B , T

}
二 二 p

{
`“ ·

( T· ; ) 一 会
T· 。 T

}
由此可知 Z~ CN八拜 ,

O )
.

反之
,

若 Z~ e N , (群
,

口)
, , a n庵(口 )

= m (簇 p )
.

因为口是非负H e r m 室t i a n

阵
,

所 以按

考
,

划
“ “ `

一

“
,

, 2
,

…
,

椒
,

是 口 的非负特征根
.

相应

ù
i普分解定理有 口

附

兄 又

特征矢量是
。 (` , ,

i 二 1 , 2 , … , 次
.

显然
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一

市

有 。

誉
; )。 。 , , 二 “ ; ,

,

( `
,

s一 1
, 2 , … , , )

.

现令

月二 ( : 1 。 : , , ,

二 , : , ; 。 ) ) ,

B 二 A A
一二

d =

ida
。 、、 `

, , , .

、 , , ,
`

,

气 ida
。 、*

户一
、

加
一 A

一

令 A . ,

Q 二 A A A . = B B . 及 B
一

B = 1 0
.

么

及那

再作变换G = B
一

( Z 一升)
,

因为 ( Z 一 拼) 、 C N , ( 0
,

Q )

所以 口、 C N , ( o
.

B
一

O B一 )
.

H}I C 、 C N , ( 0
,

I川 )
.

它是 , 元的标准复正态变量
,

所以

Z = 邵 + B G

及 Q = B B .

其中 B是 ( P X m )阶复矩阵
,

且
, a n

k ( B ) = ,

这样
,

我们又可给出第三个等价定义如下
:

〔定义 4〕 设 Z是一个 P元复随机矢量
,

若它可表示成如下形式
:

Z 巴 群 + B召
,

B B . = Q ,

其中 B是 ( p 又 , )阶复矩阵
, 。 游 ( B )

= 川 , 召是户元复矢量及G 二 C
, + l’G : 是 , 元 复 随 机 矢

_ _

了G
.

、
_

凳
,

且
(

’
.

武
`

’

)
的 2 ? 个分 , 是相互独的实标准正态变影 即勃标准的 m元复正态变 叙

则 Z是 p元的复正态变量
,

且 Z~ C N武召
,

Q )
.

现在我们来讨论复多元正态的密度函数
.

为了叙述简单些
,

我们不仅对非奇异情况

洽出它的密度函数而且
.

对奇异情况也将同样导出它在低维空间的密度函数
。

〔定理 s 〕 设 Z 、 C N p (召刀 )
,

若 Q是 H e r m i t t a n 正定
,

则 Z的概率密度函数为

f ( Z ) =
( 2军 )

一
刀 IQ {

一 ’ e x p 德一玉
一

( Z 一 群)
. 0

一 ’
( Z 一 娜) }

或 厂( Z ) = 二 一 户 ! P !
一 ’ e x p 笼一 ( Z 一 拌)

. P
一 ` ( Z 一 l̀ ) } ( 2

.

4)

其中 P 二 2口
.

这就是W
。 。 d i n g 〔 “ ,汲 G。 。 d m a n

帅 给出的结果
.

下面给出奇异情 况 复 p 元 正 态

变量在低维空间的密度函数
,

它的导出过程完全平行于实的情况
,

这里论证从略了
.

〔定理 6〕 i支Z ~ C N p (拜
,

Q )
,

但是 Q是 H o r , n i t i a n
非负 I域三

, , , , ,左( Q )
= k ( < p )

,

则 Z在低维空间产 + M (口) 卜有概率密度函数

I 、 k

l
、 .

卫币 [
、 2兀 J

,

)
一 `

一 {
一

会
(: 一 )· 。

·

“ 一 ,王 ( 2
.

5 )
确

凡
呱汀内

产

!
、

其中 z是在超平 面 A款z 一 ; )
= 。上取值

,

A
。

是 ( p 、 p 一 、 )阶复矩阵
,

者使得 A岔口
二 。 及

A护月
。 ” 如

一 * , 口
一

是口的广义逆及幻
.

j 二 1
.

.2 一吞
.

是口的非零特征根
,
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当3 中心复iw
s h ar t分布及其应用

设 zj 、 c场 (n, )Q
,

j = ` , “ ,

一
” ,

心 p是相互独立的
,

矩 阵A ”

军z jz 梦是所谓复

W is ha rt 矩 阵
.

在产斗 o时它是非中心的
,

在产= o时它是中心的
.

中心复 W i hs
a r t 矩阵

的概率密度函数是由G 。 。 d m a n
帅导出

,

其结果如下
:

〔定理 z 〕 设 Z j、 C N p ( o
,

Q )
,

j = i , 2 ,
·

… 。 > p
,

是相互独立的
,

且Q是 H e r m i t e a n

正定
,

那么
,

沉
A = 公 Z j Z萝的概率密度函数为

f ( A ) = 2
一 p m { r p (水 ) }

一 `
IQ一叫 A Im 一 p e x p 毛一 士 t r

Q
一 `

A 卜 ( 3
。

1 )

其叮
1 r , ( m ) = 二专 p (乡一 i )

P

H r (二 一 j + l )
j
“ 1

最近 S h a m a n 〔`句讨论逆复W i s h a r
分布及它的主子阵的边沿分布

.

下面简单地介绍

有关结果
,

然后利用它们来简化G i r i 〔 6〕复 T Z。
统计量分布 及 C a p o n a n d G o o

d m a n (
`〕

极大似然谱估计精确分布的导出
。

〔定理幻 设 A是 ( P x )P 阶复W i s h a r t矩 阵
,

它具有密度函数 ( 3
。

1 )
, 则 B = A

一 ’
具有概

率密度函数

IR :
e x p { 一 十 t , B

一 , R 卜
Z p nt 厂p ( , ) , B }娜

十尹 ( 3
.

2 )

其中 R = 。 一 ’
及 r 。 (二 )

二 二专 ( p一 1 ) p 夕

H r (, 一 j + l )

这个定理的证明
,

只要利用定理 7的结果及复值 ( P x )P 阶 H e r m iit
a n 正定阵月

,

变

换 B 二 A
一 ’
的雅谷比 J ( B ; A ) = ! B I

一 2刀 (参见文献〔9〕或 〔1 2〕 )
,

即得 ( 3
.

2 )式
.

往后用记号A 、 C平武 ,
,

O )表示 A遵循复巾心 W i s

ha
r t 分布

,

在O非奇异时具有密

度函数 ( 3
.

1 )
.

用记号 B~ C W p
一 ’

( ,
,

R )表示 B遵循逆复 W i s h a r t分布
,

在尺非奇异时具有

密度函数 ( 3
.

2 )
.

S ha m an 〔 ’ “〕还给出 B主子阵的边沿分布
,

其结果如下
:

〔定理 9〕 设 B ~ C W p 一 ’
( ,

,

R )及

” ·

(之: 之),
, =

:::( 之 )

其中 B : : ,

R , :
是 q x q阶

,
B : : ,

R: :
是仕一 。) X 伽一里)阶及 B : : ,

R : :

是q x
幼甲全)除 那么

B : :
~ C平二

`
(m 一 乡+ 口

,

及: `)
,

-

特别在母二 一时
,

B : : = 杏: : ,
及:

; “
了 : :

有

“ : ,

一 C w 刃
’ ( , 一 , 干 ,

, , 、 ,

)
,



第恻UI 之
一

」复
_

公儿 :公乙乡全 : {、

是说

_

罗

即

普“ 具舟崛
2 `讨一。 + 1 )的洲分布

,

也就

令
、 、 :

( ; ( , 、 , 、 , ) )
,

其 .于J 。 “ 是 A
一 ` 二

(
a i J )的第 ( 1

,

j )元素

办
: : 。 R 二 Q

一 ` , q ` ’
即

: ` : 。

)
。

〔定理 10〕 设 Z j~ C N p ( O
,

口 )
.

刃
` ’
是口

一 ’ 忿
份

, 了)的第 ( ]
,

l )兀索 (这 举月
, ,全

一 ` . a “ 即

了二 1
.

2
,

… 州
,

相互独立
,

且

八 二 习 Z了

j
’ l

Z代=
(

a ` j ) p
二
户

1
一 ` 二

(
a ` i )

一 ` 二
(
口 ` J ) p

; 尸

则对任意复数 p 一 元常数矢量 L有

L . 口
一 `

L

L . A
一 t L

~ x Z

( 2 (爪
一 P + x ) )

.

证明

置变换

其 ,
1

:

自然有

取酉阵 H
,

使
`

已的第一

2 5 = 月 2 5、 C N p ( O
,

Q )
.

Q 二 H O H命 及 口
一 ’ 二 万口

乙冷

丁f 7 )
一于不 .

,

` {

一 I
H
辛 .

q 1 1
乙.

!!L }!
口

一 ` L

!IL ll

_ L .
Q

一 `石

L . L

产 、洲
斑

`

4 二 兄
~

月

产、 洲缺

Z IZ j 二 H
`

刁H 带 ~ C休 , ,

( r)I
.

口

争
一 H A 一 H一 c1t

·

二
`
(二

.

子

同样有
L .

A
一 I L

- 一万砚丁一
’

这样按定理 9有

叼盆王

口 I t

_ L . 口
一 ` L

一
砰五月工

一

~ x Z

( 2 (切
一 P + 1 ) )

〔定理 I t 〕 T二
一 分布

,

设 A~ C W , (
护“ ,

Q )及 d、 C N , (占
·

C
一 ’

O )
,

目
.

相互独立
,

那么
.

T :
= 。 d , “

一 `“ 、
丫`

恶豁舔
终中训卜奇异及招中石参数

` : 琴
一

二

哪少峨
一一 一

` ,

~ 恶
. ` J _

二
,、 ` _ . ,

/ d . O
r

叶d

征明 囚为 证
’

。 二 ` “ ’ 八 一 ` “ 二 “ a 一 ?
一

`

“
/ 李守军

`

按定理 10 在 d 的条件下绍书
,

之分布 是 沪 ( 2 ( fn 一 产十 了 , .)
`

臼不依赖干 .d 沙价 n扣
, , 》
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则
’ _

二
.

几
一

_ _ 4

几 认 少 ;
、 .

! 一
_ 一 : , 一

_ 二 ;
一

,
`

_
二

纂菩
一 ” ’

( 2`m 一 ’ + ` ”

且与 d独立
,

所以它也与d . o
一 `d独立

,
.

又按
.

G i r i〔6〕的定理 2
.

2
.

有
c d . Q

一 ’ d” x :
( ZP

, c : 2
)

,

其 中仃
含
是非中心参数

,

俨 = 占. 口
一 ’ 6

.

因此

式一瑞二 一乡+ 1 ) )

iG
r i〔6〕的定理 3

.

1只是
_

L述定理的一个特殊情况
.

现在
,

我们谈一下复多元分布理论在时序分析邻域上的应用
.

C
a p o n a n

d G oo d m a n

〔4〕讨论了经典的 B ar t le tt 谱估计及 C
a p o n

的最大似然谱估计的精确分布
.

前者 仿照 R a 。

〔1 1〕8乡
,

2( i) 的证明可知它的精确分布是护分布
,

而后者按定理 10 可直接推知它 的精 确

分布也是护分布
,

也就是说
,

k
一

元复正态变量

七= ( Z
, ,

…
,
Z 掩)

尹、 C N ` ( O
,

Q )

其中P == ZQ = ( iP
一

j ) `
,

j
, : , 2… 儿,

现设言
, , 二 1

,
2

,

…
, 二 ,

是总体考的独立子样
,

那么经典的

B a r t l e t t谱估计为

P
o

oc E . P E

及 C a p o n的极大似然谱估计为

E . P
一 l丑

凳
: “ ,

“忿一 C平 “ 一̀。 ’

OC
二

.P八P

其中

E = ( l
, e 一 `孟 , … , e 一 i久“ 一 ` ’

)
`

及再是波数
,

因为任意一个复W i s
h

a r t矩阵 A、 C W盖( , ,

O )
,

对任意 K元复矢量 L有

: . 才L 、 。

:
x ,

( 2二 )
,

其中 。

:
= L . o L

.

所以

犷. 尹 E
。 , _

砂亦一 ~
x 一

L艺m )
E .

又按定理 10 有

E .
Q
一 ` E

石. P
一 : 石

~ x Z
( 2 (二 一 k + 1) )

.

.

一 r , “
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