
桨 叶 的 藕 合 振 动

蔡承武 陈树辉
(数学力学系 )

一
、

前
~二曰

目

桨叶挥舞弯曲
、

弦向弯曲与扭转的祸合振动固有频率的计算
,

过去大多是从运

动微分方程 “ 〕出发
,

应用各种数学方法 〔“ 〕 t 3 〕 ,

求解微分方程特征值问题
。

这些解

法难以考虑各种复杂因素的影响
。

用有限单元法分析桨叶的藕合振动
,

可以较准确地反映浆叶的外形及质量与刚

度分布
,

还可以很方便地考虑各种因素对浆叶固有频串的影响
。

此外
,

用有限单元

法计算结构的固有频率归结为求解广义特征值问题
,

从建立方程到求解均适合用电

子计算机计算
。

本文以文〔 1〕的浆叶力学模型为基础
,

建立了空间预扭梁单元体
,
保 留了 工程

梁理论的平截面假设
,

并假定横截面的几何形状和质量分布对主中性轴对称
。

质量

轴
、

弹性轴及应力轴不要求重合
,
但要求平行

。

本文还假定轴向惯性力的合力可以忽略
,

从而可使扭转中心的轴向位移这个未

知量在势能表达式中消去
。

这样
,
空间预扭梁单元体每一节点只有 5个自由度

,

因

而也就不便考虑柯氏力的影响
,

假设柯氏力可以忽略
。

二
、

最 小 势 能 原 理

取动坐标系劣
、

犷
、 ,固定在浆毅上

,

以角速度 g (从上在下看逆时针方 向 为 正 )随

浆毅一起转动
。 二轴与变形前的弹性轴重合

,

沿浆叶向外为企 , :
轴通过浆叶根部剖

面的扭转中心
,

与旋转轴方向一致
,

向上为正 , 丸 ,
、 :
轴构成右手直角坐标 系

,
如

图 1所示
。

浆叶横截面上取局部坐标刃
、

乙
,

原点在弹性轴上
, 刀轴沿截面主中性轴

,

如图 2 所示
。

横截面扭转中心沿二
、

,
、 ,轴的位移分量记为。 、 。 、

,
,

截面对弹 性 轴的

扭转角记为功
。 。 、

。
、

功是劣的函数
,

它们是祸合振动的基本变量
。

1
、

纤维的纵向线应变

考虑刀 = 常数
,

右
=
常数的纤维 f

,

它 的相对伸长记为 。 。

纤维 f上任一点的坐标
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详性抽 弹 性抽

图
涪

1 图 2

、

J

卜 洲

图 8

记作劣、
犷

、 :,
其中夕

、 : 与局部坐标粉
、

省的关系为
:

岁= 刃哪口
一 。 公n夕

, , == 刃S初夕+ C仪褚夕
。

式中尹为预扭角
,

.

夕是劣的函数
。

变形后该点的坐标记为 劣 : 、
, :

、
” :

(见图 3 )
。

二 : = x + 。 一 。 , ( ,
: 一 。

) 一 。 ’
(
z : 一 , )

,

, : = , + 刀co s
(夕+ 币)

一 ` s` , (夕+ 叻)
,

“ : == ` + 叮S`n (夕+ 价) + `切`
(夕+ 叻)

。 }
纤维变形前弧元素长度记为 ds

,

变形后的长度记为山
: ,

则线应变可表为
:

d
s ,

/ d s

￡ == ` a s ` 一 a s ) l a ` = 一

刁穿/ 习了
一 工 o

( 1 )

( 2 )

( 3 )

, _ 、

_ 、
_

, .
_

,
. , .

d s d `
: ` 。一

、 卜

~
长` l入 ` “ , ` 双 叫推等出习万

. 、

刁亩
一

刚衣还熟

上的小量可得
:

并代入 ( s) 式
,

略去三阶及三 阶以

君 = 扮: + 云: - ( 4 )

其中
` , == “ , 一 , ( , 护。绍口+ ` , S初夕)七厂(

, , S初夕一 ` ,, c o s口) + ( , , + ` ,
)夕

`
功

’ ,

e : = 十( , 名 + ` 2

)价
夕名 + 于 (” 尹

名 + 叨尹:
) + 刃功(公

扩 S公”夕一 。 扩
co

s
夕) +

+ 乙沪( ,
扩

cos 夕
+ 。 , s初口)

。

( 5 )

( 6 )
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在上面推导中和文〔 i〕一样
,

假设 1 + ( ,
2+ , 1

”
’ 2
澎 1

。

取浆叶以g 角速度旋转的平衡状态为初始状态
,
浆叶横截面上具有初始正 应力

T
、 、

一
,

。 ~ ~
` .

」_ , ,

~ ~ 二 、

_ _ _ _
` , 、 . 。 , 、 . ,

_ r R _ _

口。 =
去

,

这里A为承受轴向力的横截面面积 , T为初始轴向力
,
T =

}
一

牙。娜二 , 。 为
A

’

~ ~ 一
/ 砂 “

’

~
’ 脚

’
叫 `

一
砂

讥 ~ 四四
`

犷
.
, 一 / J

因川俐
’川刀

’ 一 」x “
`

”
一

” ’
` ’ 一 / J

单位长浆叶的质量
,

R为浆尖的戈坐标
。

考虑到初始应力` 。 已与稳定平衡位置 的离

心力平衡
,

因此
,

当忽略高阶小量后
,
轴向平衡方程为

:

d 刀d省= O ( 7 )E

.

ù钊目A

式中E为弹性模量
。

将 ( 5 )式代入上式可得
:

。 ` = 气 (
。 ,

co
s
尽+ 。 ` : `n夕 ) 一对夕

`价
`

其中。 二

妙
, “ 。d : /̀

, `“
·

魏
( , : + 。 )“ , “ ` A/

。

A A

将 (s )式代入 ( 5 )式便得
:

e : = (气 一 刀) (
。 ,

哪夕+ 。 护

痴口)
+ 七(

” , s访夕一 叨
`
co

s
夕)

+

+ ( ,
, + 七

, 一
此) 夕`功

` 。

( 。 )

2
、

应 变 能

应变能可分为二部分
,

其一是初始应力几所引起的势能
,

其二是振动产生的附

加应力所引起的应变能
。

由于应变能的一次项只影响平衡位置而不影响结构的固有

频率
,
同时按线性振动理论可以忽略三阶及三阶以上的小量

,

本文的势能表达式中

只保留。
、
”

、

必的二次项
,

忽略 , 的二次项
。

初应力引起的势能线密度为
:

U
。 =

I至
。 。￡:

d” d“ == T 〔` “ 三̀
, ’ +

“ 一 ’ + tD `” +

通

+ e
神 (。

, s ,̀夕一 。 , co s
口)〕

.

应变能线密度为
:

( 1 0 )

叮 1 ·

几、
E￡: `

, “ : + 、 G J ,
, : =

`

、 EI
:

(
。 ,

OCS , + ? ·

* , )
: +

A

+ 去 IE
,
(
。 1, 5 `叨 一叨护 co s

口)
名 + 十BE

:
夕
` :
功

` , 一

一 E B
Z

(
” ,

OCS 口
+ ` , s 。̀夕)刀

’
价
夕 + 去口J 价

` ’ ,

其中G J为浆叶的抗扭刚度
。

( 1 1 )

I
: 一

盼、 。

A

I
: 二

日
`。 一 ” ,

’
d” d C,

A
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Bl =

且
` , : + “ 2

) ( ,
: + ` : 一 `“ ) d , d` , B : ==

11
。 ( ”

: + ` : 一 ` , ) d
o d`

·

A A

3
、

离 心 力 势 能

单位长浆叶具有的离心力势能为
:

u : = 一 、 ! l
o Zp (

犷

:一 ) d” “ `
·

( 1 2 )

式中 F为横截面质量分布的面积
,

p 为密度
, , 、

八

旋 转 轴 的 垂直距离
。 : 2 = 二 2 + ( , + e。

)
z -

( 2 ) 式
,

保留二阶小量可得
:

1 2

r l = 戈 1

分别表 示 微 面 积变形 前
、

后至

+ (夕
, + e 。

)
2

( e 。见图 1 )
,
利用

U : = 一 。 : . 二。 , (” “ `” , 一 。 ` co :
,卜 ` “ :

.

{
” , :

( k孰
:

cos
Z“ + `氮

1“ ” :
夕, +

+ 2, ` ” ` ( 。氮
: 一 。粼

:
)

s初夕cos 口
+ 。 , 1

( *氮
: 。 。̀ ,

夕+
硫

: co s ,
口) -

一劝
, 〔 ( 。氮

: 一 。氮
:
)cos

Z夕+ e e o

cos 吞〕
+ 。 , 一 2”功se ` n

口 ( 13 )

其中

{{
p d” d ` ’

F

·

}卜
“’ d” “ `” ’

刀

一伽
“ ” “
咖

嵘
: =

伽* d’/ 。
·

F

=.lm哪k

4
、

相对运动恨性势能

按公式 ( 2 )
,

略去二阶小量
,

可得任一点的相对加速度

戈 i = ` “ 公 ,夕一 幼 , , ,
岁i = ” 一 么甲 ,

lz = 叨 + 夕甲
。

其中 、 可从近似关系式 p 戈 : d叮d乙二 o ,

得到盯月F

“ == 砂 , `亡。`口+ 叨 , e s公n口
。

( 1 4 )

单位长浆叶的惯性力沿万
、 :
轴方向的分量尹y 、

夕
二

以及对二 、 忍、 `
轴的惯性力矩 q

二 、

妇
、

空
z

为
.
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, , = 一

地
p“ , d : =

一 ( `
.

一
“ 时 )

,

F

,
二 == 一

l至
p`

! d“ : = 一 。 (̀
+

一 ,` )
,

F

。 = 一

{围
p (`

二, 一 `
1·
)d , d : == 一 `。。

·
,“

一
“ 殉

F

。 == 一

I!
p 二

1·
d od“ = · “ “

: · 一̀ , + k“
! , : : “ , “ ,

, : r
一 哪招仍 中 ,

F

+ . (欲
: 一
嵘

:
)s 切枷

`
石

` ,

,一 ll
p`

l

“ ” “ “ =

一 ` ’ “
: 一 `轰

!
)。`n

;cos “ “
, -

刀
·

一。 在粼
:

,
,
口+ ;孟

: 。伽 ,
口户

`
.

式中

无沉 = k仍 i + 忍沉: ,
.

k川: = 无二: 一 e l ==

惯性势能的线密度为
:

U 。 = 一 〔甄功+ 夕尹 一 q州
, + 夕 y ” + qz ” 夕〕

。

几
p`” 一 `

,
’
d“ “ `

。

( 1 5 )

( 1 6 )

5
、

桨 叶 总 势 能

浆叶总势能为
,

n =

I:
。`U 。 + U : + U : + U。

, d`
,

( 1 7 )

其中R
。

为桨根截面的 x坐标
。

根据最小势能原理
,

在满足约束条件和连续条件的功
、

。
、 。
中

,

满足平衡条件的位移使势能取极小值
。

即真实的位移价
、

。 、 。满足变分方程
:

古fl == o
。

( 1 8 )

三
、

单 元 体 的 刚 度 分 析

1
、

位 移 模 式

图 4 中的 l
、

2两点分别代表单元体的左矿右节点
。

左端节点上
, 二 轴与 二 轴重 合

, : 轴与: 轴平行
。

单元体长度记作 a ,

每一节点的节点位移记作W i

取局部 坐标 气 : ,

原点位于
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图 4

、产、 ,产、 ,夕、 .了、J.0.八U司
.
1咋白3,上乃̀9曰勺̀乃̀

矛`、了.、了̀、了、了.、

W i 二 { 价
;

叨`叨 i , ” i” i , } , 宕== 1 ,
2

其中记号 亏… } 代表列阵
。

单元体节点位移记作W
,

W
。 = { 功

: 叨 : 叨 : 尹 。 : , : 夕
功

: 叨: 叨 : , 如 。 : ,
圣

取位移模式如下
:

W

、 !.
.J.

。 一 0 0 0 0 。 : 0 0 0 0

O N : N :

O 0

0 0 0

N ` N : 0

N : N 一 0 0

0 0 N o N -

尹.!
..̀

=

、口r、̀. .产

.

示甲叨口

其中
、

l
、

... /趁rZ一三
a

一一田
。 : = ]一誉

,

N : ·
卜盒补

+

晶矛

N 。 =

备;
: 一

杀又
。 ,

N Z = ; 一

普王
:

N

一含
妥

! ,

+

清孙

奋又
, .

2 、

单元刚度矩阵
、

质 , 矩阵和几何附度矩阵

① 单元体雕度矩阵 K
。

公式 ( 1 1) 可 以表为
:

U
、 二去 X : D、 X 、

其中
X : = {价

, 叨 , 刀 , 卜 == B :
W

:

0 0 0n
ù

口r含

功

B :

0 0 0

万二
。

。 二犷二梦

。 , 丁二丁
。 。

( 24 )

0 0 O N
N:
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、 ,声

\
|||到

沙G J + E B
:

夕
` 2

对

一 EB
:

吞
` : 公”夕 E l

: 。 0 5 2
口+ E l

: s落n Z
夕

一 E B
:

口
` eos 口 (甲

: 一

叮
:
)
5 i n夕切

S
口EI

: S `n ,
夕+

IE
:
co

s ,

/
|引到|产

D

因此单元体的应变能为
.

l;
U !

d ; =

};去X
; D : X :

d 劣 = 资W
e
K

。

W
。 ,

( 2 6 )

K一 l;
。`D ! B ! d又

·

( 2 7 )

②单元体几何刚度矩阵G
: 、

公式 ( 15) 可以表为
:

U Z = 去 X王D
:
X : ,

X : 二 { 价叨
, ” ” ,

} ==
·

B
:

W
。 ,

中
、

中其其

( 2 5 )

\ l!|
1
.

|IJ
|l|
weJ/

介
!

} 0

B: ,
}

}
0

\ 0

0 0 0 0 2 0 0 O 0

N二N二

.N川从川

0 0

N x N :

N : N ;

。 二二, 二
。 。

0 0 0 ( 2 9 )

0
一

0 0

( 3 0 )

、、、.!! |||J .t|j ll勺I/
z

、 J护OD
..`.

功8

(无二`
一。乏

. :
)
。
05 2口 对

+ e e。切 s
口

。 co6’ 夕
一 (硫 isn 节

+
味声妙)

’

称

e s畜n夕 0 一 1

一 e x s了n夕 一。系广无粼
:
) s畜n夕co s口 。 一

(无盖
:
co s节

+
无盔

,

/召l
l
lot
苦.

1
豆

l

饥
..

夕=1D

因此
,
单元体的离心力势能为

:

丁:
U

: d了 二

l;
` X`D :

X“ 歹 = ` W“G , *
w 一

其中

日王D王B
: J 二

.

( 3 1 )

( 3 2 )
1刀了恤l

`

一一e
.几G

公式 ( 1 0 )可表为
: !

。 。 = 令水、
。。

x
。 ,

X
。 = { 价叻“ 叨 , 功护 公 , ” ,

} = B
OW

。 ,

( 3 3 )
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0 0 0

nù六 Un 0八甘
ō

U

州 。

I,

N 一 0
( 54 )

NN

叭
,
叽000

B
。 =

N : N ;

N I N :

0 0 万 : 万 0 0 刃二刃二

.`1

. 1)Q口000

分 扩

0 0 0 N s N ;N
扩1

N0 0 0

\、、11lweeeee||||IJlweseJl
J

称0

屹 对

D o = T ( 3 5 )

0 0 0

因此
,

单元体初应力引起的势能为
:

、刀夕、 .了八O仲̀,曰心」了、了
.、

了:
口d0 ; =

l:。 “ 。
。
x od ; ·

*
“ “ 。

we

其中
e 。

一 丁:
。` D OB

O
d 牙

·

右
。 。

是初应力引起的附加刚度矩阵
。

令

G ” G
。 。

+ G
l 。 ,

心
。
称为单元体的几何刚度矩阵

。

⑧单元体质量矩阵M
J

公式 ( 16 )可表为
:

( 5 8 )

U 。 二 一 X石F

其中

X s “ { 功` 叨 , 。 v ,
} = B s

w
e

( 3 9 )
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}
”

B。 =

10

0 0 0

N 一 N :0

, f 二二 。

0 0 万 I N :

川 川

0 O

0 0

0 0

N o
N

-

斌 州

..山0

( 4 0》

。.N川
o凡川

n.0

F , 笼去 夕
, 一 qy 夕夕 q

,

} 二 一 D
。
X

。 ,

( 4 1 )

一

…
不 1

, . 苦月

e

cos 夕

0

一 e s `”夕

不氮沪
ǹ ,
夕

O

对

+ 无森、cos
l
吞

、 ;
:

:
+ * ;

: : `。 :

…( 4 2 )

硫
: 一
硫

:
a) 细夕c“ 夕

因此
,
单元体相对运动惯性势能为

:

其中

丁;
U 。`牙 =

1;
x ;。

.

“
。`二 二 w ; M

,

衬
. ,

M一 I:
s ; o

; 。 . d ;
.

( 4 3 )

( 4 4 )

四
、

频 率 方 程

将公式 ( 2 6 )
、

( 3 1 )
、

( 3 6 )
、

( 4 3 )诸式代入公式 ( 1 7 )可得桨叶离散化的势能表达

式
:

刀 == 去W r
( K + G )W + W T

MW
,

( 4 5 )

其 中 K
、

G
、

M分别称为总刚度矩阵
、

总几何刚度翅阵和总质量矩阵
,
它 们 分别由

单元体的 K
。 、

G
。 、

M
。

迭加而成
,

W为整体节点位移列阵
。

将 ( 4 5 ) 式代入变分方程

l( 8 )
,

可得自由振动方程
:

( K + G ) W
+ M W 二 O

。

( 4 6 )

设各节点作相位相同的简谐振动
,

即

W = W
o s ￡。。 t ,

( 4 7 )

其中。为园须率
,
W

。
为振型

。

将上式代入 ( 4 e) 式
,

约去石胭云
,
便得频率方程

.

( K + G )W
。 = 。 忿MW 。 .

( 4 5 )

此为广义特征值问题
,

其特征值为固有频率的平方
,
特征向里为振型

。
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五
、

直升机操纵系就刚度 C和挥舞调

节系数 H对总刚度矩阵的影响

设水平铰
、

轴向铰所在的截面分别记作 。、
1

,

从运动学关系“ ,可得
.

饮 } : !荞
:

旅之
,

} ( 4 0 )

其中。 。 夕
为水平铰处的挥舞角

, 中:
为轴向铰处的扭转角

,

而万
, ; 、

皿
, 。

分 别 为小拉

杆的作用力对轴向铰轴线和水平铰轴线的力矩
。

卫
。 : 、

M
, 。

对势能的贯献为
T

U ` = 十 X
.
D`

X
. ,

( 5 0 )

其中

X
` = { 功

: 牡、 , 圣
,

D
` = c

〔若葺
:

〕
·

( 5 1 )

( 5 2 )

矩阵 O
`

的元素可直接迭加到总刚度矩阵的对应位置中去
。

六
、

广义特征值问题的快速同步迭代法

一 考虑广义特征值问题

K q 二 孟M q ( 5 3 )

其中K
、

M为
,
阶实对称矩阵

,

且 M正定
。

现要计算绝对值最小的若干个特征值及相

应的特征向量
。

设 ( 5 3 )的 ,个实特征值按绝对值从小到大排列
,
依次记作孟

: ,
流:

,

一 几
。 , 相应的经

正规化的特征向里记作 q : ,
q:

,

… q
” 。

它们满足如下关系
:

KQ == MQ A
,

( 5 4 )

Q
T
MQ = E

。 ,

( 5 5 )

其中

Q = 〔q : ,
q: ,

…
,
q
。
〕

,

( 5 6 )

`久: 0 、
A二 } 丸

l
。 ”

。

J
’

〔 .

为 , 阶单位矩阵
。

取 P个初始向量 u : , u : ,

…
, u 户 ,

不妨假定它们已满足正规化条件
,

即

U
T

M U = E谷
,

( 5 7 )

( 5 8 )
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其中
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U =〔 u, , u : ,

…
, u : 〕

,

U的各列均可按特征向量展开
,

一般地可写为

U = Q A + Q
o
A

, ,

其 中

Q
。 = 〔q , ,

q
Z ,

…
,

q
。
〕

,

Q
。 = 〔q户

+ : .

q
, 、 十 : ,

…
,
q

,

〕
,

A p ,
A
。

分别为 p x 夕与 (
n 一 尹) x 夕的展开 系数矩阵

。

将心6 0) 式代入 ( 58 )式
,

再利用 ( 55 )式可得如下关系式

( 5 9 )

( 6 0 )

( 6 1 )

( 6 2 )

A o A + A
,
A

: ” E
。

假设 A
,

的元素比 A 的元素小得多
,

在上式 中可略去A。 元素的二次项
,

似关系式

( 6 3 )

便得近

A o A
·

台 E

后面将证明
,

随着迭代次数的增加
,

上式的误差很快趋于零
。

交矩阵
,

它的转置即为逆阵
。

从矩阵方程

KV = M U
,

可解得V
。

应用 ( 60) 式与 ( 5 4 )式
,

V可一般地表为

( 6魂)

由上式可知
,
A p 为正

( 6 5 )

v = o ,工
`。 。 + Q

o

A石
, 。 。 ,

( 6 6 )

其中
几户

, x

孟户
+ *

} ( 6 7 )

/

…
、

=”A

、 ..leseseses̀.lj0
`
再

2

`

孟

丸0
Z

l
es
es
.
.

、

=卜尸A

、 .产、 ,产、声
.、 .产

只ù0.0
.16内077

J、̀ 产叮、夕`、产t

令
B 二 ( M U ) V

,

B为夕阶对称矩阵
。

以 ( 60 )
,

( 6 e) 式代入上式可得

B 二 。 7
, 二

` A
, + 。二, :

`。 , ,

根据假设
,

上式右端最后一项可以略去
,

于是

。 * ;

二
; 二

’ 。 。 .

应用 ( 64 )式可得
r 了

B A
,

从如下特征值问题

B X ==

去 A
,
人户

X A
.
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计算特征值组成的对角矩阵A .和相应的经正规化的特征向 量组成 的矩 阵 X
。

比较

( 7 0)
,

( 7 1 )两式可知
,

x 台 A , ,

A
. 台 A

一 1

可见
,

A .
对角元 的倒数可以作为前夕个特征值 的一级近似

。

令

V = V X

以 ( e e )
,

( 7 2 )式代入上式
,
并应用 ( 6 4 )式可得

,

亏* Q , ; 二
` + Q

”
; 石

` A
。

A
二

,

( 7 2 )

( 7 3 )

( 7 4 )

V的各列可以作为前尹个特征向量的一级近似
。

对于计算工程结构的固有须率或临界载荷问题
,

需要计算的特征值数目是不多

的
,

通常矩阵 B的阶数较低
,

可利用各种标准程序精确计算特征方程 ( 7 1) 的全部特

征值与特征向量
。

但是
,

实践证明
,

迭代法每迭代一次所得到的改进值 并没有必要

精确计算
,

有时为了缩短迭代一次所需 的计算时间
,

宁愿损失一些改进值的精度
,

这样做的效果可能需要多迭代一
、

二次
,

但节省了总的计算时间
。

我们采用文 〔 5〕的方 法 计 算 A , 和 A的心近值
,
这个方法的前提 是假设 A,

的

非对角元和 A
。

的元素均远小于 A ,
的对角元

,
它们的二次项可以忽略

。

令

戈 x z 戈二: … 戈 1 ,

戈之 i 戈 2 2… 戈 2 ,

( 7 5 )

戈 , 一戈 , 2
.

“ 劣 , -

/r

l
|
|
|

l
、、

一一一X一一一

TP

A

近似公式为
:

丸 = (公= i ,
2…

,
夕) ( 7 6 )

` , z〔△ + ` ;

、
)
丫
△ : + `。{

,
/ a

Z 〕 (` < , )
( 7 7 )

(公= J)

,

O,自
一1

几̀,咬J口L

=:
J

…劣

二 , ` = 一 x i , , ( j沪落)
。

( 7 5 )

其中△ 二认
一

; 一 bj j , a是
二 : j的上限

,
a 在 。

.

25 到。
。

5 之 间取一值均能保证迭代收敛
。

按以上诸式计算得到的 V
,

需要经过正规化
,

才能作为下一次迭代的
“ 初始矩

阵
” 。

为了使收敛得到的特征向量能按对应特征值大小的次序排列
,

小特征值对应

的特征向量排在前列
,

可用丫上兰角矩阵 R右乘 V
,

使 V R满足正规化条件
,

根据这

一条件可以唯一确定 R
。

必须指出
,

在正规化 以 前
,

订的各列应按对应近 似特征
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位从小到大的次序重新排列
。

下面来讨论快速同步迭代算法的收敛性
。

第沦次迭代的
“
初始矩阵

, 记作 U `为’ ,

和 ( 6 0 )式一样
,

U “ ’
可表为

u ` “ , · Q , A
二
` ’ + Q

,
A二

“ ’

按照以上的迭代步骤
,

U `+k ” 可以表为

U `人+ l 》

抉此递推公式可得

U
`为+ l ,

其中

二 ( Q户A ,

`几 )

A户 + Q
, A

,

《为,
_ _

A。 ) X h Rk

( Q , ^ ,
` ’

A , + Q
。
A
。 ”

A
。

) S̀

( 7 , )

( 8 0 )

( 8 1 )

S̀ , X : R:
X

: R
l… X k R`

。

( 5 2 )

_
_

_ _ _ _
~
*

_ _

一儿
_ _ ` _ _

_ _
_ _ _ . _ _ _ _ _ . 。 : .

_
因为

,

当儿̀ oo 时
,
A

。 ”

的元素与 A ,’’ 的元素之比趋于零
。

所以大特征值对应的特征

和里对 U
` “ + ” 的影响趋于零

。

由此可见
,

当沦̀ OO 时
,

( 6 4 )
,
( 7 0 )

,

( 7 2 ) 等式的误

差趁于零
,

并且 ( 7 4 )式右端第二项也趋于零
。

这就证明了收敛性
。

至于公式 ( 76 )一 ( 7 5) 的前提条件 ( A
,

的非对角元远小于对角元 )
,

可通过分析

正规化的步骤得到证明
。

事实上
,

矩阵V经正规化后作为下一次 迭 代 的
“
初始矩

阵
” ,

就足以保证收敛
。

用矩阵X右乘 V进行修正
,
可以加快收敛速率

。

七
、

数 值 结 果 比 较

1
、

算例

用文 〔幻中的例题数据
:

R
。 = o

,
丑 = 4 0

.

0 月̀ ,

夕= 4 5 . ,

EI
: == 2 5 0 0 0 1吞一 认 1 ,

E了: = 7 5 0 0 01吞一 伽 t ,
口J 二 。OO0 lb 一 ` , , ,

. == 0
。

0 0 1 5 5 1姆
8
/`。

,

。孰
: 二 1

.

0 ` , , ,
沦众

: = 1
.

0 ǹ , , e = 了万伽
,

B l 二 B
Z 二 必 ; = e 。 二 无月 = 品 = 0一

边界条件
:
桨根刚性固定

,

桨尖完全自由
。

计算结果列于表 l
,

有限元方法与传递矩阵法的计算结果十分一致
。

由于文〔2〕没有考虑惯性力矩qy
,
q
之

的影响
,

为了便于比较
,
我们计算此例题时

也没有计及
。
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表 1

固

有限单元法 与传递拒 阵法数位结果比较

有 频 率
模 态 数 振 型

有 限 元 法 传递矩障法 〔 2〕

(弧度/秒 )

准 确 解 〔 2〕

1

2

3

4

5

3 0
。

9 9 2 8

5 3
。

827 8

1 8` 。
7 3 7

3 3 7
。
3 4 4

4 86
,

4 77

30
。
8 2 95

5 3
。
8 2 77

1 8 4
。

61 8

33 7
。

3 3 3

4 8 4
。
3 37

53
。

8 2 18

3 3 7
。
3 2 0

V = 一 下

v = , 价= 。

丫 = 一 下

, 二 w 价= O

甲 = 一 W

2
、

计算结果与实验值比较

表 2 列出一工程梁挥舞弯曲振动固有频率的计算结果与实验值的比值
。

从表 2

可以看出
,

二者相当接近
。

表 2 固有预率的计算位与实验位比较

模态数 1 2 3 4 5

突脆值

舒算值

口二 山: 田日 口` 口 .

0
。
9 6 . 1 1

。
0 0。 :

1
。
0 2毋 3 1

.

0 2。 - 1
。

0 4。 -
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