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一
、

问 题 的 提 出

讨论线性系统

X (才) = A (才) X ( t ) + B (才) U (才) ( 2
.

2

Y ( t ) = C ( t ) X ( t )
.

( 2
.

2 )

这里
, t 。〔o , + co ) , X ( )t 是 , 维状态变量

,

即系统的状态 空间是
。维欧氏空 间 R

” ,

U ( t )和 Y ( t )分别是
r维的输入 (即控制 ) 和 。 维的输出 , A ( t )

、

B ( t )和 C ( f ) 分别是
” X n

、
n X r和。 x ” 阶的已知矩阵

。

并假设
:
输入 U ( t ) 的元在所考察的区 间 〔t 。 , t a 〕

是平方可积的
,

即

r t a
. _ _

l }U , ( t ) 1
Z
d t < + co

口

t
o

= 1 , 2 ,

…
, r

·

其次
,

还假定阵A ( t )的元
a i j ( t )是定义于 〔t 。 , t a

)的绝对可积函数
,

B ( t )和 C ( t )

的元b i s ( t )和
c i j (才)是定义于 〔t 。 , t a

〕的平方可积函数
。

这时
,

存 在 唯 一 解 X (
·

) 使

X ( t 。

) = X
。 ,

且方程 ( 1
.

1 )几乎处处得到满足 〔” “ 〕
。

关于系统 .(l
.

1) 的能控性的概念是 〔川 ’ :

定义 1 如果线性系统 ( 1
.

1) 对 t 。时刻
,

存在时刻 fa > t 。 ,

使得对才。 时刻的任意

初始状态 x (t
。
) = x 。

可 以找到容许控制 u
e L :〔

, 。 ,

at 〕
,

使 x (t
。

) 一 。 ,

则称线性系

统 ( 1
.

1) 在 t 。时刻是完全能控的
。

如果系统 ( 1
.

1) 对任意 t 。
成。 , 十 co )都是完全能控的

,

则称系统 ( 1
.

1) 是完全能

控 的
。

作为能控性的定义 1 ,

应当指出
,

关于 容许 控制 。 ,

除了假设 u o L :〔
`。

,

` 。
〕之

外
,

没有加上任何其它约束
。

然而
,

在实际的控制系统中
,

由于各种原因 ( 例如控
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制作用的能量不能无限增大 )
,

往往对容许控制必须加上 限制
。

即系统 的控 制具有

一定约束
。

因而
,

在定义 1 的意义下是完全能控的系统 ( 1
.

1 )
,

对某 些 初 始状态

X
。

却不一定存在满足约束条件的容许控制 U将它转移到 零 状 态
。

这 里
,

便 提出

一个问题
:
在什么条件下

,

才能把怎样的初始值X
。 ,

用具有约束的容许 控 制
,

用

有限的时间
,

将状态从 X
。

转移到零状态
。

关于这个问题
,

专著〔4〕对定常系统的情形曾有过研究
,

得到容许控制存 在性

定理 (见 〔4〕的定理 1 4 )
,

给出了容许控制存在的某些充分条件
。

本文将对时变线 性

系统的一类情形讨论上面所提出的问题
。

为了讨论方便
,

引入几个定义
:

设容许控制的约束条件是

!JU IJ
: : 《 1

`

( 1
·

3 )

这里
,

卜 l
: 2

表示 鲜 t0C
,

. 的范数
。

定义 2 如果线性系统 ( 1
.

1) 对 t0时刻和五
”

的子集D
,

对 任一属于 D 的初始状

态 X( t 。 ) = x
。

eD
,

都存在时刻 t 。 > t0和满足约束条件 l(
.

3 )的容许控制 u 。 L : 〔t 。 , t 。 〕

将 X ( t
。

)转移到 X ( t 。 ) = 。 ,

则称系统 l(
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )的条件下
,

关于子集D在

时刻 t’0是能控的
。

当D = 五 .
时

,

就称系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )条件下
,

在 时 刻 t 。 是 完全能控

的
。

定义 3 如果线性系统 ( 1
.

1) 对 t 。时刻和 R
”

的子集G
,

对任一属于 G 的初始状态

X ( t0 ) = X
。 。G

,

对任意时刻 at > 0t
,

都找不到满足约束条件 ( 1
.

3 ) 的 客 许 控 制

u o
L :〔

,
。 , , a〕

,

将 x ( , 。 )转移到 x (`
。

) = o ; 即是说
,

任意满足条件 ( 1
.

3 )的容许控制

u
。

鲜 〔t
。 ,

at 〕均不能用 t 。 一 t 。的时间间隔将 x (t
。
)转移到零状态

,

则称系 统 ( 1
.

1) 在

控制约束 ( 1
.

3 )的条件下
,

关于子集G在时刻 t0是完全不能控的
。

当G 二 R
”

/ < 0 } 时
,

即是说G是 R
”

除去零点所余下的元而构成的子集
,

就称系

统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )条件下
,

完全不能控
。

二
、

控制约束条件下能控性的若干判据

设必 ( t ,

习是方程 ( 1
.

1) 的基解阵

d ~ / , 、 J ,
, 、 ` , , 、

二冬产必( t
。 s ) = A ( t )必 ( t

.
忿 )

d t ’ 、
” 一 ,

一
、 ’ J ’ 、 一 ’ 一 ,

必 (云
, s

)。 ( s , :
) 二 。 ( t , :

)
,

必 ( t , t )
= I

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )
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这里
,

I 表示单位阵
。

则方程 ( 1
.

1) 满足初始值 X ( t 。 ) 二 X
。。 R

”
的解X (

·

)
,

在 at 时刻的值为

r t a

X ( t a
) = 。 ( t a , t 。 ) X

。 +
} 必 ( t a , S

)B (
S
) U (

S
) d s

砂

t
o

( 2
.

3 )

定义算子 T
a和 T

:
· 。 =

J::
· (才一 ,“ `

·
,“ `· ,̀ ·

( 2
.

4 )

T U = 。 ( t。 , t 。 ) T
a

U = } 必 ( t 。 , s
)B (

s
) U ( s ) d s

J t o

由〔1〕可知
: T

。
和 T都是 L : 〔̀

。 , ` 。 〕、 R
”

的连续有界线性变换
,

别表示 T砰口T 的伴随算子
,

则有

( 2
.

5 )

若用 T立和 T .
分

T袅
= ; .

( , )。
.

( , a , , )考

T
.
省= B .

( t )。
.

( t 。 , t )言

这里
,

争 R
· ,

而 T : :
、

T鳍均属于 L : 〔
, 。 ,

at 〕
,

。 ( t a , t )的伴随矩阵
。

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

B .
( t )

、

。 .
( t 。 , t ) 分别 表 示 B ( t )和

因此

少 ( t a , s
) B (

s
) B .

(
s
)必

辛
( t a , s

) d s ( 2
.

5 )
atotat

一一

带a

TaT

T T . = 必 ( t 。 , s
) B (

s
) B带 (

s
)。

辛
( t 。 , s

) d 。
( 2

.

9 )

并且
,

有

( T
a

T : )
. 二 ( T竺)

. T . 辛
a = T a T

a

( T T .
)

. = ( T
.

)
. T . 二 T T .

即是说
,

T a T
。
和 T T 帝

均是 H e r m i t e
阵

,

此外
,

.

<T
o

T
。

七
,

谁 .

七>
R。 = <T a

若
,

T a
七>

: :
) o

T< .T 氛 扑、 一 < , 氛 , 扮产》 0

即 T o T: 和 T T
.
均表现为非负定的 H

e r m it e
阵

。

由 ( 2
.

8 )
、

( 2
.

9 )和 ( 2
.

5 )
,

并注意到 少 ( 0t
, t 。 ) 是满秩矩阵

,

立刻可 得
:
若
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T 。 T
:满秩

、

则 T T . 也满秩 , 反之
,

若 T T , 满秩
,

则 T a T
:也必为满秩

。

为了导出后面的能控性的几个判据
,

我们先证明一个引理
。

引理 设 T T .
满秧

,

则系统 ( 1
.

1) 在 t 。时刻是完全能控的 (依定义 1 )
,

并且将

初始状态 x (t
。

) 二 x 。
转移到 x ( t 。 ) = o 的所有容许控制 U 中

,

其范数 I llU
: 2

最小者为

U 二 一
.T ( T .T 犷

`

X0
,

它的范 数 l川
: :
满足不等式

1
. , 。 . , 2

一
t

了
: , 2 一 1

.、 。 , . 2

下丽;了了万兀丁
~

” 入 。 ” ; 。
气 ” U ” : “气

.

不丽瓦瓦万 ” ^
。 ” ; ,

( 2
.

1 0 )

式中
, 拌。 a 二

( t 。 , t 。 )和拌二 i。 ( t 。 , t a
)分别是 T T . 的最大和最小的本征值

。

证明 由于 T U = 一 T T气 T T ,)
一 ` X

。 == 一 X
。

所以
,

根据 ( 2
.

3 ) ~ ( 2
.

5 )式便有
:

X ( t 。 ) = 中 ( t a , t 。 ) X 。 + T a U

= 必 ( t a , t 。 ) X
。 + 中 ( t a , t 。 ) T U

必 ( t 。 , t 。

) X
。 一 必 ( t

。 ,

t 。

) X
。 = 0

即是说
,

U 是将初态 X ( t 。
) = X

。
转移到 X ( t 。

) = o的容许控制
。

进一步需证明

石}r
: : · `n了 { I} u 11

: :
l : u 二 一 x

。 ,

u
。 : : ( : 。 , , a

) } ( 2
.

2 1 )

为了证明这一点
,

可讨论如下的条件极小值问题
。

在条件 T U == 一 X。
(这是O将初始状态 X ( t 。 ) = X

。

转移到 X ( t a
)

= 。的等价条件 )
,

即在条件

少( t 。 , s
) B (

;
) U (

s
) d ; = 一 X

。

( 2
.

1 2 )
砂

t o

的约束下
,

使 U的泛 函

l t a

U 11
,

: = 丈U
一

U )
,

: = }
J

t
o

E I
“ 、(

s
) 1

Z
d s

( 2
.

1 3 )

取极小值的极值问题
。

在变分学中条件 ( 2
.

1 2 )通常称为等周条件 〔. ’ ,

而 这 里的问

题也就是所谓等周问题
。

依 L a g r a n g e
乘子法求解这个问题

,

只须作辅助泛函

了
一 ( u

,
u 》 2 一 、 ,

( r u + x
。

)

这里
,

缺 R
”

是常矢量
,

即所谓 L ag
r

an g e
乘子

,

从而得到确定极小值问 题 的 解的

E u l e r
方程
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U 一 T 介入= o ( 2
.

1 4 )

这里
,
入可以利用条件 ( 2

.

1 2 ) 来确定
。

显然
,

T U 二 一 X 。 ,

从而由 ( 2
.

1 4 ) 式 便有

T U = T T . 入= 一 X
。 ,

而 T T 带
是满秩的

,

所以 ( T T勺
一 ’
存在

,

于是得到

入 = 一 ( T T `
)
一 , X

。

( 2
.

1 5 )

满足问题所要求的极值的控制为

U 二 一 T ,
( T T ,

)
一 , X

。

( 2
.

1 6 )

下面证明 U使泛函 J达到条件极小
:
设 U 二 U

. + 占U是满足约束 ( 2
.

1 2 ) 的容许控制

T ( U + 6 U ) = 一 X
。

而 T U = 一 X
。 ,

故有 T 占U = o
。

从而根据 ( 2
.

16 )式
,

可知

U
,

6 U >
: 2 · ( 一 ( T T .

)
一 , X

。 ,
T占

U

)
* ?` “

于是
,

泛函 的增量

J J “ J ( U + u占) 一 J ( U ) 一 2 ( U
,

6 U 》 : 2 + <占U
,

6 U >
: 2 > o

这便证明了泛函 J
,

在 U 达到条件极小值
。

这便证明了等式 ( 2
.

n ) 是 正 确的
。

最

后
,

注意到

11石 l}
2 ,

=
U

,
U 》 : : 二 <

( ( T T .
)
一 `

X
。 ,

X
。

一 T叹T T一
’ X

。 , 一 T权T T勺
. ’

X
。

>少

》
。

左

并根据非负定的满秩 H e r m i et 阵只有正的实特征值与二次型的性质 〔“ 〕 ,

可知不等

式 ( 2
.

10 )成立
。

引理证毕
。

利用这个引理
,

不难证明下述定理
,

这些定理可作为定义 2 、
3

·

意义下的能控

性的判据
。

定理 1 如果对给定的时刻 0t
,

存在时刻 t L

> 0t
,

使得当 at > t :

时
,

T T .
是满秩

的
,

且随着 t 。的无 限增加最小本征值群m `。 ( t 。 , t 。 )是无界的
。

则系统 ( 1
.

1) 在 控制 约

束 ( 1
.

3 )的条件下
,

在时刻 t 。是完全能控的 (在定义 2 的意义下 )
。

证明 对任意非零的 X
。。 R

” ,

根据群二 : 。 ( t 。 , t a
)关于 t a

无界的假设
,

必存 在 t a ,

满足 t a
> t : > t 。 ,

使

; 二 *· ( t 。 , t a
) > 11X

0

11
* ,:

( 2
.

1 7 )

根据己证引理
,

应存在容许控市橇 L :〔
,。 , , 。 〕用不多于 , 。 一 , 。 的时间间隔将初始

状态 X ( t 。 ) = X
。

转移到 X ( t。 ) = o
,

且其范数
11

丫
: . 2 _ 1

11
lU

l: 2

乓杯石蔽了示刀 11 入 。 }} , ,
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声 、护 2

从而根据 ( .2 17 )式 可 知 有 “ U ll
: : ( 1 ,

即满足控制约束 l(
·

3 o)

依定义 2 ,

这时系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )的条件下
,

在时刻 t0是完全能控

的
。

定理证毕
。

定理 2 如果对给定的时间t 。 ,

存在时刻 t ,

> t 。 ,

使得 当at > t :

时
,

T T
.
是 满秩

的
,

且其最小本征值产。 `:

( t 。
,

t 。

)关于 at > t ,

来说是有界的
,

即是有

S
u P {祥二 ; n

( t 。
,

t a

) } t 。 ) t ,
> t 。 , 才a 。〔t 工, + co ) } = a ( + co

贝。在 R
·
中存在子集D ·

{
x } }}x },:

。

<一 x o R
·

}
,

使得 `2
.

` 8 )

系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )的条件下
,

关于子集D 在时刻 t 。

是能控的 (在定义 2 的

意义下 )
。

2

证明 对任一属于 D 的初始状态 x (t
。

) 一 Xo
e D

,

则有 !}X0 }!
* 。

< “ ,

于 是 根 据

( 2
.

18 )式
,

并注意到 拼m `式t0
,

t 。

)关于 t 。
> t , ,

来说是连续 函 数
,

这一点 由 T T . 的

表达式 ( 2
.

的可以看出
。

于是存在 t a 。 〔t : ,
+ oo 〕使得

名 子、 护

}}X
0

11
* ,

《 拌二
。̀

( t 。 ,

t a
)镇

“

即有

产m i 。 ( t 。 ,

t 。 )

2

11X
0

11
* ,

《

从而根据引理
,

可知此时有满足条件 ( 1
.

3 )

一动
: : 、 一一」一

刃- 。x
。

11:
。
、

产m i 。 ( t 。 ,

t a

)

的容许控制认 L李〔 ,。
,

又〕存在
。

用不多于兀
一 , 。的时间将初始状态 x ( , 。 ) 一 x

。

转移

到 X ( t a) == 。 ,

这便是定理 2 所要证明的
。

定理 3 如果对时刻 t0存在实常数了> 。 , 。> 。 ,

使得 对 任 意的 代> , 。和

at > 《 + 了
,

对应的矩阵

r r ·
( ,

;
, , 。 。 ·

叱
· ( 才;

, ·
)。 (

·
)。

·
(
·
)二 ( , ;声 )` :

是满秩的
,

其最小的本征值 ; 。 ` ,

(t 答
,

, 。 )都满足

; 。 `。 ( `:
,

`“ ) > b
( 3

.

1 9 )
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此外
,

方程 ( 1
.

1) 的基解阵必( t
,

t 。

)满足

11。 必 ( t
,

t 。 ) = o
若一卜 .

这里
,

右端 O表示零矩阵
,

则系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

5) 的条件下
,

全能控的
。

( 2
.

2 0 )

在 0t 时刻是完

证明 对任意 x0
。

,
,

由条件 ( 2
.

2 。 )可知
,

有时刻 叮> t 。 ,

使得

l} , ( `几
,

` 。

) X
0

1
* ” ` b

记戴
= 。 ( ,

:
, , 。 ) x

。 ,

贝。根据 ( 2
.

1。 )式的假设和已经证明了的弓}理可知存 在容许控

制认片试
,

, 。 〕 将初始状态瓦转移到 x( , “ ) 二 。 ,

且满足不等式

1 :

了
: l 一 l

—
目入 。 打 ”

乓二一
. 口 =

/ , , , 、 - 一 天 O
升 ,n `。气` o , ` a 夕

镇
ùu

即 U 满足约束 ( 1
.

3 )
,

于是若取
I

0

U ( t )

当 ` 。
、 `、 `

;时

当 式< f 《 at 时

2̀...、 ...、

一一
、 .r J

二奋
了̀、

U

则有 u o L李〔ot, t刁 将初始状态 x
。

用不多于 , 。 一 , 。 的时间转移到 x ( t。 ) = 0
,

且 有

i ull
: : = “川

: 2 ( 1 ,

即满足约束 .l( s), 这就证明了定理所给出的结论
·

定理 4 如果对时刻 t。 ,

存在 lt > t 。 ,

使得当 at ) t :
时

,
T T .

是满 秩 的
,

且

其最大本征值群。 “ ( t 。
,

t 。 )有界
,

即存在常数 C
,

使得不等式

产。 a二
( t 。 ,

t a

) < C
_

( 2
.

2 1 )

对任意 at > t : 时成立
,

则 R
”
中存在子集

G = { X ! }}X j}
。
》 C

,

X o R .
}

使得系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 3
.

1) 的条件下
,

关于子集 G
,

在时刻 t 。

是不能控的
。

证明 对任意给定的 X
。。 G

,

根据引理
,

在定理的假设下
,

对任意 fa > t : ,

存在

控制 u 。

片〔, 。
,

t妇将初始状态 x (t
。

) = x
。

转移到 x (t
。

) = 。 ,

而且对所有 能实行这

样转移的控制 U 均满足

封“ IJ
乙 2

) 瓜藏学蕊不了 !{ x
。

( 2
.

2 2 )

其次
,

因为 X
。 〔 G

,

所以 1}X
。

l
, 夕 C

,

而依假设 ( 2
.

2 1 )有
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1 、 1
一 , 份

. `

一
7 二一 - -丁-二丁 奋》

一

石

拼沉。 戈 L r 。 , T a 少 七

从而
,

由 ( 2
.

2 2 )得

i U I
:

> i

即是说
,

不管如何选取 t 。 》 t : ,

满足约束条件 ( 1
.

3 )而又能把初始状态 X ( t 。

) = X
。

转

移到 x (t
a

) = 0 的容许控制 u
。工弄〔t0

,

t刃是不存在的
,

当然
,

对任意的 t0 < 峪< `

的 ,二也不可能存在这样的容许 控 制认 L草〔 , 。
,

才妇
。

否则
,

我们取

当 t 。镇 t簇 ,二

当 嵘< t成 t :

ù(U0

一一U

即 有
、

u (t )
。

片 J
。 ,

, : 〕 满足 (l
.

3 )
,

且实现转移
,

这与上面的结论矛盾
。

至 此
,

按

定义 3 的意义
,

定理的结论是正确的
。

证毕
。

推论 如果对时刻 t 。 ,

存在 t :
> t 。

,

使得当at > lt 时
,

有 T T .
满秩

,

且其最大本

征值 产。 a二
( t

。 , t 。 )满足条件

11二 群川口二 ( t 。
,

t ,

) = C < + co
,

一

二
+ . 尸 “ ` U ` 、 一 “

一
` , - 、

’

t .2 2 3 》
t a

叶
+ .

并在 五
称
中定义子集 G 二 { X } } x }

。

> C
,

X 。五
”

} 则系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 3
.

1) 的

条件下
,

关于子集 G 在时刻 t 。

是不能控的
。

事实上
,
由条件 ( 2

.

23 )对任意小的
: > o 均存在 t 。 > t 。

,

使得当 t 。 > t 。 时
,

有

拌。 a ,
( t 。

,

t a
) < C + 。

于是由定理 4 知道系统 ( 1
.

1) 在控制约束 ( 1
.

3 )之下
,

关于 子集

G一 { X 1 Il x l
; ”

》 C + “ ,

x “ R
.

在时刻 t 。 是不能控的
,

由于
。
可以任意小

,

而且有

u G
: = G

这便证明了所得的结论
。

三
、

应 用 举 例

例 1 讨论线性系统

登
一

( l ; )
x +

(; )
“

t 。〔 1 ,

OO 〕 ( 3
.

1 )
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` t a

在 控 制 约束 !
。

! “ (` ) I
’

d` ( `

之下的能控性问题 , 这里
,

x ·

(之)
。 > 一

合
。

1 9 7 9 年

( 3
.

2 )

这时
,

系统 ( 3
.

1) 的系数矩阵满足前述的基本规定
,

故可应用上述所得出的结

论来判断它的能控性
。

容易验证
,

方程 ( 3
.

1) 的基解阵是

中“
, ·

, =

(;
t 一 S

1 )
从而

T T = {
`、 (。

, ·
)。 ( · )。

·
(
·

)。
·

( 。
, `

) “
·

Sd

、、、,了

毓
“

(
一

: ) (二)
`。

, · p

,
(

1 0

一 5 1

S 2

一 S

一 S
)

` :

呵
`口矛.、a

渗自
.几

1

Z P + 3

常梦
+ “ 1

Z P + 2

才全
十 2

1

Z P+ 3

t忿
+ : 一

1

Z P+ 1
t a ) 闷 护

才了....、、

一一

而认
~

`二
一 ; `
一

“二 ’ 》

)(
乏

击
一 ; `
一

“ 。 · ` )

)喻场
豆
姜= 0

为程方征特其

令几 = 产 t。
一 `名 p+ ` ’ 可解得

_

1
.

:
.

2 、

,

「
, , 。 , 、

!
,
才。

, 、 , 4 了a l
, 1 1 1 1 名 ` .

1 、 一 11
一

1 、一 叮
` ” “ 一百L气丽而

~

’ “ ’
那百丁 )侧、而不厄

一

一乏砰万 )
一 ( , 。 + 2 )

“

」
Z P+ 1

拌 i一: = t a 兔: , :

r
, .

t三
1

, 口二 1 ! [ ,
.

1 、
产` f” ” 丁 t二一 L、酥百万

十豆砰万 )
-

!
_

2 2 、

l
,

言。
` 、 ,

4言。 1
_ ,̀ 一二

一 -

一上一
.

、
-

-

一
l

口 、 Z p + 3 Zp + 1 , 吸Z p + 2 )
`

J
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t二r
_ ,

t二
, ,

1 1 1 ~
.

1 、
,

二兰 {了 、2万不了
十 牙万不丁

~

,

、 lee
`

ee|J

a2{
、

尸 4

才a

1
. u

.

1 \
瓜

—
十

—
.

\ Z p + 3 Z p + 1 /

1 1
.

1 \
. 二尸~ ~ ~ -一~ ~ ~ 甲~ ~丁下甲 一 夕 , 了一一一一二丁万下 .

\仁Z P + l ) L艺p + 3 ) L Z P + 艺 )
`

I

11沉 〔
1

( Z p + 3 ) ( Zp + 1 )
t a ` ·

t反
1 1

’ “ .

1 \
一二一 吸 二

-

一 丁- 丁 十 二
~

爪
万 . 十

艺 \ 艺p + 吕 艺p + 1 /

1
十 7 二 r - - - - - , 丁 ; 丁下

L艺p + 艺)
`〕t a

名a
企了口

`

、2..l
_ ,

袱
. 1 1

’

一

十 .一、 二一一厂 , 万 宁

尸 4 、 乙 P + 万

1

Z P + 1 )
“ 一

(
1

.

1

(丽丁刃而砰万)
个砰不而 )

至

1
.

1
; 尸丁 -一一一 一一 , , 二二二产二 十 下代: 一

一
万毛

L Zp + 3 ) L Z p + 1 , 气艺夕士 ; 艺
1

.

1 1

—
.

1. -二一 二一一一一一二犷

Z p + 3 Z Z P + 3

曰 .工9曰

。 群二 i n

( o , t a
) = co

a

叶 因

,遥.占̀

依定理 1 ,
系数 ( 3

.

1) 在控制约束 ( 3
.

2 )的条件下
,
在时刻 t 。 = o是完全能控的

。

特别值得注意的是
, 当p 二 。时

,

系统 ( 3
.

1) 退化为定常系统
,

我们证 明了此时

在控制约束 ( 3
.

2 )的条件之下
,

系统 ( 3
.

1) 完全能控
。

可是想利用 〔 4〕 中的定理 14 来

证明这个结论
,

则不可能
,

因为此时方程 ( 3
.

1) 对应的齐次方程的平凡解是不 稳定

的
,

更谈不上那里所需要的全局渐近稳定的假设条件 3
。

例 2 讨论线性系统
.

0
、

d X 1 0 1 \ 。
.

1 万\
二

二牛井 = 【: 丈 ) X + t 1 1 “
d t 一 、 0 0尹

` 、 `

、分 Z
-

“ , 、 ” 一 ` ’

t z
`

在控制约束条件 ( 3
.

2 )之下的能控性问题
。

如同例 1
,

方程 ( 3
.

2 )的基解阵为

t ` 〔1 , + co 〕 ( 3
.

3 )

I t 一 S

)
口夕....、 .

一一
、 ,尹

S
子肠了吸

、

必

而
耳气
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t a

T T . =

{ (
一 S

)(止
:

)
( 。

, : 一 )

(
一

: )
“ ·

l
`“

{
J

l 、

s 2
一 S

由粗翻

(

一 S

1
二石

~

十 1

t .

)
一

`、 ;

合(育
一 `

)
1 1 1

.

、 1 1 1
.

\
石 I一— 一 1 刀 一 二

一
I

—
一 1 .

乙 \ t孟
/ 3 \ t崖

/ )
6

{--tJ 户
3

价
一 `“ ,

)
3 “ a 一 才舀) 2̀ 舀一 1 /

口

万了..、、

一a1一6
一一

可解得

拌二 a二
( 1

, t 。
)

=

〔“
` , 一 3“ 一 ` ’ +

与6
+

了( 4, ; 一 3云: 一 1 )
2 一 1 2 ( ,孟 一 ,: ) ( ,: 一 1 ) + 。 ( ,。 一 ,: )

:

〕
, 。 `· ( `

, ` a
) 一 〔( 4 ,: 一 3 ,: 一 1 ) -

诵 `

3一二
.份1一6一

了( 4 ,: 一 3 ,。一 1 )
2 一 1 2 ( ,: 一 , : ) ( ,段一 1 ) + 。 ( , 。 一 `: )

2

〕
可见

,

当 at > 1时
,

均 有

产nt a二
( 1 , t 。 ) > 召二 `。 ( 1 , f a

) > o

即 T T .
是满秩的

,

因而系统 ( 3
.

3 )按照定义 1 的意义
,

在时刻 t 。 = 1 时是 完 全能控

制的
。

但是
,

由于

If。 拜二 x
( 1 , t , ,

) =

at 一
’

4 + 亿 1 6 一 1 2 + 9

6

4 + 斌 1 3

6
( 3

.

4 )

11二 拼二 、。 ( z , t a

)
=

t a
神

+ .

4 一 斌 1 6 一 1 2 + 9 4 一 心 1 3

6
( 3

.

5 )

由 ( 3
.

4 )式及定理 4 的推论可知系统 ( 3
.

3) 在控制约束 ( 3
.

2 ) 的条件下
,

关于子集

“ = ` x , l x },
* ·

>

势宁
,

x脚
”

, 在时刻 0t = ` 是不能控的 ; 另一方面
,

由` 3
·

5 ,

式可知
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S U P 产m ; ,

( z
, t :

)》
t a > 才。

4 一 心 1 3

6

于是
,

由定理 2 可知系统 ( 3
.

3) 在控制约束 ( 3
.

2 ) 之下
,

关于子集

D = { X 1ljX !l
/ 4 一 材瓦

n 、 、

— —6
,

X。五
”

} 在时刻 t = 1 是能控的
。

毕 护

宁
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