
价 解dK y方程的微分几何方法
’

卢 文

( 中山 大学 )

应亘}区 智

( 华南工学院 )

何少辉 陶福臻

( 中山 大学 )
几

何志强

( 登南大学 )

一 引 宫

本文用与〔 1 〕不同的微分几何方法来研究 K or et w e g 一 de

“ t + ” 洲
戈 + 1 2料

劣 = O

的求解问题
,

并得到一个B祝 k l o n d变换 , 通过它
,

可以从 ( 1 )

的另一个解
。 二 ,

,

V r i e s
方程

( 1 )

的一个解求得 ( 1 )

非线性偏微分方程( l) 中的常系数
“ 1 2’’ 仅为讨论的方便而设

。

换
,

它可以变为别的常数
。

通 过 简 单 的变

二 Kd V将方程变为等价的外微分形式方程组

在 K d V方程 ( l) 中
, x

,

矛是自变量
, “ 是二 ,

t的未知函数
,

若引进新的变量 :
,

P
.

记
之 = 份 x ,

p = z x = “ x : , · 、
一

:
、

( 2 )

则方程 ( l) 可写成
“ t + P

: + 1 2 , “ ” 0
0

( 3 )

如果我泊将 ( 2 )和 ( 3 )式看成以 x
,

t为自变量
, 。 , 二 ,

p 为未知函数的 方 程 组—
一

阶偏微分方程组
,

则它与 ( l) 等价
。

`

’ “ 我们建立一个五维流形 M
,

其坐标为 ( x
,

t
, 。 , 二 ,

p )
,

在此流形中
,

一次微分形

式空间
·

T
二的基为 d x

,

d ,
,

d。
,

d : ,

d ,
。

我、 : 在 M上弓!进一组二次微分形式
。

令

al 二 山叨 dt 一 Zd xA dt
,

a : = d 之刁d t 一 P d xA d t
,

a 3 二 一山`
A dt + d PA舌

( 4 )

、..t饭户.夕
了

击姓Xd姗
.

+

,尹耳

其中 d表外微分 , A表外积
, a , , a : ,

碗是三个 ( o
, 2 )型反对称张量

。

注意到在 M中的二维子流形

5
2 = { x

,

t
,

、 ( x
,

t )
, “

( x
,

才)
,

P ( x
,

t ) } ( 5 )

.
`

1 9 7 9
一

午 1 月 8 日来稿
。
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上有

d 邵 二 份
:

dx
+ 峋 d t,

d之 = 介 d二 + tz d .t

d P 二 P x
d x + P td t

.

将 ( 6 )代入 ( 5 )得

{
a : =

(晰
一习 d xA dt

,

a : == (
, : 一 p ) d x Ad t

,

a 。 = ( : t + P
: + 1 2姗 ) d x A d t

. }

( 6 )

( 7 )

显然
,

方程组 ( 2 )和 ( s) 的解
,

一定是方程组
:

a : = o
, a : = o , a 3 = o ,

( s )

的解
。

但二次微分形式方程组 ( s) 必须满足附加的可积性条件
:

d a * 二 。: 才
a ,

,

( 9 )

才能保证 s( ) 有解
。

其中砖是 M上的一次微分形式 , 并且以后约定 ,
,

, · 1
,
2

, ”
.

条

件 (的称为闭理想条件
,

由 ( 4 )可得

d
“ 1 二 一 d

Z A d x Ad t

d
a Z 二 一 d P Ad x A d t

d
x A a Z ,

d x
A

a 。 ,

d a : = 一 1 2 d x A (
: a , + , a Z

)
, }

即 ( ” ) 中 的 ,

:取值为

\ |lsel

|
|
.、了
|l||||夕0

ù

一一

的03

刀一一
22

刀
.

l

刀2 二

d x,

二

3.
`

刀一一

已 .吕弓 .占

” J

2

叮1 =

8

刀: 二

盈

刀 s =

( 1 0 )

( 1 1 )

刀: =

一 1 2 2 d x,

一 1 2“ d x
,

的情形
,

因此 a : ,
a : ,

as 满足闭理想条件
,

以下我们以 { 奸 } 表示 ia 在 M上所生成的闭

理想
。

这样一来
,

将解方程组 ( 2 ) ( 3 )的问题
,

归结为在流形 M上求方 程 组 ( 4 )
,

( s)

的解与子流形 5
2
的交

,

即得方程组 ( 2 )
,

( 3 )的解。 ( x
,

t )
。

三 外微分形式方程组的积分问翅

现在
,

K d V方程的求解问题己归结为探求方程组

a i = 0
,

( 1 2 )
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解的存在性问题
,

即外微分形式方程组的积分问题
。

在这里
,

我们直接引用 〔幻 中

的结果
。

为此
,

设 想在闭理想 { ia } 中
,

可找到口
: ,

几
,

民使得

, , = f :
a ` ,

(其中 1If :11̀
0 ) ( ` 3 )

满足恰当条件
,

即

d夕i = 0
,

( 1 4 )

则根据 P io
n c

ar 色引理
,

在流形 M上的尸点的一个同偷于零的拓扑结构的邻域 上
,

一

定存在一次微分形式叫
,

使得

夕, = d。 ,
.

( 1 5 )

因此求解方程组 ( 1 2 )的问题变成求解方程组 d o j = o 的问题
,

在这条件下再次 应用

P io n c
ar 亡引理

,

得知一定存在一个函数 ( 零次微分形式 ) 夕 ,
,

使得

。 , = d y , ( 1 6 )

于是 K d犷方程的求解问题
,

就变成在流形M上求函数 y ,的问题
。

四 肠的 求 法

我们要指出
,

由 ia 满足闭理想条件很容易推知 口
,
也满足闭理想条 件

。

只须对

( 13 )式两边求外微分
,
并由 (的即有

d “ , = “ j :
A。 ` + 了;

Ad。 `

= ( d 了全
+ f ;

,

; )“
a ;

·

( , 7 )

由 ( 1 1 )和 ( 4 )代入 ( 1 7 )并由 ( 1 4 )得

诊犷声.

、、了
8,上了

.、

\ ||||||||、/
“ 0

-
a,:一
。

一一
叫一
、

a f飞 a f { d f { a f { 口 f毛 a f书
. J ~ J 甲 J 甲 J 一 J 一 ] `

瓜 一 - -;二 -

- 一 - - -二, 一一 之
~ 一气二, , - - 一 - - , 二 - - - 一 = - 下

- ,一
~

一 - 二尸-
- = U

。

口2 0 幼 口 P 口林 口 P 口2

荟
· :

器
+ ,

二

荟
·

荟
· ,

。了: a f :
+ 一一二: -

~

一 1 2 杯 之

一
口了 口倪

一 , “ , f :
· 。 ,

一 1 2 材之

一 1 2 书之

” f :
口P

十 f ;
一 12 o f :

· o ,

+ 了:
= ”

·

aj一az

叫一
、叫一
。

a了: ” f {
之 -

一不: 二-
~

十 P 一一下歹: -一 +

U P U P

” f :
口劣
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我们在 C ’
类函数族中求方程组 ( 18 )的解 , 经过繁复的计算后

,
一

得到

, ;一
, 2亡

,̀ , + E , , 一 1 4 4 C , 、 2

子+ 1 2瓦
。 2 +

`

1 2 e ,、 + 1 2。 ,“

j :
= 一 c , + 1 2 e , , z 一 : ,: ,

f :
= 一 ` ZC , “̀ + : ,: + e , x + D , ,

( 1 9 )

碑 -

月

, ,

、

其中C
, ,

D 、 ,

E ;
为与 x

,

t
, ,。 ,

之
,

夕 无关的常量
。

将 ( 19 )和 ( 4 )代入 ( 1 5 )
,

得

。 , = 了;
d“ d` + 了:

d z A d` + 了: d
p A d` 一 了:

d
“ A“ 二 + 。 j p d二 Ad`

· 夕; , “:
+ 。:

+ 夕:
+ ,:

其中

, ;
· (一 1 2 e , , , + ; , , -

+ 1 2D ,、 ) d uA d t
,

i 4 4C ,妒 t + 1 2E ,“ 2 + 12C ,“ x

=
(
一 C ; + 1 2C , t: 一 E声) d zA d t

,

,

亡
,

二
_

·

= ( 一 12 c 户` + 尽、 + c 声 + 刀 , ) d州方
,

( 2 0 )

( 2 1 )

,:
== (` ZC,`

、

“ 一 E ,、 一 C , x 一 D , ) d“ d`
,

口:
= C i , d xA d`

·

注意在流形 M的坐标 二 , , , “ , : ,
, 及积分变量的右

珠
的数字均表示幕的指数

,

而其

它符号中右上角的数字均是上指标
。

这样
,

当且仅当民满足 ( 2 1) 时
,

就有

即 ,二 0
.

、 、
】

…
,

一

( 14 )
1

_ ` 、 、 ~

五 应角p 。 ; n 。 a r 。引理对方留衍
= d o j进行积分

’

· ”

我们在前两给出的流形岭
一个以

` , `
,u,

“ ·
,

耀标的五维欧氏空 l’0IE
` ,

它当

然满足同伦于零这一个几何要求
,

设 l为R
`

上的闭区间 〔0 1〕其坐标为 T
,

即。嘴 T 喊 1
。

又设 l x M为 l与M的直积空间
。

我们建立一个将`“ 娜路六 M的映射价
、 犷 气 几 ·

功
: . x M

一
M

`

)

(
x ` , t , , 。 ’ , : , , 夕, ,

T尧l

一
( x

, t , “ , ” ,夕 ) ,

它满足 P io n
ca

r。引理中映射所必须满足的两个条件
:

` _

( 2 2 )
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价( x , t , : , z ,

夕
,
1 ) = ( x , t , “ , ` ,

夕 ) }

功( x , t , u , 二 ,
夕

, o ) = ( o
,
o

, o , o ,
o ) f

再建立一个积分算子的线性映射K ;

K
:

户 ( l 只 M )
一

F
,

( M ) l
。 -

一
夕 f

它将 lx M上的2次微分形式空间户 映入 M上的 1次微分形式空间 F ’ ,

当

a = a
(

x ` , t ’ , u ` , z , ,
P

` ,
T ) d 口

H

其中 a
( x , , t ` , : ` , : , ,

P
` ,

少 )为流形 I X M的坐标 x , , t ’ , “ ` , z , ,
P ` ,
望 的 函 数 ;

d 分
,

dt
` ,

如
` ,

d : ` ,
d p ’
中任两个作外积的二次微分形式

,

规定

夕= ` ( a ) = 0
.

当
a = b ( x ` , t ` , “ ` , z ` ,

p
’ ,

T ) d全A d a J

其中b ( x
` , t ` , “ ’ , z ` ,

P , ,
T )为流形 l x M的坐 标 x , , t ’ , u ’ , : ’ ,

夕 , ,
T 的 函 数 ,

d xl
,

dt
’ ,

d “ ’ ,
d z ` ,

d p `
中的任一个一次微分形式

,
规定

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )

d a H

为 由

( 2 6 )

( 2 7 )

d 0 )
为 由

口: (
·

卜 (I:
” ( X

, ` ,

一
,

,
T , d T

)
d o J

( 2 8 )

P o i n e a r之引理指出
,

满足方程夕, 二 d。 ,的。 I为

。 , = `
(价

.
口, ) ( 2 5 )

其中
,

价.
也是一个线性映射

,

据 ( 2 0) 式
,

有

。 , = `
(功

`
口: )

+ `
( 价

’
口: )

+ `
(价

.
夕: )

+ `
(` ,
夕: ) + `

(“ “ : ) ( 3“ )

分别用功
.
作用于 ( 2 1) 并代入 ( 2 5)

,

由 ( 3 0) 有

。 ,

: ( 一 3C ,` , +

合
E了, 一

粤
c ,“ 2` + 3 E ,。 2 + 3 C ,。 x + ` D ,· ,

·

x (
· d卜 ` d· ) + ` 一

合
c , + 3c ; :̀ -

合
E , , (` d`一 ` d

z
)

+ ` 一 3 c , “̀ +

合
E ,“ +

合
c , x +

合
D , ,` , d ` 一 ` d , ,

+ ` 3 c ,̀ “ 一

奇
E ,“ 一

合
C , x 一

音
D , , (

“ d x 一 x d“ ,

+

合
c , , ( X J卜 ,、 x

)
.

( 3 1 )

如果我们选择一组 C , ,
D , ,

E ,
的值

,

使得

} f : ! 、 。 ,

( 3 2 )
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则方程组 ( s) 等价于

d。 , = 0
.

( 3 5 )

设
“ = 。 ( x

, t )
, z == z

(
x , t )

,
夕 = 夕( x

, t )
,

( 3 4 )

为方程组 ( s) 局限于二维子流形 ( 5 )上的一组解
,

因而也是方程组 ( 2 )与 ( 3) 的解
。

若

将 ( 3 4 )代入 ( 3 1) 中
,

于是叫就是子流形 5 2中的一组一次微分式
,

它满足 ( 3 3 )式
。

再

应用一次 P io cn
a r 亡引理

,

就可以求得积分W j
。

它满足方程

. , = d w ; ,

( 3 5 )

其中W j为
x , t的函数

,

即零次微分形式
。

众所周知
,

在满 ( 14 )条件下求 ( 15 )的积分
,

所得到的 解 并 不 唯一
。

设 叫 是

( 1 5 )的一个解
,

则对流形M上的任意 c 一 类函数 g ,

一次微分形式扩

。

:
二 叭 + “ “

( 3 6 )

也一定是方程 ( 1 5 )的解
,

而且它就是方程组 ( 1 5 ) 的通解
。

下面我们探讨 ( 15 )在流形 M上是否存在形式为

田 = F d x + G d t ( 3 7 )

的解

、
、

.

了、尸产一吕OdnoCO了.、
子了̀、

、 ..、

l
/

对 ( 3 7 )两边求外微分
,

由 ( 13 )和 ( 1 5 )
,

有

口F 日F 。 口F
- -二, ~ ~ 一

二

—
= 口

.

—
二 一 r 一

d z d P
`

d拐

口G
, :

刁G
, ,

口G

口u J ’

口z J ’

口P {
由 ( 3 8 )解得

F = 一 D一 C X

一 合
E 一 + 6 c `一 + F

!

`X , ` )
,

G = E P u 一 1 2 tP u 一 4 8 C“ s t + 4 E “ 3 + 6C “ Z t

+ 6 D一 + 6 C ` 2 2 一

合“
一 C: + D , + C x , + G

l

` x , ` )

其中
,

因此
,

F
,

( x , t )
,

G :
( x

, t ) 满足关系

口G
, _ 口F l

口x 口t

存在一个依赖于 x , t的函数 g ` ,

使得

d g ’ = F
,

( x , t ) d x + G
;

(
x , t ) d r

.
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这里不仅证明方程式 ( 1 5 )在整个流形 M上存在 ( 3 7 )形式的解
,

而且具体地给出 F 与

G的函数关系式
,

如果令常数C
,
D

,
E分别取不同的值

,

则可以得到一组满足 ( 32 ) 的

口 , :

( 1 ) 令

、 .了、 .2
`、,少

八U
电.1八乙月任月性连

ó
了亡、叮了、忆了、

F 一获 G l三 0 ,

C = E = 。 ,

D = 一 1 ,

得

f
` = 一 1 2。 ,

了
z 二 0

,

f
s == 一 1

.

并分别 以式
,

式
,

几表示之
,

以叭表示相应的。

。 : == “ d x 一 ( P + 6 0 2
) d t

.

,

(2’ )令

、 ,/、 ,J产、 ,产、
口/

八J4
尸a八D止任刀任4月兮

J夕砚t、/.、Z、了、
夕 i三 G l兰 0

,

C 粤 D = 0
-

丑二 一 2 ,

得

f
, = 一 Z P 一 2 4 u , ,

f
Z 二 2“ ,

f
s = 一 2 “ s

并分别 以儿
,

成
,

了表示之
, 以。 :

表相应的口 ,

得

。 : 二 。 z d x + (: 一 s “ 3 一 ZP “
) d t

.

( 3 )令

尸: 三 G I三 0
,

D = E = O
,

` ”

分
= 一 tP 一 1 2“ Z t + “ x ,

1
二二 Z ` 一

-尸了 , , ~ ,

1 2

1
= 一 才幼 + 一 - 二二一一 尤

。

1 2

( 4 7 )

尹产sj

并分另lJ以 f ;
,

了:
,

f 表示之
,
心表示相应的。 ,

得

Xd
、

!
矛

么
臼

子̀r 1
口

,
= 气一

一二不万一 “ X
\ 1 艺

+ 工
2
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+

(命
· , 一

青
· +

合
`一 +

合一
`一` 一 ` p·

)
d`

·

“ 8 ,

计算 行 列 式 }几 l
,

得

`

卜
尹

49
P

1一6
一一一

一 1 2“

一 ZP 一 2 4“ :

一 t P 一 1 2 u 么t + 眯

2 2 一 2 “

1 1
Z 不 -

— —
万 一 不“

1 2 1 2

一ù

.,J-..

了夕

当 , , 。时
,

!了: I
, 。 ,

在这条件下方程组 ( 8 ) 等价于方程组

d o i 二 0
,

这里。 : , 。 : , 。 s
分别由 ( 4 2 )

,

( 4 5 )
,

( 4 5 )表达

综合上面所述
,

P io cn ar e, 引理指出
,

对同一个微分形式吞
,

满足

口= d 。 , 和夕二 d心

允许且仅允许差一个流形 M上的函数 h的微分
,

即
心

。 ,

一
e == d h

。

如果我们引入流形M上新的二次微分形式。 ,, ,

令
。 ` = 。

_

. + d ( 一 。 。 一 h ) = 。 , + d夕
,

若以 ( 3 7 )式表示叭于是 (52 )可写成

。 I, = F d x 十 Gd t + d y
.

显然
, 。 ,,

满足

d。
扩 == f `

a ` ,

而且当将。 扩
局限于 M的二维子流形 S :

时
,

由 ( 5 2 )与 ( 5 3 )得

口护 = O

这样一来
,

求 ( 4 )
,

( s) 的解的问题
,

引导到求满足方程

( s e )

( 5 1 )

( 5 2 )

( 5 3 )

( 5 4 )

( 5 5 ),

( 5 6 )

( 5 7 )

的解
,

其中
。 = F d % + G d t + d y ,

( 5 8 )
·

并且满足

d。 = ij ia
。

而 F
,
G

, 甘为流形 M上的函数的问题
,

况下去研究方程的求解问题
。

( 5 9 )

于是提出一个在考虑扩大理想并使之为 闭的情
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六 闭 理 想 的 外 延 拓

设流形N为流形M与流形Y的乘积流形
,

N == M x y
,

( 6 0 )

其中

Y = { 夕 } ( 6 1 )

是一个实的一维欧氏空间R
’ ,

于是流形 N的坐标为
x , t , 。 , 2 ,

P
, 夕。

在 N 上定义一次

微分式。

。 = F d戈 + Gd t + d 夕 ( 6 2 )

假设 F
,
G是。 , : ,

p
, 万的函数

。

将 ( 6 2 )的。与 ( 4 )的
a : , a : , a 3

生成一个新理想 { a j , 。 }
,

为了满足闭理想条件
,

除了d “ `所满足的关系式 ( 10 )之外
,

还必须加上一 个新关系

式
:

d 。 二 了七 + 刀加
.

( 63 )

我们仍约定 ` ,

J = 1
,
2

,
3

。

其中f `巳是六维流形 N中六个坐标的函数
。

下面我们先通过闭理想条件 ( 6 3 )去确定函数 F与G
,

并求出 。 ,

然后将 ( 8 ) 放到

新的闭理想 魂价
, 。 } 中去研究

。

将 ( 6 3 )两边对。求外积
,

得

d。加
== f aj i Ao

.

( 6 4 )

将 ( 4 )
,

( 6 3
)代入 ( 6 4 )

,

然后按 N中A :
: 玄的基展开

,

令基的各项系数相等
,

得 一组

偏微分方程

、尸夕、产口勺八.内O九O
了̀、了奋、

、 、..、̀..声

\
l

|
11

!
ee|

l
//

餐
= 一

sj, 器
= 0

,

器
= 。 ,

器
=

lj, 臀
·

fl,
’

器
一 aj

,

一 G

奈
+ F

器
= 了lF + 了sG,

一

G

器
一 F

器一
,
! 一 , 了

2 + 1 2“ ,
3

消去 f f , 得

器
= 。 ,

一

篡
-

G

器
一 F

器一 1 2“ 2

刁P
+ P

口F

口u

蟹
_

二

器
· 0

,

臀
, ·

器
’ “

解得
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F = F 、
(夕 )

u Z + F
:

( g )
。 + F 。

(鲜 )
,

G = 一 P ( ZF
,

(红)
“ + F :

(梦) ) + F :

d F
Z

(夕)
d夕

( , )
二 : + 。 ; :

( , )

华几
“ “

了
( 6 7 )

一 F 。
(穿 ) 〕z + G

。

(
“ , , )

其中 F : ,
F

Z ,
F 。
为 y 的待定函数 , 吼为“ , ,的待定函数

,

而且凡 必须满足下列关系

,
l

鲁
一凡
会

= 。 ,

sF

鲁
一 尸 1

会
二 。 ,

F iy 表示

会
,

显然几 · 。

}

. 、

心

, 奋

、

( 6 8 )

以下用

解
,

有

( 68 )必满足
。

此时
,

若只考虑 F
,
二 。情形下的

F = F
Z“ + F

S

G 二 一 P F
Z + ( F

: F : 、 一 F 3F : 夕)
: + G

。

(
。 , 夕)

( 6 9 )

由( 6 6 )
,

并注意到有
口ZG

口P夕z

_ , _

护 G 护 F ~ 、 * 一 ,

==U 和
`

瓦乒 二
~

不砰寺大尔
, 目 J仔

G一生产一P一口aJ
一一

( 7 0 )

其中

、尹. .上曰̀
矛叮、

`

l
tr.,̀夕

G
。

( 。
, , ) = 一 6。 : F

Z + 士 ( F
: G` , 一 G

`
F : 。 ,

) 。
“

+ ( F
oG

` 、 一 G` F 。 y
) u + F

一

( 夕)

G
` = 尸: F

a , 一 F aF
Z ,

.

此时 ( 6 9 )化为

F = F声 + F :

G = 一 P尸
: + ( F

Z
F

s , 一 F a F
Z , )

z 一 6“ 忿F
: + 士 ( F

: G
` , 一 G一F : , )

u “

+ ( F
s G` , 一 G

`
F : 、

)
u + F .

( 7 1 )是 (“ )在 F : = o条件下的直接结果
,

反过来
,

研究在 F : = O的条件下
,

( 71) 中的

各个待定函数F : ,

凡
,
F 3 ,

F
` ,

认要加什么限制
,

才能保证满足 ( 6 6 )
,

显然 ( 66 )的前三

式必然满足把 ( 71 )代入第四式
,

然后按“ 展开
,

得

{
〔一 6 F 2 +

“ F : G 4

一 G
4 F Z· , 〕 F Z

一 F Z

命
〔一 6 F 2+

“ F
Z
G

4

一 “ `
F

Z y
,〕
卜

`

+

{
〔一 “ F

Z+

“ , 2 G 4

一 G
·
F

Z·
,〕 F

3

一 F
3

箭
x 〔一 6 F: + 士 ( F

: G一 y一 G .F
: 夕 )〕 + ( F

o G
` 夕一 G

`
F s夕 ) F

: 夕

一 F:

命
` F 3G

4

一 G
4
F 3·

,
}
一 +

{
` F 3 G

咯

一 “ ·
F 3· , F

。·

一 F 3

命
` F 3

G
4

一 G 4, 。· , + 〔一 ( G
4“ 2

一 尸 2G
4· ”



第三期 解 K d V 方 程 的 微 分 几 何 方 法

一
`

,
, 一 一 一

、 `

一 、 一 一 d
,

_

,

十 L一 P厂 : 十 气厂 2厂 3 y 一厂 3厂 : y ) z 十 厂口 厂 Z y 一 厂 2 一 j 万犷 L一 P厂 2

“ 万

+ (尸
Z
F

: , 一 F
: F : 夕 )

二 + F
`
〕 } “ + { 〔一 P ZF : + ( F

Z
F

3夕 一 F o F
: 夕 ) Z + F `〕 F

Z ,

二 d
, 。

, , . ,
, , , ,

、 .

” 、 , 。 , , 。

一 厂 3~

万了 七一 “
’ 十 气厂 ’ 厂 ’ 夕 一 厂 3厂 “夕尸 十 厂 ` J一 2 气炳厂 ’ 少 一 厂 3

叭夕少

+ P ( F : F a , 一 F s F : 夕 ) 圣= o ( 7 2 )

只有令
“
的三次多项式各项系数为零

,

( 66 )才能成立
,

为了使这 四个 方 程 描 述简

单
,

并用李代数的一些基本性质去解方程
,

在 M流形上引入几个切矢量
,

令

一 ,
, 、

8 ~ 。 , 、

口
卜 k = 厂秃L升) 一石二二

一 , 七 4 = 行` L百少一石二一 , 儿 = 1 , 艺 , J , 4 ,

口 y U 万

( 7 3 )

并记李导数为
~ , 一 ~ 、 , , 一 , ” 、

日
力尸`卜 “ = 比

` , 卜 Z J = 以
`厂 ’ 夕一儿厂 `

州
一
百丁 ( 7 4 )

其中 〔F : ,

F
Z

〕称为换位子
。

于是 ( 7 2 )导出的四个方程可写成

〔〔F
Z ,

G
`
〕

,

F
Z

〕 = 0 ,

\

士〔〔 F
Z ,

G
4

〕
,
F 。〕一 “ G

` + 〔〔F 3 ,

G
`〕

,

F Z〕二 0
,

{
〔〔F

3 ,

G
4

〕
,

F
3

〕 + 〔F
4 ,

F
Z

〕 = 0
,

[

〔F
` ,

F
s 〕 = 0

。
/

( 7 5 )中四个方程是在 F ; 二 O的条件下 ( 66 )成立的充分必要条件
。

只考虑尸
:

等O的情形的解

解 ( 7 5 )得

( 7 5 )

F
z = 2 ,

F 3 = 杏2 一 久
,

F ` = 一 4久夕 + 4护
,

G
` = 4 y

( 7 6 )

\ |!l
t

r
Jl/

代入 ( 7 1 )得

F = 2“ + 夕2 一 几
,

G = 一 4 〔(
。 + 几) ( 2口 + 夕2 一 几) + 告p 一 : 参〕

再把 ( 7 7 )代入 ( 6 2 )得

( 7 7 )
·

。 · ( 2
“ + , 么 一 “ ) d x 一 `〔 (、 + ` ) ( 2、 + ,

2 一 ` ) +

音
, 一 : , 〕 d` + d , “ ` ,

·

因此
,

( 7 8 )及由 ( 6 5 )所得的f
’ ,

f
Z ,

f
3

满足 ( 6 4 )
,

而 ( 6 4 ) 保证 了 ( 6 3 ) 成 立
。

所 以

由( 4 )表达的山 与 ( 7 5) 表达的劝构成一个闭理想 { ia
, 。 }

。

我们称 {
“ ` , 。 } 为由 闭理

想 笼
“ 、 } 外延拓得到的新的

,

闭理想
。

{ 叭 } 是 王al’
,

。 } 的一个子环
。
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七 K d V方程的 B盆c k l u n d变换

最后
,

我们应用在流形 N中闭理想 { al’
,。 } 的性质推导出K d V方程的 B毓 kl un d

变换
,

应用这个变换
,

可以由 K d V方程的任一解求得该方程 的另一个解
。

设试 x
,

O是 ( l) 的一个解
。

在第二节中指出
,

如果把它和 ( 2 ) ( 3 )代入 ( 7 )
。

得

. 七

月

, ,
、/、
户、2.、 .

J
ù、 ,产、 ,产、J夕、 .
诊

879808183828584
J`、了̀、了叮、矛叮、了̀、尹仁、户`
、了、a ` == 0

.

如果我们将 ( 78 )式中的夕看成 x
,

t的函数
,

夕 = 夕 ( x
,

t )
,

( 78 )可写成

。 = 〔夕 , + ( 2
“ + 夕 2 一 几)〕 d x + { 夕 , 一 4〔 (、 + 久) ( Zu + 夕么一 丸)

1 、 , , 、

十万 p 一 z y 川
` r

如果能从方程组

y 二 = 一 ( 2“ + 夕名一 丸
,

)

一
,

二
、 , -

. 。 . 、 .

1
.

、

y * = 4〔( , + 几) ( 2肠 + y z 一 久) + 令 P 一 z y 〕
,

“
. 一 、 、

一
’ 一 z 、 一 了 一 了

2
` 一 了 一 ’

中解出y ( x
,

0
.

就得

。 = 0
,

}

设 “ . ,

户
,

P .
为在流形N上定义的仅依赖于变量叭

: ,

P
,

y 的 C `
类函数

。

“ . = u .
( 、

, z ,

P
,

y )
,

名. 二 2 .
(场

: ,

P
,

y )
,

P . 二 P .( 、 声 ,P
,

y )
. {

将 ( 8 3 )中的 。 . ,

.z ,P .
代替 ( 4 )中的价毛 P

,

得

\ |
苏

1
|||2/. , 。

J , 二 ,

a l = a “ 一八a r 一 之 甲
a x八 d 犷

= 而
. A dt 一 P . d x A dt

,

a 吕 =
一 d “ . A dt + d P . A dt 十 12 沪户d x dt

,

我们取函数` 声气 , .
使心属于流形 、 上的闭理想 { 。 ` ,。 }

:

.

a i ` 戈 以`一。

由闭理想定义
,

存在在流形 N上定义的函 数弓及一次微分式
, ,

使得
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a

犷一 h
:
a , + , A必

·

将 ( 8 6 )两边外乘。 ,

得

a

才A
。 == h:

a ,A。
·

注意到叭在流形 N上与在 M上的表达式相同
,

故由 ( 4 ) ( 8 3 ) ( 8 4 )
,

次微分形 式空间 sA : 李的基展开
,

然后对该基向量在式 两 边 比

去 弓后
,

可得

( 8 7 )

并在 N上 P点的三

较 系 数
,

并 消

带 帝 冷 。

钵
_
二 肠 = 之 h = V ,

` P 厂

二
`

, .

Z = Z “ 一 厂 移
、 。

“ 。

梦
-

六
2

才
+ , 滩

一 :
芬

。
才

+

可
一 12 , ,

二 。 忿
+ ,丈

一 ,
.a2n

尸言
,

( 8 5 )

、 ltl|l、
、

2

1

其中F
,

G由 ( 7 7 )给出
,

注意到 F
,
二 .
及其各阶偏导数均不依赖于 : 和 P

.

( 88 )可化为

、少OU8
了.、

、 ll||、了ll||少

护0=

.梦

命 来 `

钻 二 祝 = U ,

“ 赵 份 夕

2 ( 。 一 、 ,
)
“

艺
一 F 犷 二 o

刀 ,

嵘
, + e夕F ,

曦
+ ` Z F 。 ,

才
一 4 (、 + “ ) ( 2“ + , ` 一 ` )“

解 ( 8 9 )得
、
J

口、 .声n甘,孟O甘O甘了、
了
.

、

_ _

`
_ .

1
、 一 = a 钵十百

a
( 1 一 a )夕

2 + b夕+ 。

、
.

户、
.产O翻咬口O甘9

产.、r、

其中a, b,
c
为使

、

了

a
( 1一 a Z

)夕
2+ Za

b夕 + a 〔 Z e 一 ( 1一
a
)久〕二 o

成立的任意常数
。

得下列三组解

( 1 )
。

a = 。 ,

b,
c

为任意常数
.

有
· 、

一 沪 = b y + c ; :
.

(要)
a 二 1

,

b == c = o ;
有

沪 二 ” ;
、

( 3 ) a 二 一 1
,

b = 0
, 。 = 几

,

有

沪 = 一 杯一 少 + 不

再把 ( 92 )代入 ( 89 )中我们发现
,

要使对所有的价夕值恒成立
,

( 9 4 )

其充要条件是所有备
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次幂的系数为零
,

意义
。

我们把
“ . =

即 b = 。 = 0
.

所以如果想获得方程式的非零新解只有第三种情形有

一 诚 x
,

t ) 一 尹 + 久 ( 9 4 )

、、!selJ、eel|r夕l

称为丑 d犷方程的 B阮 k lu n
d变换

,

其中 y为

y 二 = 一 〔2“ ( x
,

t ) + 夕“ 一 久〕
,

, = `

{
〔 “

( x
,

` ) + `兀 2 。`x
,

` ) + , : 一 ` 〕 +

合
, `x

,

` )

一 ’ `x, ` , ,
,

}

( 8 1 )

的解
,

闭理想条件 (的与 ( 6 3 )保证了方程 ( 81) 是相容的
。

若 已 知 ( l) 的 一 个 解
。 ( x

,

t )
,

由 ( 9 4 )就可得出K d V方程的另一个解沪 ( x
,

t )
.

若对 ( 81) 式第一式作变换

, ·

击
` X, ( 9 5 )

得

价
: : + ( 2二一 久)功= 0

.

( 9 6 )

B瓦
e k l u n

d

、尹
`
、 J`

目才8O口0.
矛、̀了且、

这就是对新的函数功的 S o
hr 6 id n g e r

方程
,

而常数 几为其特征值
。

所以求

变换的问题归结为解线性 S
o
h r 6 id n g “ r

方程问题
。

我们举一个应用 B瓦
c
k lu n d变换的例子

:

设
“ 三 0

.

这一函数显然是K d犷方程 ( l) 的解
,

将 ( 97 )代入 ( 81 )得

夕: = 一 (夕
名一 久)

,

夕 t = 4久(夕
2 一 几)

,

消去 y并化成

夕 t , 一 ( 4久)
z夕

、 * 二 0
.

( 9 9 )

解得
夕 = 价( x 一 4久t )

,

其中功为 ( x 一 4几t )的函数
,
令

S = x 一 4久t
,

于是 ( 10 0 )变为

夕 ” 功( S )

夜( 10 2 )代入 ( 5 5 )的第一式
,

得

( 1 0 0 )

( 1 0 1 )

( 1 0 2 )
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( 1 0 3 )

( 1 0 4 )

( 1 0 5 )

二

功
s

(召 ) = 一 〔必
2

( S ) 一 久〕
.

积分得

功( S ) 二 了丁 t a n h〔侧丁 ( S 一 刀
。

)〕
,

其中B
。

为 t = 。 时 X 的值X
。

S
。 = X 。

.

将 ( 1 0 4 )代入 ( 1 0 0 )
,

并考虑 ( 1 0 1 ) ( 1 0 5 )
,

得

夕 = 了了 t a n h 〔召了 ( x 一 x 。 一 4久t )〕

将 ( 1 0 6 )代入 ( 9 4 )得

二 . = 久s e e h Z〔亿丁 ( x 一 x 。 一 4几t )〕
,

这就是 K d V 方程的 1一 S
o l i t o 。解

。

( 1 0 6 )

( 1 0 7 )
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