
多种地 基假 定下

弹性基础板的样条有限元计算

陈树坚

(中山 大学数学力学系 )

彭育池
(广 东省建筑设计院 )

一
、

前
- J 一

目

文〔`〕 曾讨论各向同性薄板的样条有限元计算
.

样条有限元法以变分 原 理和 样条函

数为基础
,

除具有有限元法中系数矩阵的对称
、

正定
、

稀疏性及不计自然边界条件等优

点外
,

还具有计算精度高
、

储存量省
、

计算量少等特点
,

尤其适用于规则弹性薄板的计

算
。

本文着重讨论多种地基假定下
,

正交各向异性矩形薄板的样条有限元计算
,

地墓模

型包括文克尔地基 ( W i n k l e r B a s e
)
、

巴斯捷纳克地基 ( P a s t e r n a k B a s e
)

、

广义地基

( G e n e r al i z e d B as e
)和弹性半空间地基 〔“ 〕 〔 3〕

。

所编制的电子计算 机 计 算 程 序 (按

T Q 一 16 机 A L G O L 一 60 算法语言编制 )
,

可以计算单组荷载
,

也可以自动进行不利荷载组

合
.

文中所给出的数值算例表明
,

本文方法适用于四边自由之船坞底板
、

机 场 刚 性道

面
、

公路刚性路面
、

建筑物基础板等工程的设计计算
。

二
、

最小势能原理的应用

考虑均质等厚度正交各向异性矩形薄板R ( o ( x 《 a , 0 ( 万( b )
.

ox y 平面 为 变形前

板的中性面
.

N
、

M分别为板在
x 、

y方 向的等分单元个数
.

hx
、

甸分别为板在
x 、
夕方向的单

元宽度
,

详见 (图 1 )
。
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取左手系ox 脚
,

令脚 二 w (
x ,

约表示中性面上点 (
x ,

妇 的 横向位移 , 武 x ,

妇表 示 作用

在板面上的横向载荷集度
, P s
表示作用在板面上 S点 ( xs

,

忍:

)的横向集中载荷 , m 二
: 、

m:
,

:

分

别表示作用在板面上S点 ( x : ,

, :

)沿
x
或夕方向的集中力偶矩

。

在小挠度倩况下
,

板的应变

能为

“ 留卜合}:{:〕
D · `
令

)
2 + D · (

令
)

: + D l `
令穿

·

穿会
) · D 二 ( 2

瓮
we

)
“

〕
`· ` “

·

( 2
.

1 )

其 中D 二 ,

D 夕
,

D
: ,

D , y表示板体各向异性弹性系数
.

外功势能为

G 脚̀ , 一 !:{:q留 d x d g 一 E P
s留 ( x : ,

夕:

) + E 二二 s

器
`X一“ ·

’

一 口脚
工

一 分m ys
-

百王se “
, ,

头 .j ( 2
.

2 )

弹性地基反力势能为

对文克尔地基模型
:

: (留 ) =

冬{
6

丁)
、 留“ 、二、 ,

` J O J ro
( 2

.

3 )

对巴斯捷纳克地基模型和
“
广义

”
地基模型 (后者要把 G二

、

G y 分别换为凡
二 ,

K
: 、

)
:

E (招 , =

合{:至卜
W

Z· G·

(器 )
’ + G·

(斋 )
`

〕
、 · 、 ;

,

( 2
.

4 )

其中G 二 、
G y
表示地基剪切层的剪切模数

,

K翎
、

K
Z y表示地基的反力矩系数

,
K 表 示地基

的反力系数
。

对弹性半空 间地基模型
:

E ( w )

系统的总势能为

=

翻卜
,“

` 、
’

( 2
.

5 )

V (留 ) 二 J (翔 ) + G ( w ) + E (留 )
.

( 2
.

6 )

应用最小势能原理
,

系统平衡时的挠度应使总势能V ( w )取最小值

, i n犷 ( , )
w 。 H重

其 中 H类是矩形 R上具有有限能量并满足位移约束条件的函数集
.

( 2
.

7 )

三
、

三次B样条函数的应用

选三次B样条基函数甄 (x)
,
梦 j (夕)

.

在局部坐标下
,
中 i ( x) 的函数表达式为 〔`〕
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~ 工 、
1

g J ,’ 【X , 二 一
6

x e〔一 2
, 一 1〕

,

x ` 〔一 1 , 0〕
,

x `〔 0 , 1〕
-

x 。〔 1 , 2〕
,

1川 > 2
。

( 3
.

1 )

梦 j。 )的表达式与式 ( 3
.

1) 相似
,

只需将 f换成 j
, x
换成杏即可

。

从式 ( 3
.

1) 及其导数表达式可见
,

基函数为四段三次式
,

在节点处保特自身 及 其一

阶导数
,

二阶导数的连续性
。

位移函数 , (
x ,

妇可表达为基函数的线性组合

对 + I N + 1

翔 ( x
,

夕) = 兄 公 C i j必` ( x )梦 j ( 夕)
j ’ 一 1 `一 i

= 〔N 〕 { C }
,

其中iC j为未知系数
,

{ C } 为未知系数列阵
。

〔N 〕 = 〔中
一 :

( x )梦
一 :

(穿)
,
必

一 ;
( x )梦

。

( g )
,

… …

必
、
十 ,

(
x
)梦

, ,

( , )
, 。 、 + :

(
x
)梦

、 十 :
( , )〕

,

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

{ C } = { C
一 , 一 : ,

C
一 : 。 ,

利用式终
.

3 )可以通过未知系数列阵 { C }

x(
; ,

盯 )的浇度值为
’

C N , : 。 ,
C N + : M 十 :

}
,

表示板中任一点的 挠 度 值
。

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

例 如 节点

留; j = 留 ( x
` , 百 j )

= 〔中
一 :

( x i )梦
一 ,

(万 j )
,

必
一 :

( x f
)梦

。
( , j )

,

…
,

甄
十 ,

(
x ; )梦

;

(互j )
,
山二

十 ,
( x i )梦

, + :
( , j )〕 { C }

.

记位移列阵为

{ 。 } = { 。
。。 , … , , 、 , 一 : , , 、 ,

}
,

则由式 ( 3
.

6 )
、

( 3
.

7 )可得 { 留 } 与 丈C } 之间的关系

{ , } == 〔G〕 { C }
,

式中〔G〕为 ( N + l ) ( M + 1 ) 、 ( N + 3 ) (M + 3 )的矩阵
,

反映第Q = ( k + 1 ) ( M + 3 )

未知系数对第 p = i( M 十 l) 十 j 十 l 个位移的影响
,

G
、 : = 必; (

x `
)梦 z ( , j )

.

由式 ( 3
。

l) 得知

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

( 3
.

8 )

+ l + 2个

( 3
.

9 )

当 k = 礼

当 Ik一 f

当 }k 一 f

当 l 二儿

当】l一 了

当】l 一 j

}= 1
,

l> 1
,

q口八匕刀1/0
声口

1
.

才

l
、

一一

` 、.了

X
了.、

`

左必

}= 1
,

l> 1
。

OJ八O刀1/0夕...呢..飞
.

一一
、 ,了
r

g
了.̀

梦
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G那 =

“ / 9

{
`

./
9

{
` / ” “

七 O

当 k = f
,

当 k = i
,

当 } k 一 i

当 Ik 一 i

l = j,

} l一 j ! = 1或 I k一 1 1= 1 ,
I = j

}= 1且 } I一 j }= 1 ,

l> 1或 11一 j l> 1
。

( 3
.

1 0 )

四
、

代数方程组的建立

把式 ( 3
.

3 )代入式 ( 2
.

6 )
,

记

( 4
.

1 )

则有

A箱 =

J:
。 ,一 (

X
) 。 、一 (

义
) d

X ,

B :、
=

{:
梦 z

一 ( , ) 。 , (一 ( , )、 ,
. }

J (` ) = 十 { c }
了

〔K〕 , ( c }

E (留 ) == 专 { C }
犷

〔 K〕:
{ C }

G (留 ) = 一 { C }
T
谧F }

.

( 4
.

2 )

( 4
.

3 )

( 4
.

4 )

〔注 1 〕

其中

〔K〕 I 二

{ F }

D二〔A
2 2〕⑧ 〔B

o o〕 + D y〔A 0 0〕⑧ 〔B 2 2〕 + D
,

(〔A
Z o 〕因〔B o Z〕

+ 〔A O Z〕②〔B 2 0〕) + 4D 二 y 〔A` ’ 〕⑧〔B ` ’ 〕
,

( 4
.

5 )

·

( !:{:口〔N 〕
T
d x d万 + 名 P

s 〔N 〕
T

(二
,
,

一 月
, 二

〔器〕(劣 S一 y s )

:
扩 , `

睽工
二 : ,

, : )

、
.

( 4
.

6 )

至于〔 K〕: ,

则分两类地基模型加以讨论
:
对文克尔地基

、
巴斯捷纳克地基和广义地

基等模型有

〔K 〕: = K 〔乙0。〕⑧ 〔刀 0 0〕 + G二〔A , `〕Q 〔石 0 0

〕+ C少〔A o o〕O 〔B ` ’ 〕
.

( 4
.

7 )

应用于文克尔克地基模型时置 G二 = G y = 0
.

应用于 “ 广义
”
地基模型时置 K

; = K
,

凡
二 = ` 二 ,

凡 y = G .y

〔注 2 〕

对弹性半空间地基模型有

〔K 〕
: = 〔G〕

T〔K
, 〕一 `

〔G 〕 ( 4
.

8 )

〔注 i 〕 :
记号〔 A〕⑧〔B 〕表示矩阵〔A 〕与〔B 〕的 K r o n e c k e r乘积

: 〔A 〕⑧ 〔B〕 = 〔 a `j 〔B 〕〕
.

〔注 2 〕 :

编制电子计算机计算程序时
,

为了节省存储翠元
,

可以先利用 〔K 〕. 的存储罩元 存 储

〔K川
一 , ,

然后逐个形成 〔K 〕E 的元素
.

注意利用公式 ( 3
.

1。 )
,

〔G尹及〔G 〕的 元素可以边

计算边赋值
,

因此 〔G 〕T 及 〔G 〕不必占用存储翠元
.
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其中〔G 〕的计算见式 ( 3
.

10 )
.

〔K闷为反映弹性半空间节点地基 反 力 { R } 与 节 点挠度

<留 }关系之系数矩阵
,

即

{留 } = { K尸 } { R }
,

( 4
.

9 )

{ R } = 〔K
尸

〕
一 ,

{ 留 }
.

( 4
.

1 0 )

下面具体讨论矩阵〔K ; 〕的计算
。

设弹性地基的弹性模量为 0E
,

泊桑比为召。 ,

板的节点总数为 S = ( M 十 1 ) ( N + 1 )则

渔兰 鱼兰一

T x s 一 1 了工s

二兰一
~

~

五
里一

了2 5 一 2 T Z s

玉场玉鲡`
一。灿

〔K p〕 =
1 一 拜。

万 E
o
人x

对 S 一 1 5 一 1

hx

了 s 一 1 5

{
}

…
( 4一

式中

、 ,户、 .了O自Qd

-, .土,1

:

扬
= Z L

。

(夸
·

了阁认
一
卜鲁城韶

二。 一

犷
( 、 一 , )

2
* ; + ( z一 , )

2*、

+

了(舒 )
2 + `

)
( 3

( 4

为板中第玄行第了列的节点 P与第无行第 l列节点 Q之间的距离
.

把式 ( 4
.

2 )
,

( 4
.

3 )
,

( 4
.

4 )代入式 ( 2
.

6 )

得
V { C } = { C }

, 〔K 〕 { C } 一 { C }
T
弋F }

,

其中

〔K 〕 = 〔K 〕J + 〔E〕召
,

称为总刚系数矩阵
。

把式 ( 4
.

14 )代入式 ( 2
。

7 )就可得到求解未知系数 iC j的代数方程组

〔K 〕 { C } = { F }
.

( 4
.

1 4 )

( 4
.

1 5 )

( 4
.

2 6 )

五
、

节点挠度和地基节点反力的近似计算

解出未知系数q j后
,

节 点 挠 度

切 、 (
x i ) = o ,

当 }
·

l 一 j】> l时梦 z(夕j ) = o ,

<留 } 可由式 ( 3
.

5) 计 算
.

故

由 于 当 Ik 一 iJ > 1时

J + 1 盆+ 1

留 l’j = 习 名
l
· j 一 I k

· f一

C吞z必掩( x ` )中l ( 夕s )
.

( 5
.

1 )

对文克尔地基
、

巴斯捷纳克地基和广义地基等模型
,

节点地基反力
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R ; j == K留 i j
。

( 5
.

2 )

对弹性半空间地基模型
,

地基反力 { R } 按式 ( 4
.

1 0)
,

即

{ R } = 〔K p〕
一 `

{留 }

计算
。

其中〔K 妇的计算见式 ( 4
.

1 1 )
.

六
、

弯矩及剪力的近似计算

节点弯矩

` .J.卜̀.. ,户.万.

:咨

,
J -.`( M

二
) 12 ,

( M
, )

` i =

一 ( D
·

会
+ D !

令
,`

一

俩令
+ D y

穿
,

( 6
.

1 )

式中

会 )
` ,

令 )
` ,

* ;
“ ’

封
f + 1 1,

艺 艺 C o z必
`

( x i )梦: (夕s )
l
一 j 一 I k · i一 l 、

一 `
,

省 岁
l 一 j 一 i k 一 `一 i

C ; z必* ( x i )梦 z (夕j )
. { ( 6

。

2 )

口了..、口产..、
、

节点剪力

ó

、口.,...口口
.7.。

.J
;

口

:己

…

、 ...J、 .se
户

( Q
x
)、 j =

( 6
.

3 )

( Q夕) 、 j =

一

〔
D ·

令
+ `D l + ZD二 ,

一

[
D·

令
+ ` D l + ZD二 ,

8 8留

口x口万
2

口 s留

口x Z口百

式中

(鲁 )
i , =

(令 )
` , ·

(斋 )
` ,

(层氛 )
` ,

屹
3

J+ 1 忿+ 1 111

习 E C ; z。
`

( x i )梦 l ( , z )
l . j一 1 k . f一 l

]+ 1 公+ 1

h丁
3

E 艺
少 l一 j 一 I k一 `一 i

C* z中 ; (
x 、

)梦 z ( , j )

= h
一 l

h
一 “ 省

k一 `一 1

C ; l必* (
x i )梦 z ( , s )

= ” ;
’ ” ;

’
:

孚
: ;

一
e * ,。

: ( x `

)梦 z ( , i )
· …

( 6
一

七
、

计 算 实 例

例一

某机场道面板
,

分仓尺寸 3
.

SJ x 4 ) (图 2 )
,

按 四边自由计算
,

E 二 3
.

5 x 10 叮 /M
“ ,

产二 0
.

15
,
无= 0

.

34 汀
,

按文克尔地基模型计算
,

K = 14 0 00 T /M
s ,

协 和机型的其中一种
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轮迹分布如 (图 2 )所示
, q 二 1 2 9 T / M

2 .

(图 3 )表示 1 0 x 10 网格划分时所算出的若干点的挠度值
。

为了便于 比 较
,

图 中同

时列出用混合型有限元法 〔“ 〕和有限元位移法 (
“
非保续

”
矩形薄板单元 )计算 的 结果

。

从图中可见
,

样条有限元的计算结果和每个节点三个未知量的其他有限 元 结果 相当吻

合
。

然而前者的总未知量个数只有 1 69 个
,

后者的总未知量个数却有 36 3个
。

(表 l )列出板体中心 的挠度和弯矩M二
值随网格分细而变化的情况 并 与差分法进行

比较
。

圈圈圈圈…圈圈

暨暨暨暨。
毯毯

立立立立}}}

000
一

3 9 ,,,,,

会里二字字
吞吞 4 8 11111111111

000 4 8 88888888888

000
.

4 6翻翻翻翻

:
.

要言言言
0

t

2 4 ,,

000
.

5 6 了了了了了了

味味 , 0 44444444444

000
.

, b 77777

袅互互急急
0

.

3 9 ,,,

公公 6 3 00000000000

000 6 2 99999999999

000 心 3 000

:
.

忿呈言言
o j 万 6666666

000 6 4 99999999999

000 6 5二二二二二二

000 6 4 999 0
一

6 2 ,,

含仓全君君盒二车二二含二不全全
认认 6 , 000 0 6 2 777777777

000
一 6 4 555 0 6 2 666666666

注
:

①样条有限元结果

②混合型有限元法

结果
。

⑧有限元位移法结果

图 2 图 3 节点境度值 ( M M )

表 1 中心挠度和 弯拒 M x 值

中心境度 ( M M ) 中心 弯矩 M x ( T
一

M /M )

网格划分
样条有限元 差分法

0
。
5 95

0
。

6 66

0
。

6 4 2

0
。
6 4 5

样条有限元

4 X 4 0
。

65 1 5
。
1 9 6

差分法

4
。

0 06

6 X 6 0
。

6 49 4
。

6 0 6 3
。
9 6 2

8 火 8 0
。

6 5 0 4
。
5 8 9 3

。

9 4 7

1 0 X 1 0 0
。
6 5 0 4

。
5 3 3 4

。
2 8 3

例二

某弹性基础板 4
“ x 4 ,` ,

板体厚 h = 0
.

2 M ,
E , 二 3

.

5 x l o 6 T /M
Z , 群, = 0

.

1 6 7
.

采 用弹

性半空间地基模型
,

地基的 E
。 二 3 50 00 T / M

“ ,
升。 = 0

.

4
.

(表 2 )列出均布荷载和集中荷载时的中心挠度和弯矩值
。

为了比较
,

同时列出同一

例题位移法所得的结果气 从表中可见二者的结果是十分相近的
.

. 位移法精果是西安室军军事工程学院姚炳卿同志计算的
.
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表 2 中心挠度和 弯矩龙
: 值

均布荷载 q 二 10 o T / M Z
、

集中荷载 P = 100 T

中 心 挽 度 (M M ) } 中心弯矩 ( T
一

M /M 中心掩度 (M M ) !中心弯矩 ( T
一

M /M )

样条有限元 样条有限元 样条有限元 样条有限元

网格划分

4 X 4 10
。
5 40 5

位移法

1 0
。
5 4 4 1 3

。

0 2 6 4

位移法

3
。

1 6 4 8 1
。
6 92 5

位移法

1
。

7 46 7 8
。
5 195

位移法

9
。

6 01 9

6 X 6 10
。

5 91 3 1 0
。
5 9 3 2 3

。
5 2 0 9 3

。
5 2 6 7 1

。

8 06 2 1
。
8 53 3 12

。

97 2 4 1 5
。

0 08 5

8 X S 10
。

6 2 14 1 0
。
6 2 2 3 3

。

6 2 38 3
。
6加 4 1

。

8 45 9 1
。

88 8 3 16
。

0 82 6 18
。

5 31 4

1 0 X 1 0 1 0
。
6 40 0 1 0

。

6 4 0 2 3
。
6 5 8 5 3

。

6 5 6 9 1
。
8 65 0 1

。

8 9 8 2 1 8
。
4 01 8 2 1

。

0 59 3

( 图 4 。
) 表示均布荷载作用 ( 网格划分为

6 x 6 ) 时图示位置上 的 P八 计算值
。

其中 P为

单位面积上的反力
, q为荷载集 度

。

( 图 4右)

表示沿板中心线 P / q 值的变化情况
。

所得结果

和位移法的结果一致
。

( 表 3 ) 列出了集中荷载作用 ( 网 格划分

为 6 义 6 ) ( 图5
、

) 所示位置上的 1P
2

/ p ( 单位面

积上的反力与平均接触压力之比 ) 的计算值
。

为了比较
,

同时列出位移法的结果
.

式中 P为

单位面积上的反力
,

l为板宽
,

p 为板中集中荷

载
。
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图 4 均布荷载作用时 p / q值

表 3 集中荷载作用时1P
2
/ p 的计算值

节节点号号 样条有限元元 位移法法

11111 一 0
。
8 777 一 0

。
9 333

22222 0
。
1 777 0

。
2 111

88888 2
。
0 222 2

。
0 888

44444 9
。
6 222 1 0

。
2 999

55555 3
。
6 999 3

。

5 444

66666 0
。
7 777 0

。
6 111

77777 ~ 0
。
3 444 一 0

。
3 777
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结 束 语

子

上述各例表明
:

应用样条有限元法解算多种地基假定下的弹性基础板是 非 常 有效

的
。

由于各点弯矩都连续
,

因此它可以像差分法和有限元混合法一样
,

直接给出节点弯

矩
,

而用不着像有限元位移法那样取相邻节点弯矩值的平均值
.

然而它和有限元混合法

相比
,

具有总刚系数矩阵正定的优点 , 和差分法相比
,

具有总刚系数矩阵对称的优点
.

此外
,

它有着较高的精度 〔`〕 :
J 〔留一 留启 = 0 (护 )

,

这里沪为真解
, 脚 h 为依 赖 于 分格

h的近似解
。

样条有限元法每个节点一个参数
,

而有限元位移法和混合法每个节点三个参数
。

这

样
,

应用样条有限元法
,

就可比后者大为节省存储单元和减少计算时间
.
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