
非对称矩阵广义特征值问题

的 同 步 迭 代 法

蔡承武 陈树辉

(数学力学系 )

一
、

前
~ ,曰

目

有粘性阻尼的结构振动与旋转结构的振动
,

其振动频率与振型的计算
,

归结为求解

AX + 田 B X + 。 ZC X “ 0 ( 1一 1 )

的特征值与特征向量
.

一般情形
,

A
、

B
、

C均为对称稀疏矩阵
,
对于旋转结构的振 动

,

B

为反对称矩阵
,

计算机贮存它们只需要较小的容量
。

寻求适合这一特点的计算方 法
,

具

有很大的实用意义
。

令丫
二 。 X

,

( 1一 l) 就可化为阶数高一倍的广义特征值问题

K Z = 。 M Z
,

( 1一 2 )

其中

K
=

〔合号〕
,

M =

〔兮钊
,

z =

{夺{ ( 1一 3 )

而 l为单位矩阵
。

K
、

M仍保持稀疏的特点
,

但已失去对称性
。

子空间迭代法 〔`〕只能解决对称矩阵的广义特征值问题
.

J e n in n gs 等 提出的实矩阵

的同步迭代法 〔“ 〕适用于求解非对称矩阵的标准特征值问题 AX = 久X
,

如将 ( 1一 2 )化为标

准特征值问题
,

矩阵就不再是稀疏的了
。

本文应用相关分析的方法卿
’

哟
’

内
,

推 广了

子空间迭代法
,

使它适合于计算非对称矩阵广义特征值问题的部份模小的特征值及相应

的特征向量
,

条件是 K
、

M为实的非奇异矩阵
。

二
、

特征值
、

右特征向量与左特征向量

设 K
、

M为
n x n 的非奇异

、

实矩阵
。

满足

K q == 久M q ( 2一 1 )

的非零向量 q称右特征向量
,
几称特征值

。

类似地
,

满足

q T
K = 久q T M

( 2一 2 )
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的非零向量 q称左特征向量
,
久称特征值

。

记

A三 M
一 , K ,

( 2一 3 )

显然
,

A为 n x n的非奇异
、

实矩阵
,

A在实数域上的广义约当 ( Jor d a n
) 标准型 〔 5〕为

) ( 2一 4 )

`止0A广l
.

we
eeJ

一一A

其中A ; ( i = 1
,
2

,

…
,

r) 为广义约当块
,

它们分别属于下列两种形式之一

( 2一 s a
)

、

!
|||||尹/

1 久

/厂

|
l
、

一一

厂

A

冬、
1 几i

或

( 2一 s b )
…
||!
l|

es

!、 、

一一A

、声
`

a i 夕1 0

一

夕` a i

0 l a ` 夕s

0 0
一

口` a i

0 l a ` 夕`

0 0 0 一

夕i a i

\

1
一

…
{

一
{

)

醉

诸约当块阶数之和等于 .n

设 A为 A的广义约当标准型
,

也就是说存在非奇异
、

实矩阵Q
,

使得

Q
一 i A Q = A 厂2一 6 )

以 ( 2一 3 )代入上式
,

并以矩阵M Q左乘上式两端
,

可得

K Q = M QA
。 `

沱一 7 )

Q的第 j 列记作 q j ( j = 1
, 2 , … n

)
,

即

Q三 〔q , ,
q : , … ,

q
n

〕 {飞一 8 )

比较 ( 2一 1 )
,

( 2一 7 )两式
,

不难得出如下结论
:

( l a)
:
对应于形如 ( 2一 s a) 的约当块人

,

不妨设 ^ i的最后一列位于 A的第 j夕 ( , 一 1 ,

有一实特征值否及相应的右特征向量 qj
.

( a2 )
:
对应于形如 ( 2一 s b) 的广义约当块 A,.

,

不妨设它的最后两列分别位 万五的 第

j 一 1列与第 j列 , ( 2一 l) 有一对共辘的特征值 ia 士 `民及相应的右特征向量 q ; 一 : 士 `q , .

事实上
,

从 ( 2一 7 )展开可得
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、 .2、 .户
a
.

臼
了.、
碑
才、

K 〔q j
一 : q j〕

= “ 〔“ `一 q`〕
〔竺臼

`

崖:〕
q j

l三〔q j
一 : + i q j

,
q s一 ; 一 i q j〕:卜n,

尸.
.
.̀

由 ( a ) ( 6 )两式可得

K〔
q

二
: ,

{〕
一 M

q j一 q j 1 f
a , + `夕` 0

. _

J L 0 a i 一 名梦i
(

e
)

这就证明了上述结论
。

令

Q = Q
一 ’ M

一 ’ ( 2一 9 )

从 ( 2一 3 ) ( 2一 6 )两式可得

_ T

Q K Q =

以 Q
一 `
右乘上式两端

,

A
,

注意到 ( 2一 9 )后可得

( 2一 1 0)

一 尹 _ 甲

Q K 二 八 Q M
( 2一 1 1 )

!诵、、

Q三 〔q
: ,

q
: ,

…
,

q
。
〕 ( 2一 12 )

将 ( 2一 2 1 )展开
,

并与 ( 2一 2 )比较
,

可以得出类似于 ( i a
)

,

( Z a
)的结论

。

( 1b )
:
对应于形如 ( 2一 a5 )的约当块 .zA

,

不妨设八、 的第一行位于 A的第 ]’4于; ( 2 一 2 )有

一实特征值心及相应的左特征向量 q j
。

( 2b )
:
对应于形如 ( 2一 5b )的广义约当块人

,

不妨设它的最前两行分别位于八峋第 j

行与第 j + 1 行
,

( 2一 2 )有一对共扼的特征值
。 `士口* 及相应的左特征自量示干嘀j 十 : .

〔 ( Q
刃
左乘 ( 2一 7 )两端

,

注意到 ( 2一 1 0 )后可得

一 T

Q M Q = l ( 2一 1 5 )

其中 l 为单位矩阵
.

上式表达了左
、

右特征向量的正交条件
.

我 r1[ 规定 A中的约当块按对应特征值的模的大小次序排列
,

与模最小的特 征值对应

的约当块排在左上角
,

与模最大的待征值对应的约当块排在右下角
一
作了 这 样 的规定

后
,

广义约当矩阵 A就唯一确定了
.

特征向量尚不能完全确定
,

由于在 Q 中实特征向量

所在的列只能相差一常数因子 ; 而复特征向量的实部与虚部所在的列
,

虽可 以 变 化很

大
,

但由它们组成的复特征向量也只能相差一复的常数因子
。

我们规定右特征向量模最

大的元素为 1 ,

经这样正规化后
,

特征向量就完全确定了
.

三
、

同 步 迭 代 算 法

取 P 个线性无关的 (右 )初始向量 u 、 ( i 二 1
.

2
,

…
,

尸 )
,

一般 尸 应大于待求特征向量的

数目
.

记

U三 〔u , ,
u : ,

… u 户〕 ( 3一 1 )
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由于 Q 是非奇异的
,

U 可表为

U = Q C

式中 C 为
n x P 的矩阵

,
C 的第

上式可写成

( s一 Z a
)

￡列 ( 1攫 i成 P )元素是 iu 按右特 征 向量展开的系数
.

U = Q
, C , + Q , C , ( 3一 Z b )

其中

Q
, 三 〔q , ,

q: ,

… q户〕
,

Q , 三 〔q户
+ : ,

q户
+ : ,

…
,

q
。
〕

( 3一 3 )

而 C
滩 ,

C
。

分别是 P x P
,

( n一 P ) x P 的系数矩阵
,

假定 C
,
非奇异

。

Q
,
的列向 量包含

全部待求的右特征向量
.

假设 A矩阵的对角元 久p p ( P 行 P 列的元素 )与 久+P
, ,

p 十 :
属于不同的约当块

,

并且

两个约当块对应的特征值的模不等 , A可写成

、 一

)
A滩 ”

)
LO A ,

J
( 3一 4 )

其中 A , ,

A。
分别为尸阶与 (

n 一 P )阶的广义约当标准型
,

将上式代入 ( 2一 7 )可得

K Q
` == M Q

,

A ,
老

K Q
。 = M Q

,入
。

f

将U代入如下矩阵方程

K V = M U

可解得 V
。

应用 ( 3一 2的
,

( 3一 5 )
,

V可形式地表为

( 3一 5 )

( 3一 6 )

v = Q
, 八万

`
e , + Q

刀

入万
`
c

,

根据本文规定的约当块在 A中的排列规则
,

从上式可以看出
,

的贡献相对地减小了
。

类似地
,

取尸个线性无关的 (左 )初始向量 u , ,
u : ,

…
,

uP
,

记

U 三 〔u ; u : … u 户〕
,

U 一般可表为

U = Q
,
C

; + Q
。
C

。

其中

( 3一 7 )

Q
。

对 V的贡献比对 U

( 3一 8 )

( 3一 9 )

Q
, 三〔q

, ,

q
Z ,

…
,

q 夕〕
( 3一 1 0 )

Q
。
三 〔q 户

+ , ,

q户
十 : ,

…
,

q
。
〕 , }

而 C
, ,

C
。
分别为 P x P

,

(
” 一 P ) 义 P 的展开系数矩阵

,

假定 C
刁
非奇异

.

( 2一 1 1) 可写成

一 r

Q , K = A ,

一 r

Q
。

K = A
B

Q
,

M

( 3一 1 1 )
Q

,
M

当已知 U 后
,

可从方程
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一 T _ r

V K 二 U M

解得 V
,

应用 ( 3一 9 )
、

( 3一 1 1 )
,

V 可形式上表为

V
r = C盛A梦 Q戈+ C石A飞` Q石

令

m = V
’
M V

( 3一 1 2 )

( 3一 1 3 )

( 3一 1 4 )
k = V

T
k V

m
,

k均为 P x P矩阵
.

以 ( 3一 7 )
,

( 3一 1 3 )分别代入以上两式
,

m = C戈人廿C
, + C石A廿C

。

应用关系式 ( 2一 1 0 )
,

( 2一 1 3 )便得
:

( 3一 1 5 )

k = C互 A份 C
, + C石A几`

C
B }

随着迭代次数的增加
,

以上两式右端最后一项的贡献将趋于零
。

于是得近似关系式

m ` C二A牙Z
C
月 ,

k ` C互A J ’ C
五 , } ( 3一 1 6 )

求解如下广义特征值问题

kX = m X A
;

以近似关系式 ( 3一 1 6 )代入上式
,

不难看出

X = C牙
` A

月

)

A
, 二 A

, )

是 ( 3一 1 7 )的一个近似解
。

A p给出了模最小的尸个特征值的近似值
.

令

W = V X
,

以 ( 3一 7 )与 ( 3一 1 5) 的第一式代入上式
,

便得近似表达式

W ` Q
, + Q

。
A言`

C
:
C牙` A , ,

W的各列给出了改进后的近似右特征向量或右特征向量的实部与虚部
.

令

B = m X

以 ( 3一 1 6 )
,

( 3一 15) 的第一式代入上式
,

可得

( 3一 1 7 )

( 3一 1 8 )

( 3一 1 9 )

( 3一 2 0 )

( 3一 2 1 )

( 3一 2 2 )

( 3一 2 3 )

一 T

比较 ( 3一 2 1 )
、

( 2一 9 )
,

可知 B
一 ’ = X 而 X为相关矩阵 k

, m 的左特征向量所构成的
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矩阵
。

以 ( 3一 2 2 )
,

( 3一 1 3 )代入上式可得

—
T 一 一 一

W 么 Q互+ A ,
C一 C万A甘 Q石

19

( 3一 2 4 )

W的各列给出了改进后近似左特征向量
,

或左特征向量的实部与虚部
。

将W
,

W正规化后
,

分别作为下一次迭代的 U与 U
,

直至前后两次迭代所得的近似特

征值或特征向量的相对偏差满足精度要求时为止
。

由以上的分析可得
,

非对称矩阵广义特征值问题双迭代算法的步骤
:

巳知 K
,

M
,

U 、 。 》 ,
U ( 。 ) ;

( l) 解方程

K V 。。 ) = M U 《 s一 : )
解得 V

。 s ) ,

K
T
V 《 i ) == M

T
U

《 i一 : ,
解得 V ( ` , ;

( 2 ) 计算相关矩阵

k ( , , = V 《
毛

, M U 《`一 、 ,

一
T

m (` ) , V ( 、 ) M V (、 )

( 3 ) 解特征值间题
`

k (` ) x 《 、 , = m 。` , x 《 ` , ,二
` ,

解得 x
。 , , ,

;
二
`

( 4 ) 改进右特征向量 的估计

W
一̀ ) = V ( i )

X
( i ) 。

( 5 ) 计算矩阵乘积

B ( ` ) 二 m ( i ) X ( ` )

( 6 ) 解方程

。 `

{
)

面二
, =

试 解得W
。` ) ,

( 7 ) 特征向量正规化

W
( ￡)
一 U ( ` ) ,

W
( ` )

* U ( ` ) ;

设 W 三 〔 w , , w Z ,

… w p 〕
。

若 W j代表实特征 向 量
,

绝对 值 最 大 的 元 素 为 d
,

则

1
U f =

,

- ; 尸
W f

.

d

若 w j
, w j 十 :

代表一对共扼的复特征向量的实部与虚部
,

特征 向量 w j + iw j 十 ,

模 最

大的元素记作
e + :’f

,

则正规化后的特征向量为 ( w j + ￡w j
十 ;

) / (
e + 汀 )

,

它的 实 部 与 虚

部分别为
u s = (

e w j + f w s 十 ,
) / (

e Z + f
Z

)
,

u s
+ : = (

e w s
+ , 一 f w j ) / (

e Z + f
Z
)

.

( 8 ) 检验收敛性
。

第 `次迭代得到的近似特征值记 作 ,
:
`’ ;

J
` ’ …

,
; :

` ’ ,
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S为要求的特征值数目
,

一般 S < 尸
.

( i· 1 )

若
对

`

勺
一
勺

( i )

勺

< 10 ~ p (可取 p = 4 ~ 6 ) j = 1
.

2
, …

则迭代结束
。

若不能满足以上不等式
,

则转向 ( 1 )
,

继续迭代
。

归纳以上的迭代步骤可得

u ( * ) 二 ( Q
, A二

,

c
, + Q

: 入二
’
c

。

) s `
,

( 3一2 5 )

其中

5 1 = X ( 一 ) R ( 1 )
X

( : )
R

(幻 … X
( 矿) R ( .l )

.

( 3一 2 6 )

而 R
` j )
是第 j次迭代W 《 j , 正规化时需要乘的矩阵

,

即 U
( s 》 “ W

《 j ,
R

( j )
( j = 1

,
2

, …

类似地有

己 “ 厄卜万工弋
`
厩) ( 3一 2 7 )

一S
一一

T(一U

其中

亏
` =
及毛

` ,
x万:

, m万: R军七i一 : 》
X

。
;
一 : )

~ 1

m ( i一 l )
. ’ . ( , )

X
( i )R军 m ( l ) , ( 3一 2 8 )

而豆
《 j ,
是第 j次迭代丽

《 j ,正规化时需要乘的矩阵
,

即 0
( j , =
而

《 j 》及
` j , i( 一 1 , 2

,

… 1)
.

从 ( 3 一2 5 )
、

( 3一 2 7 )两式可以看出
,

随着迭 代 次数 的 增 多
,

Q
B
对 U “ , 的贡 献

与吸
;

对 O
( ` 》 的贡献将趋于零

.

当迭代多次以后
,

可以略去包含 c
B
与 c :

的项
,

( 3 一 l e)
、

( “ 一` 8 ) 等近似关系式的误差将趋于零
·

“ 《 ` )
趋于 Q , ,

“二
` ’ 趋于 “ 。 ·

如果 A的对角元久PP 与久
: 十 ; , ; + :

属于同一约当块
,

或虽属不同约当块
,

但两个约当块对

应的特征值的模相等 , 这时 A牙`与 A舒的非零元素比较
,

即 i 当使充分大时
,

也不能完全

忽略 A ; `的元素
,
U 。` ,

不能收敛到Q
月 ,

A乡
`’ 不能收敛到 A

, .

但所求得的前几个特征值与特

征向量仍能收敛到准确值
.

因此
,

参加迭代的向量个数户一般应大于所需计算的特征值

个数 S
。

从上述收敛性的讨论
,

可以发现
,

只要 Q
。

对 U 。、 ,
的贡献趋于零 (当 `趋于无穷时 )就

能保证特征值与右特征向量收敛
。

因此不必考虑左向量的改进
。

事实上 ( 3 一 25 )的成立

并不依赖于 U (` ,
的改善

.

为了节约机器容量可用 V代替 V , 这时

U = Q
,

C
, + Q

。
C

。

V = Q
, A牙`

C
, + Q

。
A万’

C
,

V也可按左特征向量展开
,

写为

V
口 = C互Q瓦+ C落Q落
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m = V
T

M V = C支A二
` C , + C石A万`

C
。

k = V
T

K V = C石C , + C石C
B

当 C
B

一
O ( Q

。

对 U的贡献趋于零 ) 时有

m = C叹A又
` C

k = C五C A } ( 3一 2 9 )

由于不考虑左向量的改进
,

C 。的元素并不是小量
,

故 ( 3 一29 )的误差比 ( 3一 16 )

大
,

这将降低 收敛率
,

但是绝不影响收敛性
.

双迭代法中的 V 用 V代替
,

就得到广义子

空间迭代法
,

其迭代步骤大为简化
。

巳知 K
,

M
,

U (。 )

( 1 ) 解方程

K V ( ` , = M U “ 一 , 、

解得 V 《 i , ,

( 2 ) 计算相关矩阵

k “ , · v气
` , M U 《 `一 ` ,

m 《 ` , , V毛`
, M V 《 ` 》 ,

( 3 ) 解特征值问题
k 《 ; ,

x
《、 ) · m 《` 、 x ( ` , ; 么

` ,
解得 x ( f , ,

;
二
`

( 4 ) 改进右特征向量的估计

W
( ` ) = V ( f )

X
( ,. ) ;

( 5 ) 特征向量正规化

W
(、 )

一
U (` ) ;

( 6 ) 检验收敛性
.

上述迭代算法包含了实对称矩阵广义特征值问题的子空间迭代法
,

后者是前者 的 特 殊

情况
.

双选代法与广义子空间迭代法每一次迭代均需要计算相关矩阵的广义特征 值 问题

k X = m X A
,

可先将它化为标准特征值问题
,

然后采用双Q R算法帅
.

四
、

算 例 与 讨 论

计值 KQ = M Q A的前几个特征值与特征向量
。
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计算结果见下表
。
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表

算 法
迭代
次数

化成标准

特征值简

窟后用双

Q R 算法

日
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,
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’
2 2 `2 9 5 ” 2 ` ” “

1
。
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·
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·
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0
。
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0
。
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0
。
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0
。

5 3 61 2 8 8 4 1 0 0

0
。

10 0 0 0 0 0 0一0 1

0
。

5 22 8 9 8 8 8 1 00

0
。

10 0 0 0 0 0 0 1 0 1

一
0

。

39 5 99 08 6 1 0 0

未求广义子空 0
。
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。
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0
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0
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0
。
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0
。

10 0 00 00 0 2 0 1

0
。

2 2 12 95 02 一0 0

0
。

5 3 6 128 84丈 0 0

0
。

100 0 00 00 t o l

0
。

5 2 2 8 9 88 9 2 0 0

0
。

1 00 0 0 00 0一0 1

一
0

。

3 95 99 08 8一0 0

、 ....,leeee夕,几,儿1几O自1工d.ùO自`土

一

d.几O自门工1几

一一
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计算结果列于表二
,

从实际计算情况来看
,

特征值比特征
一

向量收敛性好
.

广义子空间迭代法与双迭代法

比较
,

前者对机器容量要求较低
,
程序简单

,

虽然收敛率比双迭代法低
,

但由于广义子

空间迭代法每迭代一次所需计算时间较少
,

这可以弥补迭代次数较多的缺点
。

当 K
、

M对

称时
,
双迭代法

,

广义子空间迭代法与子空间迭代法
,

三种方法的计算结果与迭代次数

完全相同
,

这是必然的
。

广义子空间迭代法的迭代步骤与子空间迭代法相同
,

本文的分

析扩大了子空间迭代法的应用范围
.

本节所举的两个算例
,

主要目的是考验双迭代法与广义子空间迭代法的收敛性
.

低

阶特征值问题并不能体现这两种算法的优点
.

这两种算法特别适宜于计算高阶广义特征

值问题少数几个模最小的特征值及相应的特征向量
. _

一方面相关矩阵 k
, m 的阶数较低

,

用双 口R算法解特征值问题花费机器时间不多
。

另一方面矩阵K
,

M均可变带宽储存
,

如

K
、

M为 ( 1一 3 )式所表达的形式
,

则只要变带宽储存 A
、

B
、

C
,

十分节约内存
,

这对 高阶

矩阵来说
,

非常重要
.

一般来说
,

计算自由度数很高有粘性阻 尼的结构或旋转结构的低

阶自振频率
,

采用本文建议的方法是适宜的
.
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表二 特 征 位 又

算 法

、 小 } 特 征 值
, ` 、 l 、 }

_
次数 } * 。 l

一

工 ~ } 工一一万二一一一
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Q R 算法
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。
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石一八一补
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1 6

( 8 )
2 :
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0
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。
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0
。
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。
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0
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。
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一 0
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(
一

0
。
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0
。

0 00 0 00 0 0 t o 0

( 0
。
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