
网架结构分析的拟夹层板法

罗 恩

( 数学力学系 )

平板型网架结构是高次超静定的空间杆系结构
。

分析这种结构的力学模型基本上有

两种
:
一种是离散化模型

,

把网架作为空间析架进行分析 , 另一种是连续化模型
,

将网

架近似地视为一连续体进行分析
。

目前国内外常用的连续化方法大致有两种
:
一种是将

网架化成交叉梁
、

各向同性板或各向异性板
,

通过网架结构标准单元与连续体单元间所

建立的力与变形的关系
,

来求得换算的弹性模量
、

泊桑比及板的折算厚度等 ; 另一种是

从离散化模型出发
,
首先建立网架的差分方程式

,

然后转换为近似的微分方程式
.

这两

种方法各有优缺点
,

但都比较麻烦
,

而且不能以一般而统一的格式来建立各种网架的微

分方程式
。

本文是将网架视作夹层板
,

通过网格连续化的一般方法求出有关刚度系数
,

然后利

用夹层板理论
,

以一般而统一的格式来建立各种网架的微分方程式
。

根据网架结构的受力特性
,

可将网架的上
、

下弦面看成夹层板的上
、

下表层
,

而将

中间腹杆层看成夹心
,

并假定
:

1
.

表层只有抗拉压刚度
,

且应力沿表层均匀分布
,

即假定表层处子薄膜应力状态
。

2
.

夹心只能抗剪
。

在建立网架的夹层板模型时
,

矩阵 O可按下式计算
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其中 E 为杆件弹性模量
,

杆的方向余弦
。

凡 j为打杆的截面积
, 。 汀为ij 方向杆件的间距

,
c

·

xj 及 q yj 是 i]’

为了便于应用
,

现将各种常用网格的有关刚度

系数列于下
:
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为了便于应用
,

下面给出各种网架的微分方程式
。
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命
+

2” d
u
h Z

侧百 ( 1 + 、厂丁
。
) d , 恶

( 3
.

2
。

1 6 )

中中其其

E F d C二 C考
C =

- 一石
一

一 (斜放四角锥 ),

对于棋盘形四角锥网架

a , ` 、 “ : 2 、 a : :
与 ( 2

.

2
.

2 6 )式中的相同
,

C =
E F d is 儿

黔如 (星形四角锥 )

口 1 3 = 一 d lh z
口2

口万2 ’
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口 l心= 口 23 =
一 Z d l ll z

日

口 x口万

,

aa 。 = 2斌万 d
d 2

. , , , 。

d Z 月

矽无「 十 “ “ `
万百云了 一 `

d lh l
口

2

刁x Z

, a 。` = d l人乡
口2

口x 口y

h 2

丈2斌百 + 。
)

~ 口
a

. 。
二 C 丁
一 OX

= dI 石
:

立l 口x Z

十
2斌百dl

h 2

( 2侧了
+ :

)

口2 。 。 日 , 一

不 , 石
一
一 七 , a “ = 七 飞不

~ 一 , a “ = 一 L 犷
a y

一
U y

4左2ó̀
aa

第二期

其中 ( 3
.

2
.

1 7 )

E F a C二 C姜
c =

—
一 _

_

_

a

显然
,

在 ( 3
.

2
.

1 5 )式 中
a , 3 、 a : ` 、

几:
及处

`

不可能为零
,

因此
。 、 v
与功

二 、

功y 是藕合的
.

在

求解时可引入一辅助函数叻
,

将 ( 3
.

2
.

1 5 )式合并为一个关于功的 10 阶偏微分方程式
。

四
、

某些网架位移及杆件内力的计算

对于上述各种形式网架的微分方程
,

可用求解平板或夹层板的现 有 方 法来进行求

解
.

但对于两向正交解放网架
、

两向斜交斜放网架及三向网架等必须考 虑 剪 切变形影

响
,

才能得到精度较好的结果
。

应当注意
,

某些网格 (例如正交正放网架等 )所构成的表

层
,

不能承受平面内的剪力
,

这是与真实夹层板的表层不同之处
.

正是 由于假想夹层板

与真夹层板的这个区别
,

使得在某些边界条件下
,

真夹层板有解而假想夹层板可能没有

解
。

为便于应用起见
,

下面给出某些网架的位移及杆件内力的计算公式
.

1
.

周边简支的两 向正交正放网架
、

正放 四角谁网架及正放抽空四角锥网架在均布荷

旅作用下的计算公式

当B : 二 B: = B时
,

挠度 f1, 的公式为

4。 l二
. , .

一 任 /
`

一 n l
` ,

,
.

尸
. , 、 曲

`犷 一乏飞石、人 一 “ , 人 一 ` 、 弄 z 一 下舀百
-

X 名
( F , (刀。 ) F

:
(言m ) + 4 F 。

(夕, ) F
。
(省

,,

) ) 幼万 X

, , 1
·

3 t ,: 6

〔F : (夕
” :

) + 4 F
: (夕

。 )〕
5 2功万二一

` 轰

( 4
.

1
.

1 )

上孩杆内力公式

N
“ 二

劣

。 x ( x 一 l二 ) q
.

一

一飞下一一 甲 云 互l
(旦

, ) F
l

(省
, n

) 十 4 F 3
(夕, ) F

。
(考, )

矛刀 . 1
.

名 二 ” 〔、 : (夕
, ,

) + 4 F : (夕
二 )〕

执万 X
5 2刀 j 下

~

, X

q一
2 .劣一认

a一刀
J任一

s a夕z亡
N

一 =

一y 万
o
九

下弦杆内力公式

艺
,

1
。

F :
(口二 ) F

。
(言, ) 一 F

。

(口, ) F
;

(言, )
.

优万 X

m , 〔F
: (夕

、 )
·
4 F : (夕

m )〕
S: n万丫

ee

. 劣

( 4
.

1
.

2 )



3 8甲J U人 子 子 恨
一

一
~

一
~

~

一
- -

一

一
一

- - 一 一
.

一~ - 一

一一

1 9 80 年

二 一N 竺
,

N 兰
二 一 N廿

,

( 正交正放
,

正放四角锥网架 )
曲 声 萨

二 一 ZN

横向剪力公式

Q二 =
_ 。 ( Z x 一 l二 ) _

2

N二
=

4 q l ,

一 ZN二( 正放抽空四角谁网架 )

lX̀I劣

NN

F ,
(夕二 ) F

l

(夸, ) + 些卫,超丛 )二些业
m , 〔F : (夕

, ) + 4 F: (夕
二 )〕

杭万 X
c o s ~

万尸一
. 劣

O y = 一
4了百互l

二

万么
用 . 1一 3

旦丛遨丛纵巨丝迎鱼乏巫细
m ,

〔; : (夕
, )

+
4 ; : (口

m )〕

。

执兀 X

s l n 万二
se

犷 J

( 4
。

1
.

3 )

网架腹杆的内力可通过横向剪力Q
x 、

Q y求出
。

式中
a m ”

召万 二二

下丁
一

l二
, 夕m =

记百 , 对 y

几「
-

几
,
考二 = a 二夕,

F
:

(若。 )
,

F :
(考。 )

,

F
。

(若。 )
,

F `
(专m )为

克雷洛夫函数
,

其表达式为

F :
(省, ) = c几(言。 )

c o s
(言。 )

,
F :

(夸, )
_ 1

2

〔 c丙(省m )
5 1: (言m

)
+ s丙(考m )

c o s

(言
二
) 〕

: 。
(七二 ) =

冬
: 入(若二 )

: *: (若二 )
,

:
`

(若, )
`

=

专
〔·”`“ 。 ,“

·
(“二 ,一 ” (“二 ,

` 。 S

`“ 。 ,〕

这类函数已有现成的表格可查 〔吕 ,
。

当。 : , 几时在上述公式中应用
。

二
、

口二
、

言二来代替
。 二

、

口二
、

言二
.

而

=;a 夸
,

等 礁
·

嵘笋 奈咖岭 .)t
2

.

料放四角谁网架及星形四角锥网架的近似计算

根据这类网架总的受力特性
,

可近似地按正交正放网架来分析
。

实际的计算结果说

明
,

这种简化分析法能保证工程实践上所要求的精度
.

下面给出按此法所得到的位移及内力计算公式
.

挠度留按 ( 4
.

1
.

1) 式计算
,

其中

B 二
召百F

“
F I

(训百 F
“ + 川 )半

( `为下弦网格的边长 ,

上弦杆内力 N {
2 =

衅
3 =

嚓兴
~

+

2̀ 。 ,立
训 2 万 “ h

云 里鱼左鱼
旦
竺匹互过土一, 一 ` : 3 m , 〔F : (夕

二 ) +

一哑醚赳湍黯毕伽~
执万 X

` , ”
万二

一

( 4
.

2
.

1 )

下弦杆内力
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` _二夕区竺些丝
-

x Z h

4 lq l

万 3
h

“ 杀 F,
(刀二 ) F

:
(若, ) + 4 F

3

(夕m ) F
:

(若, )
-

一

—
_

优 一 1
。

3 m “ 〔F: (夕
, 。
) + 4 F

: (夕
二 ) 〕

仇万 X

s忿n 万下
es

一苏

_ _ ,

s q` l二
-

N 了
.

= 一

一
艺

J 万
o
左 爪 一 1

.
5

F :
(夕m ) F

:

(省。 ) 一 F 3
(口二 ) F

:
(七, )

二 “ 〔 F: (夕。 ) + 4 F : (夕
, )〕

执万 X
s忿n 万下

, 苏

( 4
.

2
.

2 )

五
、

计算结果的比较

1
.

两向正交正放网架

几何尺寸 暇= 与 = 48 阴 , a = 3协
,
h = 3

.

6气杆件截面积

尸` · 6
“ , 名 ,荷载 。 = o

.

Z T zm
“ .

F
“ = 12 “ ` 2 ,

F z一 F 竖 = s C , 名

上弦杆内力的比较 ( T )

本文公式计算

结果 ( 级数取

二项 )

重三角级数取 10 0

项的结果 ( 考虑

剪切变形 )

重三角级数结果

(取 10 0项
,

不考

虑剪切变形 )

矩阵位移法的

结果

一 2 9
。

6 2

一 2 8
。

2 0

一 2 7
。

3 6

~ 2 3
。
2 6

一 2 0
。

9 1

一 1 4
。

18

一 11
。

3 0

一 7
。

7 6

一 5
。

7 6

一 16
。
8 5

一 5
。

98

一 4
。
7 7

一 2
。

20

一 2 9
。

4

一 2 7
。
8

一 2 7
。

1 5

一 2 2
。

9 5

一 2 1
。

0 0

一 1 3
。

9 0

一 1 1
。
8 0

一 了
。

7 6

一 5
。

9 3

一 1 6
。

9 0

一 5
。

94

一 4
。
9 9

一 2
。

06

一 2 9
。

61

一 2 8
。

20

一 2 7
。

40

一 2 3
。

3 5

一 2 1
。

40

一 1 4
。

10

一 1 1
。
3 0

一 7
。

77

一 29
。

48

一 2 8
。

0 0

一 2 7
。

50

一 23
。

45

一 2 1
。

0 2

一 1 5
。

02

一 1 0
。
4 6

一 8
。
8

一 3
。

6 2

一 16
。

6 5

一 5
。

7 5

一 4
。

8 0

一 2
。

12

丈座处斜杆最大内力 ( T )

1 5
.

2 7 ( 本文公式 ) 12
.

0 0 ( 重三角级数 ) 13
.

7 5 ( 矩阵位移法 )

在对称轴上某点的境度 (。 m )

15
.

5 5 ( 本文公式 ) 2 2
.

22 ( 矩阵位移法 )

2
.

斜放四 角锥网架

几何尺寸 l二 二 l , 二 5 6附
,

人二 2
.

5加
,

l 二 3份 ,荷载住二 o
.

1 5 4T /二
a .
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下弦杆内力( T )上弦杆 内力( T )

矩阵位移法 矩阵位移法
本文公式

假 想

弯矩法 1
}
!

本文公式 }假想弯矩法
z{ I

! { I { I

月才 nJ U n内 b工 bt
尹

,̀口丹了1几行̀,上1人二é一ó
.

……
门勺丹hó1上J怪内O八找ù甲̀

一一一一一一一
八0Zt
尹J̀任J性一勺00八UQó八6九b亡Ug目八01,̀月了,上,土

.

…
一兄OUg曰内O八Un甘弓自7口O

ù勺0
ùU八”几J内勺,臼一艺八JOUQù比JlbOU几Q,曰八己,乙几七一托ù,曰,自Odt了nU工JJ丹bUJ工勺ùó,上

...

……
一 1 2

一 1 0

一 2

一 5

一 1 2

一 8

一 9

一 7

一 8

一 12
。

一 10
。

一 2
。

一 5
。

一 1 2
。

一 8
。

一 8
。

一 7
。

一 7
。

一 9
。

一 1 0
。

一 9
。

一 4
。 一 0

。
9 3

一 7
。
7 3

1上Q自二Jno
7
c八1上充Ot
了.

八U工勺OU,l, .1nolcl己n甘RJ住J性,上八U八O丹bJ.上2
. .上1上了̀1孟,上,二八”八O才任片了OU八11óù日ó斤了OJ八石O曰nUóX八一QQnJb厅̀,口Rù1办一勺1上OU内bJ几占,二2111111nóùUl勺n甘尸0nU20口n甘,上叮̀nbJ任n甘O口QOO自R一

...

……
即̀,JJ任óU,曰ù勺ǎ七,lJ占` .上1上J.几曰上,l̀.几,工OD门10甘,口ó吕,二O甘月了O自ùbl勺叮.n口几O八U几06...

……
001台左ù,口̀立R一行峪碑自2

上̀1上1占,占月上1二

边界 I
: w = 0

,

边界 I
: w = 0

,

及沿周边切向位移为零
.

六
、

结 语

1
.

对网架结构来说
,

这样的连续化处理是近似的
,

只有当网格尺寸远小 于 整个网

架尺寸
,

以及荷载变化较均匀时才是合适的
.

2
.

当网架的节点及杆件数很大
,

使得计算机分析时间很长
,

或在初步设计 及 优化

设计时
,

按连续化模型进行分析仍不失为一种有效的方法
.

3
.

网架的夹层板模型
,

能从总体上反映网架结构的受力和变形的特点
,

这 样 就能

对它们的相对有效性作出定量的估计
.

同时
,

本文的连续化方法对于类似的离散化结构

有普遍意义
,

并特别适用于分析屋面板与网架合一的板架结构
。

4
.

对于两向正交正放网架
,

正放四角锥网架及正放抽空四角锥网架
,

本文所给出的

公式有足够的精度
,

与精确解相比
,

在网架大部分区域杆件内力误差 5帕以 内
。

而 且
,

剪切变形对杆件内力影响不大
,

但对挠度影响较大
.

不考虑剪切变形的挠度偏小
,

一般

可乘以系数 1
.

2一 1
.

3进行修正
.

5
.

对于斜放四角锥网架
,

本文所给出的简化计算公式有一定的精度
。

对下 弦 杆内

力而言
,

计算结果与矩阵位移法的较为接近 , 对上弦杆内力而言
,
计算结果与假想弯矩

法的较为接近
。

这表明简化计算公式的精度与假想弯矩法相当
.

6
.

本文给出的计算公式收敛很快
,

一般取级数前两项就能达到精确解的 结果
.

所

以
,

在网架的优化设计中采用本文公式进行结构分析是合适的
。
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