
样条插值函数误差的渐近估计式

及其在数值微分中的应用
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本文将数值微分问题转化为积分问题来研究 ; 又将积分问题同样条函数联系起

来
。

运用数值积分误差估计的渐近形式
,

将 E lu e r
一 M a cl a

ur i n g求和技巧运用到样

条插值函数误差渐近表达式的研究中
。

文章提出了精确度高的数值微分公式
,

并将

数值积分的 R o m b e r g 思想
,

微分方程的预报校正法运用到数值微分 中来
。

运 用样

条函数法及差分法将二阶导数的逼近误差提高到 口( h
4

)
。

对 S p h en 一
。 n
一 S p l i en 也

进行了研究
。

务1
.

二次样条函数的数值微分公式

数值微分是数值逼近的一个重要课题
。

将数值微分问题转化为 积 分 问题来研

究
,

导致了与样条函数的密切联系
。

为了提高精度
,

必须研究各类数值微分的误差渐近估计式
,

而数值积分的外推

法
、

微分方 程的预报校正法就能恰当的提高数值微分公式的精度
。

1
.

1 梯形微分公式及其误差

对于给定区间〔
a ,

的的一组点叔按下列次序排列

人 a = x0 < 为… < 介 二 b
,

J 称为〔。
,

幻 的一个分划
,

函数 f( x )在节点的值已知
,

要求研究 (j
x

)在节点处的导

数值
。

注意到关系式

,

( 1
。

1 ) f ( x ) 二 f ( x k 一 :

) + } f
`
( t ) d t

` 劣 k一

对右端的积分施以不同类型的数值积分公式
,

就可获得相应的数值微分公式
,

也就

是说可以将数值微分问题转化为数值积分问题
。

在 ( 1
.

1) 中令
x 二 翔并运用积分的梯形公式有
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( 1
.

2 )

其中

f (
x 。 ) = f (

x 。一 :
) +
攫̀

(了
,
(二、 ) 、 ,

,
(二*

_ :
)卜车

l
·

( : 。 )

、 , 1 `

奴 二 xk 一 郑
一 , ,

xk
一 ;

《 氨咦 xk

略去右端余项 , 假设 f
`

(
x 。

)巳知并记 f
`

( xk )的近似值为 S `
(朴 )

,

便 可获得梯形的

微分公式
:

( 1
。

3 )

S
`

( x 掩) = 一名尹
(二掩

一 :
) +

S `
( x 。

) = f
尹

(
x 。

)
.

2 ( f ( x k ) 一 f (
x 儿一 ;

) )
h掩

k = 1
,
2… ,

N
.

公式 ( 1
.

3 )与二次样条函数是紧密联系在一起的
,

有下列定理成立
。

定理 1 给定区间〔
。 ,

的的一个分划 J ,

若 S ( x )为定义在乙的二次样条函数
,

记为 S ( x )
。泞 , (」

, 2 )
。

如果习 ( x )是关于函数 f ( x )的插值函数
,

即满足

S ( x 秃) = f ( x k )
,

k = o , i , … ,

N
.

S
尸

( x 。 ) = f
,

( x 。

)
,

那么 S ( x )必满足关系式 ( 1
.

3 )
。

证明 由定理假设 S ( x) 。习成刁
,

2 )故 S (x) 在区间〔xk
一 : ,

xk 〕是一 个 二次多项

式即

S ( x ) == a左一 ; + b吞
一 :

( x 一 x 掩一 :
) + e 秃一 ` ( x 一 x 秃一 ,

) ( x 一 x 掩)
, x ` 一 ;峨 x 喊 x `

.

运用插值条件S ( xk
一 :

) 二 f (介
一 ,

)
,
召 ( xk ) = 了(郑 )容易导得

a秃一 : = f ( x 掩一 :
)

,

b `
一 : = f ( x 吞) 一 j ( x ` 一 ;

)
h掩

由于 S ( x )
。C

`

故 S `
( x 、 )

,

S `
( x k一 :

)均存在且

S
`

( x k ) = b ; 一 : + c 、 一 :
(

x ; 一 x ,
一 ;

)

召`
( x k

一 :
) = b ; 一 , + e ; 一 :

( x ;
一 : 一 x 、 )

将上述二式相加有

习产 ( x 。 ) + 名`
( x 。一 ;

) 二 Z b* 一 ; 二
2 ( f ( x 。 ) 一 f ( x ; 一 ,

) )

似

定理证毕
。

定理 2 若 f ( x )
。 e

`
〔 a ,

。〕
,

记 。

又
= f

`
( x 、 ) 一 召

`
(

x * )

则 成有如下估计

( 1
.

4 )
￡

小等 〔(
“ 一 )

}{
,

( 4 )

l
_ +

{1
了

( 3 )

}}
_

〕
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其中

l
了

( ` )

= 皿
a 丫

“ a 咬 x 喊 b
1
了

( ` )
(
·

)
!

.

证明 由 ( 1
.

2 )式有

f
,

( x 掩) = 一
f

,
(丫左

一 ,

) + 2

将上式减去 ( 1
.

3 )有

( f ( x 掩)
一

f ( x 吞一 :

) )
h `

矿
. 份

, 月

一
f 叹氨 )

I

己 = 一 e
k k

一 !

、

革 f’’’ ( `“ ’

O

注意到 式
二 0 就有

, h Z

己k = 一百一
儿_ 1

乙 (
一 1 ) j f

ll,
(套。

一
s )

j
一 o

运用微分中值定理有

! f
llt

(乙、 ) 一 f
ll)

(乙i _ :
) l` Z h“ f “

’
IJ

,

从而导得

}
·

几卜誓〔
(卜

·
, }1

,
( ` )

1}
; +

11
,

( 8 )

l
_

〕
定理 2证毕

。

下面
,

我们转入渐近误差的估计
,

为此
,

假设 f( x) 是充分光滑函数
,

且节点

xk 的分布是等距的
,

记

h` = h =
b 一 a

N
九 = j( 介 )

.

由 E u l e r 一 M a e l a u r i n g 求和公式〔 5 〕
,

( 1
.

2 )可写成

.(l
5 , “ · “ 一 +

歌
了;

+

人
_ :

)
其中 B“ 为贝努里 ( B e r n o u

l l i )数

q

+ 兄
l一 1

军冬翼
.

(
LZ乙) ! 、

( 2 1 ) ( 2 1 )

了k 一 了k
一 :

+ O (人
Z q+ “

)
,

” 1
力 2 = 一二一

6

。 一 1 0 1 。 一 1 。

入 二下而, ,

几 二 一

诬丁
,

巩 二 -活了
一

,

如
=

5

6 6

,
B : : ==

一 6 9 1

2 7 3 0

” 7
刀 ` . = 万

注意到 l(
.

3 )并记成
=

八
一 召又就有

,
.

,
三 2丑

, ,入2 1一 ,

l
, ` , l , , `“ l ,

\
.

。 , , . 。 ` , 、

、 `
’ ” , “ “ 个 “ k一 ` 一 ,

认一西万了 (
了掩 一 了 k一 `

)
十 口 ` n’

” ’ 一

“
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现在
,

我们令

( 1
.

7 )
g

= 乙 C lj
1

. 1

2 2 1+ , ) + O ( h , l + ,

邢 、

其中cl 为待定常数
。

为了确定 lC 将 ( 1
.

7 )代入 ( 1
.

6 )有

( 忿l + 1 )

( 1
.

8 ) 艺 C I

l 一 工
f k

, ` : l + ` ,

、 色 2刀
, ,几, l 一 `

J 石一 1 . = 白一二弓石又丁一一

1 1二 1 气“ / :

, ;
’ ` ’ 一 了;竺

’

卜
口`” : g一 ,

将 了;
“ “ 1 )

较 `
;写

’

式少
` ’ 、

了;
’ ` ’

、

式
“ ` ’ ` ’

在 X。 一 去展开为台罗级数
,

合并同类项并比

的系数就可将 lC 确定下来
。

( 1
.

5) 经过上述办法处理后
,

两端比较 f
( : I + 1 )

` 一专
系数有

Z C `h
Z ( l

一 ` , Z B : i h Z I

〔 2( l 一 s)〕 ! 2 2 `才一 i ’ 三 ( 2` ) ! 〔2 ( l 一 i ) + 1〕! 2 2 ` 了一 `。

l七i-l

或即

( 1
.

9 )

c 了=

(晋)
’ `

{鲁
·

片一班红
一

_ 「一
一
一丛红

一一

一
~

一
一

〔2 ( l 一 `) 〕! t ( 2` ) ! ( 2 1一 “ ` + 1 )

,

、

口、
.̀.J夕、 ....J

吕.
贾
佗C一

二 1
, 2 , ’ ` ’

, q
.

由 ( 1
.

9 )容易导得

C l =
h Z 。 一 h

4 0 5 1h 。

万乏
一 , ` 2

一 I丽
.

, ` “ = ~
`

丽万丽丁
, ”

’ 。

( 1
.

5) ( 1
.

的 称为梯形微分公式 ( 1
.

3 ) 的误差渐近估计式
,

它有助于研究新的

精密度高的微分公式
。

运用微分方程的预报校正法 (简称 P 一 C法 )可构造数 值 微分

的预报校正法
,

运用数值积分的 R o m b e r g 方法又可构造数值微分的外推算法
。

.

2 梯形公式的预报校正法

中心差分的微分公式的误差是 O ( h么)
,

而梯形微分公式的误差同样也是口(人
,

)
,

将这二个公式适当组合起来
,

将积分

是否可获得精度更高的微分公式呢 ?

X儿+ x

f `
+ : 二 f 儿

一 : + f
,
( t ) d t

X k一

运用中矩形公式代入并整理得
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_ f `
十 , 一 尹̀

一 :

一 Z h

、 汤名

了 .fe
h

Z I
q乞-I

厂
丸 几 ( 2 1 + 1 ) ! ;

” ` ” + o ( “
: “ ` ’

)

往意一下二次样条函数的微分公式有

几 ==is
+

会《

将后一式乘以 2 并加以前一式有

( 2 1
+ 1 )

+
丹

:
C ` f “ + 0 (八

么q+ 2
)

式
·

抓城
+
应纽止工互丝

~

2 h

十

李瓷 Z C I 一 五到
_ _

1
, ` : l

+ ` ’

0 1千巧I J 沙 k

+ 0

(
“ ’ “ ` ’

)
·

音〔
2。又

+
了̀

+ ; 一 f k

2 h

丝

〕
+ O ( “

4

)
.

由此我们得到预报校正法 (尸
一 C法 )如下

:

第一步
,

运用中矩形微分公式作预报

( 1
.

1 0 ) I认
了̀

一 ; 一 f `
一 :

2 h

八
一

几 的主要项

尸
, )I,

一 落
州

J `
O

第二步
,

运用梯形公式作预报

( 1
.

1 1 ) 介
一 “又一

+

垫聆业
一 f二

一

嗽 的主要项

竺
, 价

1 2 ) 自

第三步
,

运用二次预报值作校正

( 1
.

1 2 ) 。又
=

音(
2 5又

+ `二)
了又

一

嵘
h

4

1 2 0

的主要项
( 6 )

j 。

在国外文献中有用下列方法作误差订正
:

由于

式 一 几一 班 (气华卫
+

,二边坛鱼
一

令
·

(: * )
,

琴 lj
·

(““ )
,

0

将上式加起来除以 2 有

f又
一 : ,

,

_ ,
,

_

,
,

( 1
_

1 3 ) f
`

= 一

—
+ 三迈立一兰卫 创 + 硬卫

, 凡 2 九

, l 一 f k 一 ,

4 h
+ O ( h

”

)
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而本文导得的结果 ( 1
.

12 )却达到了口( h ,)
,

( 1
.

1 2 )称为梯形微分的订正公式
。

3 运用二次样条求数值徽分的外推算法

外推算法思想是利用误差估计的渐近形式
,

将逐次分半的近似解恰 当地 组合

起来获得高精度的解
,
由于算法简便

,

在近代数值逼近问题中被广泛采用
。

现在根据本文导得结果
,

我们可运用逐次分半的样条函数方法求数 值 微分
。

首先
,

我们引用一个定理
。

定理 3 若 F ( h) 逼近
a 。

的误差有下列渐近估计式

尸( 。) · 。 。 + 。 ,
,夕 , + 。 : 。 p: + 。 :

* p : + …

这里

P ` < P `+ 1

定义序列 { F
, ,

( h ) } 如下
:

F
,

( h )
= F ( h )

,

F 二一`“ , 一 F二 (” ,

迎等碧粤
2

那么尸 fn + :
( h )逼近于 a 。的误差有如下估计

F二
+ :

( h )二
a。 + 。

(仍 + 1 )

护刀+ 1

` p份+ i (优 + 1 )

+ a川 + : 扩
爪 + ’ + ”

’

其中
。

护
’
都是与 h无关的适当常数

, ” q 为具体的常数
,

由使用者任意取定
, `

关于定理 3 ,

可运用归纳法得到证明
。

现在我们研究数值微分的外推算法
,

注意 ( 1
.

8 ) ( 1
.

9 )式和定理 3
,

、

取 q = 告
,

构造序列

F : ,

。( h ) == S又( h )
,

( 1
.

1 4 )
F 。 + : ,

` ( h ) =

m = 1
,

2
, 二

’ .

2 : 二F 。
, 。

(夸)
一 F 二

, 、 ( “ )

2 1川 一 1

那么F , , : ,儿( h )逼近 j
,
( x 。 )的精确度达到 T h l ` 仍+ ` ’ 。

算法由表 i 指 明
。

表 i 中
,

F 一诱 ( h )逼近 f
尹

( x ; )的精度达到了O ( h s
)
。

例 1

教 值 例 子

给定 f ( x ) = e 戈 , x == 0
.

0 0 ( 0
.

0 1 ) 0
.

0 5 的一个表求数值微分
.

解

方法 l 向后差分法
.
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截断误差

O ( h )(
。 “

)
` , 一 , ;

e 戈儿一 e x k一 1

` : :

—
0

.

0 1

表 1 ①示 计 算 步 骤

妙

s二(* , ①

S
;(夸)

②

S
又(鑫)

④

S二(; )
⑦

F : ,
k ( h )③ F : , ` ( h )⑥

二 . , ;

昭
⑨

F . ,

` (h )L

屯

刃: ,

。

尚
。

“ : , 。

以
。

方法 2
。

中心差分法

(
e ,

)
二 . 二。 念

法方 3
.

二次样条插值法

e 劣 k
+ 1 一 e 劣 `一

0
.

0 2

O ( h Z
)

{
召 ,

( x 、 )

S 尹 ( x 。

)

= 一 S `
( x ;

一 :
) +

= en 二 1

2工竺兰丝些卫 }】
o

·

0 1 {}
O (人

2
)

算得结果如表 2

丫

表 2
` _

( 裸差表示真值诚去近似值

e x

方法 i 改差 方法 2 殷差 方法 3 殷差

。

0 4

。

0 5

1
。

0 0 0 0 0刃O

1
。

0 1 0 0 5 0 2

1
。

0 2 0 2 0 1 3

1
。

Q3 0 4 5 4 5

1
。

0澳0 8 1 0 8

1
。

0 5 1 2 7 1 1

1
。

0 0 5勺琴
`

1
。

0 1 5 1 1

1
。

0 2 5及2

1
。

0 3 5 6 3

1
。

0 4 6 0 3

廿
.

0 0 5 0 3

0
.

0 0 5 09

母
,

0 0 5 1 3

0
。

0 0 5 1 8

O
。

0 0 5 2 4

1
。

0 1 0 0 6

1
。

0 2 0 2 2

1
。

0 3 0 4 8

1
。

0 4 0 8 3

一 0
。

们0 0 0 1

一 0
。

0 0 0 0 2

一 0
。

0 0 0 0 3

一 0
。

0 0 0 0 2

1
。

0 1 0 0 4

1
.

0 2 0 1 8

1
。

0 3 0 4 6

1
。

0 4 0 8 0

1
.

0 5 1 2 6

0
。

0 0 00 1

0
。

C0 0 0 2

一 0
。

0 0 0 0 1

0
.

0 0 0 0 1

0
.

0 0 0 0 1

Un11,自几」ó口ōnUóUó11.
.

…
0nUn
ù

0

n甘nó

方法 4
.

采用 ( 1
.

13 )的订正公式

产
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{
上八 一八

一 , 上 九
十 , 一 九

+ :

下「

一
J -

一
一 - --一贾 , 『-

一九 4 h

式=l

方法 5
。

预报校正法
,

取梯形公式 2 倍加上矩形公式 再 除 以 3
.

参见公式

( 1
.

1 0 )— ( 1
.

1 2 )
。

计算结果如表 3

表 3

方法 4 毅差
、

方法 5 碘差

0
。

0 0

0
。

0 1

0
。

0 2

0
。

0 3

0
。

0 4

0
。

0 5

1
。

0 0 0 0 0 0 0

1
.

0 1 0 0 5 0 2

1
。

0 2 0 20 1 3

1
。

0 3 0 4 5 4 5

1
。

0 4 0 8 1 0 8

1
。

0 5 1 2 7 1 1

1
.

0 10 0 5

1
.

0 2 0 2 0

1
。

0 3 0 4 6

1
.

0 4 0 8 1

0
。

0 0 0 0 0

0
。

0 0 0 0 0

一 0
.

0 0 0 01

0
。

0 0 0 0 0

1
。

0 1 0 0 5

1
.

0 1 0 1 9

1
.

01 0 4 6

1
.

0 4 0 8 1

0
。

0 0 0 0 0

0
.

0 0 0 0 1

一 0
.

0 0 0 0 1

0
。

0 0 0 0 0

表 2 与表 3 比较
,

校正公式的精确度较高
。

即
.

三次样条函数求数值微分的误差渐近式

2
。

1 数值微分的辛浦生 ( is m p s o n ) 公式

取区间〔
a ,

的的一个分划

小
a = x0 < x0 < … < 介 = b,

一二 ,
、 , 、

一 。 , ~ ` 口 。

二
, ,

b 一
a , 。

、 , ,
. ~

其中节点分布是等距 的
,

即“ = “ + `人
, “ 二场

竺 且 N为偶数
。

. x k + l

( 2
·

` ) f ( x “ + ;
) 一 f ( x k

一 ,

) ·
`

}
_

二
厂` ( ` ) d`

,

弄掩一 1

对上式右端积分运用辛浦生公式有

` 2
.

2 ) r ( X * , 1

卜
.

* (
· 。一卜晋〔

,
,
( X 。一 ) + 4 ,

,
( X 、 ) + r

产〔· 。
十 !

) 〕
h

6 , ` , 、 , ` 、

一万了 J
’ 一 ’

L̀ k少,

其中 纷仇一 “ 一 )
。

略去 ( “
·

2 )右端余项
,

并记 j’ 仇 )的近似值为叽
,

就有
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( 2
.

3 )
S二

一 : + 4 5飞
+ 8孟

+ : =

吞= 1
, 2 ,

…
,

N 一 1
.

3 ( f 益
+ : 一 f 壳

一 ,
)

h

.(z 3 ) 是关于 “ :
, “ :

,

…
,

武共+N
1个未知数的方程铆方程数目有 N 一 `个

。

若在端点补加适当条件 ( 例如给出导数值 ) 就可解得成
,

从而定出 了飞的近似值
。

由于 ( 2
.

3 ) 由积分的辛浦生公式产生而得
,

故称为微分的辛浦 生 公 式
,
又 由于

( 2
.

3 ) 是一方程组
,

故 ( 2
.

3 ) 又称为闭型微分公式
,

( 2
.

3 ) 与三次样条是 密切

相联系的
。

( 2
.

3 ) 就是三次样条函数的三转角表示法〔 2 〕
,

这里借助B样条表示法〔 3 〕
,

直接验证这一事实
。

定理 4 若 S (劣 ) 。 S ( J , 3 )并且是关于 f (
x

)的插值函数
,

那么 S ( x )必满足 ( 2
.

3 )

式
,

其中 S ( J
, 3 )是关于分划 J的三次样条函数集合

。

证明 由于 S (
x )。习( J ,

3 )
,

并且节点是等距的
,

故 S (
x )可写成〔 3 〕

( 2
.

4 ) S ( x
)

==
N + 1

习
`一 I

e 。̀ :

(气竺 )
容易导得

S “ · “一 , =

崔
: c `“ : (

“ 一卜 `

)
=

鱼箭丛
目

,

B
,

(军为)
==

h ;

e f。 ; (
; 一 `

)
= C `

+ l 一 C吞
_ r

2 h

S
`

(
x 。· :

)
=

奋
N + 1

艺
1 . ~ 1

e 19 : (。
+ 1 一八

二
.

鱼健井l
o 、 I 乙 n

~ h
扮

二丁 、

石

4 h

3

h
, 、 , .’

一
,

一 _
二 、

一
、 , , _

一 一一
二万别米上圆二于两于开那起术有

O

( 2
.

5 ) 冬「。
`

( x 。一 :

) + 4。 ,

(
x k ) + 。 ,

(
x k+ :

) 1
O

“
(C ` + 4 C掩

+ : + C儿
, :

) 一 ( C壳
一 : + 4 C`

_ : + C` )
6

现在
,
由于 f (习是 B ( x) 的插值函数即了( xl )

= S ( ix )从而有

f (
x ,

) 二 S (
x ,
久

==
N + 1

艺
`二 I

c瓜 (j 一 i) : 旦丛土竺丝二立互
0

了二 1
,

2 , … N 一 1
。
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从而 (之
.

5 )的右端等于

f (x` , :
) 一 f ( x 。 一 :

)
,

定理 4 得证
。

2
.

2
’

误趁估计的渐近形式

由于辛浦生公式由二个梯形公式组合而得到
,

·

我们有

( 2
.

后)
, : 一

歹 八二` 、 :
) 一 f ( x ` 一 :

) =
书及

+

X k 二

分
·

( , )`卜 ”
(

,艾一
_

+ ,孟一

叮+l`
乙流

、产

`
、

B: z( Zh )
“ l

( 2 1)!

一 了
;{:

’

)
+ “ ( h

’ “ ` ’q公-lt
一

( 2
.

7 ) f ( x壳+ 1

)
一 f ( x* 一 1

) =
`

I f` ( t ) d t +

`
劣介一 x

丁

石 ,
, , _ , . , \

=

言气j 。
一 ` + “ j 。 + , * + ,

)
-

J::
` ’

“ “ , -dt
·

急盅嵘
’ -

f
k一 1

+ o (h, q + ,
)

.

将 ( 2
.

6 ) 乘以 4 并减去 ( 2
.

7 ) 就有

( 2
.

8 ) 3 ( , 。
+ ! 一 ,。一 ) = ”

(
, ;

、 : + ` f ;
+ f ;

十 :

q

一 名
l
一 2

B: l h么里么 l ( 4

(2I )

一 2艺忿)
( 2 1 ) (念 l、

f , 了
k+ I k一 1

+ 0 ( h
: q+ 3

)

由 ( 2
.

8 ) 减去 ( 2
.

3 ) 并记
。

蕊
= f又

一 B又有

( 2
·

” )
`

;
_ : + “

;
+ ` B

:
l h: l一 ` ( 4 一 2 2 1 )

( 2 1)瓜
f于

, ` , 一 f J
, ` ,

、
翻+ 1 白~ 1 1

q公-lz
一一

+ O ( h Z q + 3
)

.

我们从 ( 2
.

。 )寻求试的表达式
,

为此令
月

( 2
.

10 )
。

:
q

= 公 C z f “
2 1+ ” + O ( h : q+ ,

)
,

力: l而2 1“ ( 4一 2忍I )
( 2 1) l

互艺-l

代入 ( 2
.

9 )式有

( 2
.

, 1 ) 会。 , ( l ,(
: `一 , + 4 ,于

2:
· , , + r )

2`· : ,

l 一 I 招一 I 白 白+ 1
)

,
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x ( , )
“ ` ’ + , {

2` ,
) + o ( ; , “ · 3

倪 + 1 左一 1

类似于 芬1 ,

我们将 了
,

(lz ’ 、

.f’
么l ’ 在 xk 处展开为台罗级数有

R 一 1 左+ i

q

( 2
.

1 2 ) 公

才.

B : zhl l 一 ’
( 4 一 2 , l )

( 2 1) !
了;::

’ 一了; ::
’

鱼丛鲤些二里当一 , ( 2
:

+ : ,

( 2 1) l 〔2 ( l一万少+ 1〕 ! 了吞
+ O ( h Zq + “

l名闪q习-lz
一一

对于 ( 2
.

1 1) 右端同样在介展开为台罗级数有

( 2
.

1 3 )
q

荞厂
` ( f

( 2 1+ 1 )

k
+ 1

+ 4 f ` ’ l + , ’ + f
一

九

凌 2 1
+ l )

k
_ l

q I t
=

三火
4 c ` +

万
ZC `h Z ( I

一 卜)

: 〔 2 ( l一 i ) 〕 l
) , ,(

: 卜 1, +

会。
, o (;

: (。 一 `一 ,
)

.

, 左 l
一 2

将 ( 2
.

1 2 )
、

( 2
.

1 3 )代入 ( :
.

1 1 )并比 较 , ;
’ “ ” 的系数解得

` 2
·

“ , C , =

粤 {
( 4 一 2 1 ) B

, ,
.

公
一

7二不于 , 二二 十 .Z
L艺`少I f· z

一奥
尸 _

「一鲤丝丝圣仁
二

〔2 ( l一` )〕 ! L ( 2 . ) ! 〔 2 ( l一名 ) + 1〕

_ 。 、; 一 `

〕}
·

l == 2
,

C袱入 ( 2
.

1 0 )就有

( 2
.

1 5 )
e

又
= f

`
(

x ; ) 一 s `
(

x ; ) =

3
, … , q

夕 , ` “ ’ _
_

吧
, ` 7 ,

i启丁
J 九 一 1弓i乏` k

h 8

2 5 9 2 0

( 0 )

I k + …

即对于充分光滑函数
,

S 产 (x) 在节点处逼近

条函数的数值微分公式其精度是高的
。

在 J a m e s
W

.

D a n i e l 1 9 7 4年的文章〔1〕

j’ ( x) 的误差达到 丫
,

也就是说三次样

里给出的 lC 表达式如下

.(z `的 “ ` =

L`币六下
一 〔可衍 i

.

1 匕 C , 、
二 , ,

十 —
、

’ 二 , 二 - - -二二 - 一一二 , ; 二 , . “ ~

6 局 ( 2卜 3 一 z , ) ! J

l = 2
, 3 ,

…
, q

·

与 ( 2
.

14 )比较
_

C
: ,

C : ,
c

4

都是相同的
,

跟D ia en l方法截然不同的是
,

我们运用了尤

拉— 麦克洛林求和公式
,

推导过程显得简洁
。

2
.

3 三次样条描值函教求二阶导数的误差的渐近形式

为了研究三次样条函数求二阶导数的误差
,
我们先写出三弯距方程
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、、.了

+

护
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倪

S+
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, . ` . 、
2

, , ` , . , 、

h ,
。

( 2
.

1 7 ) 奋 ( f `
_ : 一 Z f吞+ f `

+ :
) = 答 ( 召

h
、 ` “ 一 ` 一 ` “ ’

J “ , ` ,
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+ 4 5

( 2
.

1 5 ) ,
,

(二。
, :

) 一 ,
,

(
x 。一 :

)
=

两
’ 壳“ ,

,
( , ) d , =

粤 ( ,了
_

服 k一 1
. _

。 、 。 一 l

+ 4 f ; + f。
+ :

一

众
如

黯犷
生 (

` ;:令
` ’ 一 `又二:

’ ` ’

)
` “ “ “ “ `

”
·

将 ( 2
.

1 8 )减去 ( 2
.

1 7 )并记 《
=

嵘
一 。
括

( 2
.

19) ,+;
: +

戎
_: 一

认
一

了 k一气一 。 +

+kj
:

)
二

教《一
+

命 《
一

办
B: ; h: I( 4一 2忿 l )

3
一

( 2 1)!
(,于

: ` , 一 ,产
, ` ,

、
、 介+ 1 碑 一 1 1

+ O ( h忽; 奋 3
)
。

q
E-zI

一

将 ,+i
: ,

式
一 : ,

&+I
: ,

了卜
1
在hx 处展开有

( 2
.

2 0 ) 式
, : -

几
一 , 一

令了
、

一 &2j
+ 了。

·

办

q

= 2 名
I一 i

1

( 2 1+ 1 ) !
仁华= 、 h

Z“ `
f

、 ` 十 1 1

( I J+ 幻

k
+ O (几

Zq + ’
)

,

根据 ( 2
.

1 2 ) 有

q

( 2
.

2 1 ) 泞
:

B : zh Z I ( 4 一 2么I )

( 2 1) z

(恋l + l ) ( 21+ x )

` + : 一 f `
一 :

)
.

矛
.

口矛...、

Z B : i h
Z I辛 ’ ( 4 一 2 2 1

( 2索) ! 〔2 ( l 一 i ) + 1〕!

〔 忍l
+ 2 )

f + O ( h Zq + 吕
)

,

存

I名娜q公-lz

令

( 2
.

2 2 )

将 球少
’ ,

( 2
.

2 3 )

护

君艺

( 2 1+ 2 )

二 公 C lj `

I一 1

+ O ( h Zq+ 名
)

,

(名 l+ , )

k + 1 在 xk 点展开为台罗级数有

f
曰

矛̀...,、

己̀ 一 z + 4日掩 + e儿+ x

q

= 艺 C I

l 一 1

丈2 1+ 幻

k一 1

+ 4 , ;
’ “ “ ’ + ,

( 2 1
+ 2 )

掩+ 1 )
+

ó . J

2+的̀(
.
只

产

了

`、 ...口产

4 C I+ 名
该一 1

Z C`h么 ( l
一 ` )

〔 2 ( l一 i )〕!
￡ c zo ( h

, ` q一 l ’
` ’

)
,

矛̀...、、
q公.l

=
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将( 2
.

2 0 )一
( 2

.

2 3 )代入 ( 2
.

1 9 )并比较 f
( 2 1 +2 )

壳
系数有

(z. 24 , =lC 写
一

{
C x h

一 2

( 2 1+ 2 ) l 〔 2 ( l一 l )〕!

、了月、̀性.尹

卜

l
..

J
2一

.

拄C一
1

〔 2 ( I一 i )〕!

B: I ( 4一 2 2̀
)

〔 2 ( I一 i )
一

卜 1〕 ( 2 1) !

-lIE卿
+

l = 2 , 3 , … q

其中
。 h

名

L
,

=
一二- 二, 一 .

1 Z

由 ( 2
.

2 4 )容易求得
一 h

4

3 6 0
C S 二

1 7

6 0 4 8 0

C zo ( h
Z ` q 一 l ’

+ `
) = O ( h

Zq + `
)
。

q艺-l
而从一般的有C` 二 0 “

么` )
,

定理 6 对于 区间〔
a ,

幻 的一个均匀分划

山 a = 丸 < x :

< … < 介
= b

,

幻 = Q + 动
,

h =
b 一 a

N
N 为偶数

。

若 S ( x )`

S ( J ,
3 )并且是 j( x) 的插值函数

,

那么有

f
,

( x ` ) 一 S
尹

( x 寿) = 公
I一 2

e z ,
, ` ’ l

十 ` ’ + o (。
2。 + “

)
,

R

其中cl 与价 l同阶且
`

八2 , 呼 ( 4一 2 , , )丑
, ,

.

二̀ i r
~

二一 叹 一拼一一二二下扩 -二一 十 乙
~
一二下二不万一一二 屯` , 一

叭

.

3 } t 艺` ) ! 、 · , L艺气̀ 一 ’ 少月 `

( 4 一 2名 i ) B
Z`

( 2 1) ! 〔2 ( l 一 i ) + 1〕

、r..t卜̀̀,了

、 .
.

.J

2
一

`“̀
C一

l
= 2 , 3 ,

…
,

q

q . ( 2 1+ 2 )

f
`

( x “ ) 一 “ `

( x “ ) 一丹
: c ` f “ + “ ( h ’ g ` ’

)
,

其巾 C z与 h
念2 同阶且

_ . 人: , ( 6 1
七 , = 一一二 , 一 气 一二二二厂丫 -二戈 , 二一 一

万 1 LZ I + 艺 ) I

C
i

h
一 恶

〔2 ( I一 1 ) 〕!
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、
l爪口卜...

夕

、 ...沪
.

1口 I f
个 、
魏厄叮瓜了万 L

B
Z ;( 4 一 2 : i)

〔2 ( l一 窟 ) + 1〕( 2 1) 1

一 C`h
一 2 1

。 .
h
忽

七 =

—
1 1艺

卜 2
,

3
, … , q

那
.

提高三次样条二阶导数逼近的阶数

3
.

1 预报校正法 ( P 一 C法 )

由台罗展开式求得

( 3
.

1 )
* , 一 f 。

+ : 一 Z f , + f 。
一 ,

~
_ h , , ` 4 , _ h ` , “ ,

J “ -

一
下不一一一一 一

万万
~

(
“ 一厄丽

一 J k
’

根据 9 2 有
, 护

了k 一
气粼

h
: , ` 4 ) _ 人4 , (。 )

I豆
J 为

一

落石百
J ` ’

将上两式加起来并除以 2 便得

( 3
.

2 ) i’
一 工 r了

+

一

儿 2 \ k

f 吞
十 ; 一 Z f 掩+ f `

一 ,

人
,

、一 一 五二 , ` 6 ’

/一 3 6 0 , 。

也就是说喜〔s
苍

+
一

丘丝诀应土血生
乙 、 ` ’

月 .

逼近
扩

了、 的精变达到了肥
。

预报校正法步骤

如下
:

第一步
,

用二阶差分去逼近二阶导数

截断误差主要项

I 、 =
~

纽止黔土五曰
~

、

“ ~

吧
, ` 4 ,

1 2 一 J k

第二步
,

运用三次样条插值函数的二阶导数去逼近 l( x) 的二阶导数

S
二一

` S

:
+ S

:一备(
了;

一
2 , ; + , 。

+ ;

) l}告
, ;

` ’

第三步
,

运用第一
、

二步来校正导数值
,

即

式澎翻冷 f `
十 ; 一 Z f ` + f 儿

一 ,

h
2

_ 把
_ , ` “ ’

3 6 0 ) 掩

3
.

2 S P l i n e 一 o n 一 S P l i n e方法

这一方法是 J
.

H
.

A h l b e r g 等在样条函数的理论及应用一书中提出的
,

现 在 我

们运用误差估计的渐近式来分析这一方法的精度
。

根据三次样条函数逼 近 了( x) 的
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导数的估计式 ( 2
.

6 1 )
,

有

十

, .

(
.

化
.

护
口

, , 。 ,
h

4 , ( 6 ) h 6

I T
`
一 乃

`
= = , , 二~

了` 一 一=
二二 , 二

一 、 “
1 8 0

一 代
1 5 1艺

K ( X , = f
, `X ,一

希
了

( 6 )
( X ) +

盖 f
` 7’

( x )
,

易知

K ( x k )澎 S

对 K ( x) 作三次样条插值
,

记之为B 尹
( x)

,

运用一阶导数的渐近估计式 ( 1
.

15 )有

K `
( x 。 ) 一 S “

( x 掩) =

将K ( x) 表达式代入上式就有

黑
、 ( · ,

(二。 ) 一答不二
` ? ,

(二* )

l 石 U 1 0 1 `

一 ,’ , 、

h`
, ( . )

( 5
.

3 ) f
l,
( x 、 ) 一 心

I,
( x ` ) 粼书

只一
f
。 。

、 。 , 、 一

, 产

9 0
` “

3
.

3 一 次 外 推 法

运角逐次分半法
,

将二个近似解适应组合起来也可将二次导数逼近的阶数提高

到 h` ,

为此记 s
之

; 、 。
氛

,

。分另lJ为对应步长为、和 2 , 的二个三次样条插值函数在同

一点常 k处的二阶导数
,

由误差估计式有

护 I,

f 、 一 s 。
,

、 =

运用外推算法有

h
Z , ( ` ) h 4 , ( “ ) h

6 , ( . )
.

- ;下一 J 耘 一
,

万石石
~

J 壳 一 不五而石五
.

J 儿 十
`

二

1 乙 J U U U U 气 O U

( 3
。

4 )

I, I,
v 4召

:
_

。 一 月
_ L :

了
一

_ ,., 肠 二 “ 伟

~
“

一

I
’ 一 `

J ` 一 一 一一丁一 一

一一百石
沙 k

.3 4 数 值 例
.

子

不必运用 ( 2
。

1 7 ) ( 三弯距方程 ) 来确定二阶导数
,

可运用三转角公式

忍孟
一 : + 4 5么

+ 召又
* : ( f 儿_ 。 气 J 肉+ 1 一 J 尧一 1 /

一 h

、刀口

`.0

.

怪U了气

确定得` 阶等数后直接求二阶导数

+ 2习
3 一丛贡鱼〕
·

丛书处。〕一

,
.

招

S,曰

、 .

+

知
,S h-l

..,K
:

ù摄1,2,.沁爪派
( 3

。

6 )
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为了解( 3
。

5 )必须补加边界条件有
I I

第一边界条件
。

这时 f
。 ,

八 已给
,

相应的边界条件为

.a( 劝 成
= 了;

,

心
· 了;

.

护 扩

第二边界条件
。

了
。 ,

f 万已知
,

这时有

2召二+ S , =

0 I

了
: 一 了

。

h

h
一 下

~

J
`

( 3
.

8 ) { I I

S 万
一 l + 2 5

那 = f
二 一 f

N 一 ;

一 h
+ 普 了

N

吞

h

第三边界条件
。

了( x) 是周期函数
,

这时有。 :
一 。二

,
s答

= s凳

{
I I

s
。 == B 、 ,

f
: 一 了

。
一

叫
+ 2

心
= 一 3

五护匕
+

成
一 +

斌
.

例 2 给定函数 , 二

告在
二 = 2“ ) 6的表及端点导数值

,

求 , 二

令在诸点的一

阶
、

二阶导数
。

解 由三转角方程有

= 3 ( j
Z一 f

。

)
h

_ 3 (了
3 一 f

:
)

h

_ 3 ( f
`一 f

Z
)

h

一 f

` f
;

r̀s

尹a召
S4++

护口2

,习 .

4B
;

凡++

1
. 1

写̀,i
4召

厂|l
飞、

|l
、 、

由矩阵求逆有

一 0
。

1 0 7 3 4

一 0
.

0 6 2 6 9 8

一 0
`

0 3 9 8 8 1
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"
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…
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+2月。 一 3( f
: 一 f

。

)

一 3( f
: 一 f

。

)

一 3( f
Z
一 f

;

)

SS0曰,目

2月。 一 3 ( f
。 一 f

:

)

〕
= 。

·

。 7 0 6`

〕
一 ”

·

“ 3 ` 5 3

〕
= ”

·

。` 5 0`

〕
= “

·

“ “ 9 ` 2 6

,1+++

+ Z S
J

一 3 ( f
。 一 f

。
)
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"

s0
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凡
,

凡2沪l.L
I
尸宫eeL尸
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19曰勺自今曰,曰一一ù一一一一一一一

护o护1,,2夕3,,4
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若记差分算法

`艾一 “ 迹
组二铁黔生

我们容易求得

1
0 = 0

.

3 ,
1

2 = 0
.

0 8 3 3 3
,

1 5 = 0
.

0 1 6 6 7 ,
I 一 = 0

.

0 0 9 5 2 4

有了差分法和样条函数法就可求得预报校正法
,

I : 二 0
.

0 3 3 3 3 3

兹将计算结果列表如下

表 4

x y 尹准确值 S, 毅差

2 0
。

5 0 0 0 0 0 一 0
.

2 5 0 0 0 0 一 0
.

2 5 0 0 0 0 0
。

0 0 0 0 0 0

3 0
。

3 3 3 3 3 3 一 0
。

1 1 1 1 1 1 一 0
。

1 0 7 3 4 0 一 0
。

0 0 3 7 7 1

4 G
。

2 5 0 0 0 0 一 0
。

0 6 2 5 0 0 一 0
。

0 6 2 6 9 8 + 0
。

0 0 0 1 9 8

5 0
。

2 0 0 0 0 0 一 O
。

0 4 0 0 0 0 一 0
。

0 3 98 8 1 一 0
。

0 0 0 1 1 9

6 0
。

1 6 6 6 6 7 一 0
。

0 2 7 7 7 8 一 0
。

0 2 7 7 7 8 0
。

0 0 0 0 0 0

表 5

x y l, 视差 差分法 视差 P 一 C法 视差

0
。

2 5 0 0 00

0
。

0 7 4 0 7 4

0
。

0 3 1么50

人 01已0 0 0

0
。

0 0 9 2 69

条样法

0
。

2 1 4 6 8

0
。

0 7 0 6 4

0
。

0 3 4 5 3

0
。

0 1 5 0 8

0
。

0 0 9 1 2 6

0 45 3么

0 0 3 3 3 4

一 0
。

0 0 3 2 8

0
.

0 0 0 9 2

0
。

0 0 0 1 3 3

0
。

3 0 0 0 0 0

0
。

0 8 3 3 3

0
。

0 3 3 3 3 3

0
.

0 1 6 6 7

0
。

0 0 9 5 2 4

一 0
。

0 5 0 0 0

一 0
。

0 9 2 6 0

一 O
。

QO即 8

一 0
。

0 00 6 7

一 0
。

0 0 0 2移5

0
。

2 5 7 3 4

0
。

0 7 6 9 8 5

0
。

0 3 3 9 3 0

0
。

0 1 5 8 75

0
。

0 0 9 3 2 5

一 0
.

0 0 7 3 4

一 0
。

0 0 2 9 1 1

一 0
。

0 0 2 6 8

一 0
。

0 0 0 1 2 5

一 0
。

0 0 0 0 6 6

ù勺6

从表 5 看出
,

经校正后精度确实提高了
。

最后
,

我们运用 S p l i n
一

。 n
一 S iP en 求二次导数近似值

。

为此
,

假设
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召
。 = f

。 = 0
.

5 2 0 0 0 0
·

S
` = f

` = 0
.

9 0 0 25 9
.

由 Sp li ne一
o n
一 Sp li ne

的定义有

朽
\

\

|!11
.

|I
J产 J

/

反
护

可
西
扩

, , ,,

3 (习
: 一 S

。

) 一 f
。

3 ( s : 一 s 、
)

, , ,,

3 (习
` 一 s

:

)
一

f
`

464一1一

= 、

{
5 6

火

1 5 一 4

一 4 1 6

1 一 4

1

一 4

1 5

.

3 1 1 9 0 6

.

2 0 2 3 7 7

.

0 9 5 5 0 1

·

0 7 0 7 9 8 \

{
·

” 2 8 7` 4

{
.

0 1 6 6 9 7 /

表 6

y,,X 5 p l i n e 一 o n 一 S p l i n e 改差

2

3

0
。

2 5 0 0 0 0

0
。

0 7 4 0 7 4

0
。

0 3 1 2 5 0

0
。

0 1 6 0 0 0

0
。

0 0 9 2 5 9

0

4 0

。

0 7 0 7 9 8

。
0 2 8 7 1 4

5 0
。

0 1 6 6 9 7

0
。

0 03 276

0
。

0 0 2 5 3 6

0
。

0 0 0 6 9 6 6

6

S lP in e
一

。 n
一 S p h en 比 S护 k 的精度高一些

,

但要用到 f
“
的端点导数值

,

而且
,

尽

管这样做了还是比不上预报校正法的精度高
。
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我校学术代表团钻问美国加州大学

以李嘉人校长为团长
、

黄焕秋副校长为副团长的中山大学学术代表团
,

应美国

加州大学洛杉矶校的邀请
,

于今年四至五月
,

前往美国访问
,
历时二十四天

。

代表团重点访问了加州大学系统 ( 洛杉矶
、

雷弗沙 德
、

圣地亚哥
、

欧旺
、

圣

地巴 巴拉
、

戴维斯和伯克莱等七个校园 )
。

此外
,

还顺道访问了美 国 科 学促进协

会
、

哈佛大学
、

纳布拉斯加大学和阿拉斯加太平洋大学
。

代表团所 到 之处
,

受到

了各方面的热情接待
。

中山大学
、

岭南大学在美国的校友以及中国 血 统 的美籍学

者
, 佗

纷纷与代表团会见和座谈
,

他们对我国四个现代化甚为关心
,

对 学 术 交流提

出了很好的建议
。

代表团与加州大学洛杉矶校就两校之间学术交流的具体项目
,

.

进 行 了 详细的

讨论
,

并商定了双方合作的科学研究项目
。


