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考虑线性系统

x ( t ) = A ( t ) x ( t ) + B ( t ) u ( t )
,

( 1 )

这里
, r 。 〔 t。 ,

T 〕
, x ( t )是

n
维状态矢量

,
u ( t )是

:
维控制 矢 量

,

月 ( z )
,

B ( z)分另11是
: x : 和

。 x ,
阶实矩阵

。

记必 ( t , :
)是方程 ( l) 的标准基解阵

:

斋
, “

, ￡
, 一 A“ , , “

, :
,

中 ( t , s
)必 (

s , :
) = 必 ( t , 丁

)
,

中 ( t , t )
= I

-

其中
,

I表示单位矩阵
.

那么
,

方程 ( l) 满足初值 x ( 0t )
二 x 。

的解 x (
·

)在 at ) ,。时刻的值为

( 2 )

( 3 )

: (: ·

卜 。 ( :一 : 。 )一 +

至::
。 ( ,

一 ) B (
￡

) U (
￡
) `

人 .

`

一
一般说来

,

控制 u(
·

)总是受到这样或 那 样 的 约 束 的
,

“ (
·

) eL玉〔0t’ t。 〕空间的各种类型的约束
.

( 4 )

例 如 常 见 的 约 束 是

函数空 间 L及〔
t。 , t。 〕 ,

矛
护

、 ,尹、少一匕月O
J

了、
j

`
ó

}u {}
,

爪口 X

t哎撼《 f

P 二 co
, 1 , 2 中的元 u (

。

)的模定义如下
:

` 5 5 . s u p l
。 ` ( : ) }

,

t o ` t ` t口

E }
u ` ( t ) j d t ,

. l

,
· “ ` , ,

’ “ `

)
’ ` 2

( 7 )
r
艺村at与ù .

I
J产̀.、、

一一自̀U

这里
,

( 5 )
,

( 6 )
,

( 7 )分别表示控制 u (
·

) 的最大振幅
,

所消耗的全部燃料和能量 〔 ’〕 .

本文将讨论控制 u (
·

)分别在约束

!}
u
(

·

) !}p簇 L ,

P = 1 , 2 ,

co
.

( s )

条件下的能控域的问题
.

这里
, L是给定的正实数

.
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定义 设D 夕是
n
维状态空间R

”
中的一个区域

,

对给定的时刻 at ) t。 ,

若对任意 x 。。D P,

均存在控制。 (
·

)比几〔
: 。 , t妇

,

满足约束条件 ( s)
,

将系统的状态由初态、 (杨) 二 : 。

转 移 至
一
矽 ` J `

一
J

一
’ .̀ J 一 、 ,

一 P 一
U 矛 一 “ 尹 7 “ 叼

~
` 矽 ` , 、 ` J 、

”
、 ~ 了

”
切 “ 、

叮 . ” 叨 犷 、 `

~ ~
’

~
`

曰
’

一 、
一 ” 工 一 “

一

` 、 ’ / 一
x (t

。
)
二 o ,

则称 D : 是系统 ( l) 关于时间区间〔,。 ,

钻〕在控制受约束U
o l ,, ( L条件下的 能 控

域 , 如果
,

还有
:
当 x 0 D p 时

,

任意满足约束 ( 8 )的控制 u (
·

)均不能将系统 ( l) 的状态 由

初态 x( t 。 )
二 x 。

转移至零终态 x( t a) = o ,

则称 D p是聂大能控域
.

且用 D p 二表示最大 能 控

域
.

定义中
,

P可 以分别取为 1 , 2 ,

co
.

下面应用 L 一 矩量法认
3〕来确定约束 ( s) 条件下的各种最大能控域

。

根据 ( 4 )式
,

控制 u (
·

)将初态 x( 与)
= x 。 .

转移到终态 x( t “ ) 二 0的充要条件为
:

u(
·

)
,

x 。

满足关系式

、,
产
、2 .

910
矛`、矛.、, ( ,一 ,。 , : 。 +

{汀
。 ( ,

一 ) B (
!
) u (

`
) d` = 0

.

由基解阵必的性质 ( 见 ( 3 )式 )
,

有
: 。 +

叹::
。 ( `

。 , 了
, B`了 , u`￡ ,`

: = 。
·

于是
,

如果记

) ( 1 1 )

,,1.乙:”
CCC

/了̀..吸、
、

一一0X一一一C

· `: 。
, : )二`! 。 , , ,

一 (
无: ;

( t舀 t )
, … ,

h : r

( `
。 , t )

,

( 1 2 )

h
” :

( t 。 , t )
,

…
,
人

。 r

( t。
, t )

, )
则 ( 10 )式可改写为

、,
ó、 .产nJJ任,一,土

口
了、了̀、

。 =

l::
H “

。 , ￡
,“ “ ,̀ ’ ,

一 于:: 户
: ” ` , ( : 。 , :

,一`!
,̀

! , ` 二 ` ,

一
式中

,
脚 (

.

) 是 成
·

)的第 j 个分量 ( j 二 1 ,

…
,

心
.

这么一来
,

对初态 x( t。 ) 二 x 。 ,

系统 ( l) 在区间 O
。 , t曰上是否存在满足 约束 11。 }1

, ( L

的控制 u (
·

)
。

味 〔`。
, `a 〕将状态从初态 x ( `

。

)
= x 。

转移至 终 态 x ( `
。

) 一 o ,

就 等价于
:

对

( 1 1 )式所给定的矢量 c ,

是否存在满足约束!!叫 p ( L的 u (
.

)使 ( 1 4 )式成立
。

记 H p ( p = l , 2 ,

co ) 为 〔 t 。 , t“ 〕 区间上的矢量函数

、、...月,了
、 .护、 .产二刃卜孟口`了̀

、

…
产̀、

11r
乙“̀“了̀..性、、

一一
、 J户子̀

声口、.

ó“

分别按如下方法定义模的函数空间
:

11h .}I
: = , a x e s s 。 s u p 1h j ( t ) }

,

l ` j < r t o` t` t a ( 1 5 )
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l一h 川
2 =

(

!l{h }l}
. =

{
t 。 。 、十

军
.

1h s ( `) I
么
d `

)
,

歹
ta r

E ! h j ( t ) 1d t
.

可见有
:

!{} h ll
: ” I!h }:

,

t o j . 1

川h l}!
: = !!h l!

2 ,

11}h 11!
. 二 1! h !!

这时
,

对任意给定的一个 u .( )。 L
二〔

t。 ,

at 〕,
可定义 “ , 上的一个泛函 J 。 ,

J
·

h“
·

, , =

丁
t a r

艺 h,
( t )

u ,
( t ) d t

.

t o j ’ 1

根据泛函模的定义 〔`〕 ,

J u (
·

)的模应为
:

lI几
户 = S u P

( 1 8 )

( 1 9 )

!l h 讯, = i

J u ( h (
·

) )
,

可以直接检验
,

此时有
:

l! J u
ll广 }lu ll ,

.

( 2 0 )

从而
,

根据 L一矩量问题的基本结果 “ ’ 幻 ,

应有
:

给定 H成p 二 1
, 2 ,

co )中的
,
个线性无关

的元 h ` i) (
·

)
,

f 二 1
,

…
, : 和。 + l个实数

c ; , … ,

气
,

L满足 E 1
0
11 > o ,

L > o ,

且记

众
= , 执`· ,“

共
,“ `h “ ’

( ” ,̀,一

艺 e i考` 二 1

贝d有
:

当且仅当五 ) 孙时
,

才存在 “ .( )比二〔ot, at “满足 11u 肠` 五
,

使得以 (l 8 ) 式所 定义

的泛函 J
。

满足条件
J u ( h “ , (

·

) ) 一
c ` , `“ 1

, … , ” ·

根据线性系统的能控性理论哟
,

系统 ( l) 在时刻 t 。 完全能控的充要条件是
:

用 ( 1 2)

式所定义的矩阵H ( t 。 ,

O
, t。〔t 。 , t户行线性无关 , 即是说

,

记

、、.了
口

、2 .、 ,声

h ` i ,
(

-

入i :
( t。

, ·

, `
:

( i
。 , · ( 2 1 )

则由系统 ( l) 在 t 。 完全能控的假设可得到矢量函数 h ` ”

数空间 H p 中的 :
个线性无关元

.

综合上面所述
,

下述定理得以成立
:

定理 1 假设系统 ( l) 在时刻 t。完全能控
,

则有
:

h ( 2 ) ,
h `川 (

一

)是函

X
。` D p , 的充要条件是

登
簇 胡`· ”,象芦

` h (̀ ,
(

·

) }!二

艺 c i省i 二 1

i一 1

( 2 2 )

这里
,

D p 二是系统 ( l) 关于时间区间〔 t。 , t “ 〕在控制约束 }lull , 簇 L条件下的最大 能 控 域 ,
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e i ,
i = 1 ,

一
, : 和h ` i ,

(
.

)分别 由式 ( 1 1)和式 ( 2 1 )所定义
.

一
、

若记言是以若
、 ,

若
: , … ,

言
,

为分量的列矢量
,

并用上角标
’

“ , ” {表示转置
,

则条件 ( 2 2 )

可写成
1 一

了 气严
2儿 .

一 芍
`

C = 1

I!}H
l

( `
。 , ·

)若川,
.

为了利用定理 1求出能控域的一种参数表达式
,

先证明卞面引理 g

引理 条件 ( 22 ) (也即 ( 23 ) )等价于不等式

ll1H , “ 。 , ·

,“川, )
会“

, 。

( 2 3 )

( 2 4 )

对所有满足梦七二 1 的七均成立
。

证明 当条件 ( 24 )对所有满足梦若二 1 的若成立时
,

则 ( 2 4 )式对所有满足拿心三 1 的若

也成立
.

事实上
,

对满足梦 c = 1 的夸
,

只要令

万
= (创约

一

令氛

便有 梦若= 1 ,

从而有

脾
,
( ,。

, ·

il)7j
,

号7,c
·

用正数 “ 尹
约

` ’ “

乘不等式两端
,

不等号的方向不变
,

于是得

11。
`

( ,。
, ·

)七}{
, , 、 丰七

` 。 .

上曰

从而
,

二 f: 川H
`

( t。
,

省, c = 1

即条件 ( 2 3 )成立
。

反之
,

’

若条件 ( 23 )成立
,

等式 ( 2 4 ) 自然成立 , 当梦 c =

曹
一
互

,

、 卜 川 ~ 1
.

少̀ 川p乡丁

而省为满足条件七
`去二 i 的任一矢量

,

当专
` c ( o 时

,

则不

a > 0时
,

可令

则有梦 c = 1
,

从而由条件 ( 2 3 )便有

11}万
,
( ,。

, .

)言]{!, ) 粤矛
。 .

J J

用
a
乘不等式两端得

:

不等式

1IH
’

( `
。 , ·

)“ ,,
, 、

1:
, 。

对所有满足拿夸二 1的夸成立
。

至此
,

引理得证
。

现在
,

可用状态空间砂中的单位球面岛上的元作参量给出最大能控域D p 。 的参量表

达式
。

在甜
。
上定义函数

K , (乙) = f n f
蔚套̀

,

考
`
否
川H

,
( 1。

, ·

)若11! , ,

心
。 g ( 2 5 )

丑, 乙> 0
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式中 P分别可取 l ,
2

,

00
.

定理 2 假设系统 ( l) 在 0t 时刻完全能控
,

则系统 ( l) 关于时间区间〔 t
。 ,

t砂在控制约

束 }1。 }l
p ( L条件下的最大能控域D , m为

:

。 , 二 ·

{
: 。

}}! : 。 _
~ l x

。

\ l
11, .

乓 八 p
火

-
n刁丽 ) 歹

· ( 2 6 )

式中
,

】卜1!
, 。
表示空间

, ,

中元的欧几里得模
。

证明 根据定理 1 和引理
,
并注意到 c =

1 卜 , _ _

一 … , 1 , ,
,

、 , . ”

一 石
一

“ x “飞 川几
’

L丁“ , .

夕` 川 p

而P分别可取 1 ,

2
,

co
。

一 x 。 ,

可知
: x 。。D 刀。 的充分必要条件是不等式

( 2 7 )

对所有满足夕省二 1的省成立
。

令

、少、声
ù

OOQ口9勺自曰了
、了̀、

乙= 一
x 。

{l
; ”

则有乒g
。 ,

且不等式 ( 27 )化为

1
.、 , : 卜 , , 一

. 1 .
, , , 1

.

、 , . ”

云}卜
。
11

: ”若
`
乙《 j.I H `

( ,。
, ·

)若IJI , ,

不等式 ( 2刃对所有满足夕考= 1的夸成立的等价条件是
:
不等式

!}`
。

{l
: 。 、 撬一 }.: 。 ,

( ,。
, .

)言川 ,

`
.

`

对所有满足梦七= 1 ,

且梦乙> 0的所有省成立扩从而
, x砖 D , m的充要条件可表示为

:

x 。
}!

; ”
成

勺

来
~

}rl万`
( ,。二 )省一r一,

.

`
’

`
( 3 0 )

舀, 君一 i

君, 君> 0

于是
,

根据式 ( 2 5 )
,

( 2 5) 和 ( 3 0) 便得到定理 2 的结论
.

此外
,

还可证明如下论断
:

定理 3 假设系统 ( l) 在 t。时刻完全能控
,
则刀尹二是护中的一个凸闭集 , 而且 D p , 关

于参数at 来说
,

随着at 的增加
,

将是单调扩张的
。

证明 先证明 D p m是一个凸集
:
设 x 。 :

和 x 。 2
均属于 D , 二 ,

则有
:

对任意满足梦言二 1的

省成立如下不等式

一

分
, : 。 1、 川H ,

( : 。
, ·

) : 111 , ,

一

会“
, : 。 2` !! , H`

( ,。 , ·

)“ l , ,
·

( 3 1 )

( 3 2 )

设
。 ,

b为满足
。 + 。二 1的正数

,

用。 , 。分别乘( 31 )式和 0 2 )式的两端
,

并将所得结果相加
,

得
:

,
(

a x 。 : + 右x 。:
) ( I时H ,

(亡
。 , ·

)宕川
,

对所有满足拿考= 1的言成立
,

即有
a x o l + 吞x 。: ` D 刀二 ,

赦D p m是凸集
.
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为了证明D 夕。 是闭集
,

只须证明D p 二的任一个附着点 x 。 ,

均有 x 。。 D p耐 用反证法
,

若 x 。 〔 D : ,
.

则由定理 2 可知

x 。
11

* 。
> K , ( 乙)

,

式中
,

记却 =

则有

乙= 一
X o

{!
x 。

!!
, 。

x 。

1}
; , 一 K , (七)

,

则有
e , > o ,

于是
,

若令

x 。 一 〔、 ,

成 ) 十 弩〕 了
,

乙

一l: 。

11
: ” = 、 ,

(曹) +

琴> 、 p (了)
,

`

即 x 。 。 D , 耐 过 x 。
作凸集D , 二的支撑超平面 r

,

则由凸集的性质可知 ( “ 〕 :

力 , 二和 x 。

应位

于 r面的两侧
。

于是
,

以 x 。

为中心
,

可作一个半径足够小的开球 S
,

其中不含 D 夕
,。

的点 ,

这与 x 。

是 D p 。 的附着点矛盾
。

至于 D p二单调扩张的论断可以证明如下
:

设 x 。。 D , 。 ( t。 :
)

,

则存在满足约来条件 };u
ll《 L 的控制 u .

(
·

) e L争 〔`
。 , `。 : 〕将状态由

初态 x ( t
。

) 二 x 。
转移至终态 x ( t a ;

) = o , 这时
,

对任意 r a : > t a : ,

可取

( 。 .
( t ) 当 t`〔 t o ,

t 。 ;

〕
,

u ( t )
当 才。 ( t a , ,

t o Z

则有 u (
·

) 。 L蛋〔 t。 , `。 〕
,

且 1}u }}( L
,

它将状态由初态 x ( t。 ) 二 x 。

转移至 x ( ta :
) = o ,

故有 x 。 `

D , 二 ( t a :
) 这就证 明 T D , , ( t a :

) C D 刀。 ( t a :
)

.

至此
,

定里 s 得证
。

定理 4 假设系统 ( l) 在 t。时刻完全能控
,

则 D
: , 是一个以 R .

的零点为中心的闭椭球
:

、尸r、IJ、IQJJ任口O八0nJod
了.、矛口.、了叮、

D : 优

式中
,

矩阵口为
:

二 { x 0

I x 。
口x 。

提 1 }
.

。 一

卡 ( );:
H (才

。 , `
, H

产“
。 , S

,`￡)
一 ` ·

证明 根据模 }l
。

服的定义
,

可得

川H l
( t 。 , ·

)若!l{
: 二 〔 < H

`
( t 。 , ·

)舍
,

H
声

( t。 , ·

)若>
: : 〕 ’ / , ,

式中
,

<
· , ·

> : t
表示《 〔 t。 ,

at 〕空间中的内积
.

定义算子 T如下
:

T 。 =

{:了
H ( : 。 , `

) 。 (
·

) J `
,

易见 T是 《 〔 t。 ,

at 〕

一
砂 的一个连续有界线性算子

,

且其共辘算子 T’ 为 〔` , :

( 3 6 )
`
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T .
省= 万 `

( t 。 ,
t )言

, t 。 〔 t。 ,
t a 〕

,

省
` R

” .

从而
,

式 ( 3 5 )可改写为 ( 4 , :

}! H 尹
( t。 , ·

)考}}}
: = 〔 < T .

省
,

T .
普> : : 〕` / :

= 〔 < 省
,

T T .
省> 户〕’ 八

= (夸
尹 T T鳍 )

’ / , .

式中
,

<
. , ·

> 声 是欧氏空间 R
”

的内积
。

根据式 ( 3 6 )
,

( 3 7 )可导出 (
. 〕

( 3 7 )

( 3 8 )

、,
奇、 ,产OJO口J月任

了.、叮了、

,

: :
一于::

H ( ,。 , 了
) H , “

。 , ￡
, d: ·

从而
,

根据定理 1和 ( 3 5) 式
,

可得到
: x 。 。 D : 二的充要条件为不等式

( “ ` 刃T . “ )
’ `: )
去

对所有满足条件
一省

, x 。 = i ( 4 1 )

的言均成立
.

由式 ( 5 4 )
,

( 3 9 )可知
:

Q
一 ’ 二 L “ T T .

于是
,

不等式 ( 40 )可改写为

占, Q
一 ,
省) 1

。

( 4 2 )

根据系统 ( l) 的完全能控性可以证明
:

娜

T T . 是正定对称阵
,

即Q
一 ’

是正定对称阵 , 这时
,

作为S hc 功 a1 :
不等式的一个推广

,

可证明

(有
, 口

一 ,
省) (省

, Q七) ) 若
,
省

。

( 4 3 )

( 注
: 当 Q = 万时 ,

( 4 a) 式就是通常所说的 S hc o al z
不等式

。

) 因而
,

有

(省
`口

一 `
言) ( x

: Q x 。
)

=
(省, Q

一 `
七) 〔( 一 x 。

)
户 Q ( 一 x 。

)〕

) · 省
I x 。 。

( 4 4 )

据此
,

为了使不等式 ( 4 2 ) (也即不等式 ( 4。 ) )对一切满足 一夕 : 。 二 1的言均成立的充要条件
一

为
:

不等式
_

x

: Q x 。
( `

J

、 、 `

( 4 5 )

城立
。

所以
,

根据定理 1 ,

式 ( 4 5 )是 : 砖 众
。 的充分且必要的条件

.

定理 4 得 证
.

下面举两个例子
,

说明上文结果在最优控制理论中的某些应用
。

例 1
。

讨论系统

竺
X 二 )

x +

( )
。

才̀ f o ,

co 〕 ,

为
、

控制
、
受到约束】“ !《 1 时的最小燃料问题 ( . 〕

( 4 6 )

这时
,

最优性能指标可表示
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了 ·

l;
}
· “ , ,“

·

( 4 7 )

对于终端时刻
:
固定的情形来说

,

正如〔7〕中所作的那样
,

对于给定的初态

、、....̀产

`孟0名几ó

XX了才...、、

一一nùX

首先
,

必须研究系统 ( 46 )将初态 x 。
转移至零终态所需的最短时间

: 。 ,

然后
,

再比较指
.

标

( 47 )中的了与 : 。

的大小
,

只有当
: 》 : 。

时
,

最小嫩料问题才可能有解
。

利用本文定理 2 ,

可以不必求
`

出最快速的时间 : 。
的 数 值

,

只 须 取 t。 = 0 , t。 = , 和

L 二 1
,

求出系统 ( 4的的最大能控域 刀 . 。 ,

则当 xo o D . 二 时
,

上述最小燃料问题 可能有

解
,

若 `
探
甲力

. 二时
,

上述最小燃料问题便没有解
.

具体可依次算得
:

少 ( r , s
)

=
I t 一 万

)
H `”

, ` , =

(
一

(
记参量犷

。 g
。

(单位园 )为
c o s s

5 1牡 8

了̀几、

一一
、尸碑八口了

.、
护ó

! 8!簇 8。
,

! 8 } ) , 一 8
。 ,

K .
(七( 8 ) ) 二

}
s艺n s ,

8
。

( }8! ( 军 一 口
。

8。 一 a 了“ 。

令
.

由定理 2有

,

、

!
了

D

一 {
x 。

} x 。 = *

(
c o s s

一 万《 0 ( 万 ,

s i n s

“ ` 一 k ` K ·
( : (0 ) )

}
( 4 8 )

比如
当 x 。 ·

(孟)
时

,

可写成 “ 二 一 ` ,

如哟形式
C O S万

5 1儿军

而不论
:

> o为何值
,

均有

K .

丈亡介) ) 二
了 2 止丁:

2 !
c o s二 ! 2
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于是由( 4 5) 式可知
,

当
: < 召丁时

,

关于 : 。

为初始状态的最小燃料问题无解
,

只有当
: )

训万时
,

最小燃料问题才可能有解存在
。

例 2
。

讨论系统

;
二

( ; )二 (: )
et 〔。

,

oo 〕
,

控制
:
受到约束

丁犷
,
·` , ,” “ “

( 4 9 )

( 5 0 )

时的快速最优控制问题
。

这时
,

可推得系统 ( 4 9 ) ( 5 0 )的最大能控域

。 2。 =

{一 !一 (二; )
,

1 2·

:
· ` 2忿

一
`忿

二
·

: 镇
!

二}

根据定理 3 ,

当 at 增大时
,

D , 是单调扩张的
,

于是
,

对于任一给定的 初度 x 。 二

(戴)
,

我们可以借助方程

1 2 x

:
+ ; 2、

, x : + 4 ,

乙
二

:
= `

:
,

( 5 1 )

求出其最小实根 t。 ,

则这个值就是状态由 x 。

转移至零终态的最快速的 时间
。

,
鱼

、

比如
,

当 x 。 “

(
“

)时
,

方程 ( 5 1 )化为

0

, n 、 ,

9 _

1 乙 入
.

.
叮

.

二
4

只有唯一的一个实根
:

: 。 二 刃2 7 = 3
.

于是
,

系统控制在约束条件 ( 5。 )之下
,

系统 ( 4 。 )的状态由初态 : 。 =

(

的最快速时间为 3 个时间单位
。

) 转移至零终态
3一20
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