
关于 构 造 李雅 普诺 夫 函 数

的微 分矩 方 法 l()

王寿松 徐远通

( 数学力学系 )

摘 要

本文对 P
.

J
.

P o n oz 及 T
.

N ag or aj
a 、

V
.

v
.

C h a l a m等用微分矩构造李雅普诺夫 函

数的方法作了改进和推广
,

具体给出运用微分矩方法的主要步骤
,

并通过实例说明 应用 这

一方法的优点
.

在李雅普诺夫 ( A
.

M
.

IJ 只订y H o B ) 运动稳定性的理论研究和应用中
,

一个重要的

问题是如何构造出满足李雅普诺夫基本定理的 V函数
,

即李雅普诺夫函 数
。

一 九 六 五

年
,

P
.

J
.

P o n z o 〔`〕首次提出用非线性高阶微分方程的微分矩 ( d i f f e r e n t i a l m o m e n t )

构造李雅普诺夫函数
.

一九七四年
,

T
.

N a g or aj a 和 V
.

V
.

C h al a m 〔“〕 对这种方法作

了概括和修改
,

指出微分矩方法是构造李雅普诺夫函数的一个新途径
.

在本文 ( I )中
,

我们综合 〔 1 ,
2 〕提出的方法

,

作了改进
,

扩大其适用的范围
,

给出了构造李雅普诺 夫

函数的具体演算步骤
,

同时以实例给予示范
.

从实际计算表明 ( 例 2 )
,

利用微 分矩 方

法作出的V函数
,

它所确定的渐近稳定域比 J
.

P
.

L a s al le 〔“
, 略〕 的著名结果范围 更为广

泛
。

号1 应用微分矩方法的主要步骤

考虑非驻定系统

、

二 。
。

_ d x `

〕玉月主 X i = 万 广 ,

“ 不

x i = X i ( t , x , , … , x l:

) ( i

x ` ( t , x , , … , x 。

)对一切

二 1 , 2 , … , 72
) ( 1

.

1 )

t》 0及 、 l , … ,

场连续
,

满足解的唯一性条 件
,

且

X i ( t ,
0

, … ,
0 ) = o ( i = z , 2 , … , n

)
.

扶 〔2〕作法 ( 〔幻及〔1〕都只考虑驻定系统的情形 )
,

定义微分矩集如下
:

, 22、 , =

!: ;
、 ( ;

, 一 X
,

)岔: “
,

了二 1 , 2 ,

一 ( 1
.

2

对方程组。 , j 二 O ( i
,

了= 1
, 2 , … ,

的作变量代换和分部积分
,

最后组 合出一个 关系式
,

形
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女口
:

V ( t , x , , … , x ,

{W ( t , x , , … , x 。

) d t ( 1
.

3 )

于是
d V

丽
= w 气t , x ` ,

’

“ , x ”
) ( 1

.

4 )

函数V和W如适合李雅普诺夫基本定理的要求
,

我们便构造出李雅普诺夫函 数 V(
t , , : ,

… , x 。

)
,

并同时求得它通过方程组对时间 t 的全导数
.

在应用过程 中
,

我们发现对 ( 1
.

幻式作变量代换及分部积分
,

可利用以下关系式

I:
X “ `

, 一 X ,
,“ ` = ” “

, ` = ` , 2 ,

一
及其线性组合来实现 , 此外

,

要得出关系式 ( 1
.

4 )
,

对于方程组 ( 1
.

2 )或 ( 1
.

5 )

考虑其中的被积函数
,

即研究以下各关系式及其线性组合
:

( 1
.

5 )

只需直接

{
x 、 (

x , 一 X ,
) = 0

x s (
x , 一 X ,

) = 0 ( i
,

j = 1
, 2 ,

…
, :

)

基于上述分析
,

我们对微分矩方法作 了如下改进
:

1
。

建立
“ 微分矩方程组

”

对系统 ( 1
.

1) 一般地可建立护个关系式
:

x 、 x , 二 x i X
;

( i
,

j 二 1
, 2 , … , n

) ( 1
.

6 )

在很多情况下
,

也可直接考察如下
n

(
n + 1 )

2
个关系式

:

}
“

{
` 一 ` f

:
、 _ , , ,

\ 丫 ` x j + x j x i = x i人 j + x j人 i

( i
,

j = l ,
2

,

…
, n ,

f> j ( 1
.

7 )

这些关系式在形式上与 ( 1
.

2) 和 ( 1
。

5 )不相同
,

但它们是改进后微分矩方法的 基 本关 系

式
,

因此称关系式 ( 1
.

6 )和 ( 1
.

7 )为
“
微分矩方程组

” 〔由
.

2
.

确定组合系数 ( 常数或某些变元的函数 )

首先分析微分矩方程组 ( 1
.

6 )或 ( 1
.

7 )右端的每个函数项
,

划分出如下两类函数
:
第

一类函数是常负的
,

或可以提出某些条件而成为常负的 函 数 , 第 二 类 函 数 形 式 为

一

可广
’

其中

, , 二 , , … , 二二 )
·

x ` ,

这里或夕
’
适合以下等式

:

F ;夕
’ ·

=xl 翻:
`

心
’

dx 今
一

ltL
F :夕

’ 〕
( 1

.

8 )

L`〔F
:夕

’ 〕三

{

, 。 (吞
x l a 厂 ` i

d xl + 乙
占一 l

S 协 I

, r二 ,
OF f厂

`

、

! l
’

—
d x r ) X

。

\ J o 口 x s
’

I

〔注〕 在文 ( I )中
,

将对
“

微分矩方程组
”

的概念作进一步推广
.
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i
,

j
,

m
,
l 是小于

n 的某个正整数
,

k = 1 , 2 ,

…
,
叭 j

.

街 j是相应的微分矩方程出现 第二 类函

数的个数
。

然后
,

利用下列公式

· `
;
` ·

合晶
`X

: ,

X`
;

, + X ,

;
` =

异
(

X `X ,

)
公

,

j = 1
, 2 , … , n ,

i铸 j ( 1
.

9 )

结合上述的分析
,

适当选择一些常数九 j
,

对微分矩方程组 ( 1
.

6 )或 ( 1
.

7 )进行 线性组合
,

整理得
:

瓢
`

井
. :

(合
, “ `

:
` 夕f ,“ “ ` 梦

益一 1

1 ` l` n

* ` ,

{:
` F:夕

’ “ · ,

)〕

= 一 w ,
( , , 二: ,

…
, 二。

) +

乏
,

会
, : : 〔F :广

) 〕

. , J 一
`

九. 1

1 ` I ( 刀

三 W ( t , x , ,

…
, x 。

) ( x
.

1 0 )

其中平
:
( t , x : ,

…
, x 。

)是常正函数
。

选择组合系数 iP j的方法
,

可根据系统 ( 1
.

1) 右端的形式
,

结合观察法或待定系数法
,

进行组合运算
,

务求使等式 ( 1
.

1 0) 两端的函数满足稳定性理论基本定理的要求
.

例如
,

如果系统 ( 1
.

1) 的右端只是关于
x : , x : ,

…
,

介的多项式函数或分离变量型的函数
,

则 可以

从关系式 ( 1
.

7 )出发
,

令组合系数是待定常数九 j ( i
,

j = 1
, 2 ,

…
, :

)
,

月勿 j = P] ` ,

得 到

兰 (
d t \

艺 P i , x i x ,

f
,

j 一 l )
-

E P i
,

(
x i X j + x ,X 、 )

i
,

j 一 1

将上式右端写成具有变系数的二次型
,

便有

J (
d t \
会

”

艺 q f , x ` x 矛 ( 1
.

1 1 )
i

,
] . 1

, `
, x ` x ,

)
-

i
一 J 二 1

其中乳 J一般是 t , x : , … , x ,

的函数
,

此时便可利用广义 S y lve
s t e r
条件

,

并根据稳 定性定

理的要求确定组合常数 iP j
.

这时
,

如果要使V = E 断内 ix 是定正的
,

i
,

j . 1

而V 二 艺 iiq 翔
x ,

是
i

,

j 一 1

定负或常负
,

那 么可取 P i , = o ( i笋 j )
,

P`* > o ,

且 口̀ , = o ( f子 j )
,

及 q“ 镇 一 c ( o (
c
为常

数 ) , 或者 P`满足 S y l v e s t e r条件加上 互̀
, = 0 ( i铸 j )

, 口`i ( 一 c 成 0 , 或是对口i ,
要求 满 足

广义 S y vl e s t e r
条件等等

.

从这些关系式中确定出组合常数的具体数值
。

确定组合系数是关键性的一个步骤
,

我们将在本文 ( I )中进行讨论
.

3
.

求出李雅普诺失函数 V及其导数 V

假定通过步骤 1和 2得到了等式 ( 1
.

1 0 )
,

则便有
:

、 (才
, · 1 ,

一
) = 、

井
一 :

(合
。` , ·

:
· , ` ,

一翼
。` ,

{)
` :

:
) 、一

)
( 1
一 )

1`
l
` ”
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矛 (: , X : ,

… , X 。

)二

半 {
( 1

.
; , =

W “
, X l ,

一
) ( 1

.

1 3 )

此时
,

如果函数 V ( t , 二 , , … , x ,

)满足李雅普诺夫稳定性基本定理
,

则所求的李雅普诺

夫函数 V及其通过系统 ( 1
.

1) 对时间 t的全导数同时写出
,

形如 ( 1
.

12 )及 ( 1
.

1 3 )
.

如果 能

提出条件使 ( 1
.

1 2 )的函数 V成为李雅普诺夫函数
,

比如要求V是定正
,

W是常负或定 负
,

则我们便给出系统 ( 1
.

1) 的零解
x ; 二 0

,

… , x 。 二 O为稳定的或渐近稳定的条件
.

务2 实 例

例 1 考虑三阶非驻 定系统

x + f ( t , x , x
)

x + g ( t , x , x
)

x + 甲 ( t )人(
x

)
= o ( 2

.

1 )

其中h( 0)
= O ,

所有函数均属于 cl 类
。

写出其等价方程组

{
X l 二

X Z 二 ( 2
.

2 )

介xa

二 3 “ 一 f ( t , x : , x Z

) x 。 一 夕( t , x : , x Z

) x Z 一 中 ( t )人(
x ,

)

( l) 建立微分矩方程组
:

x l x 一 = x a戈 2

x Z x Z = x Z义 s

x 。 丫。 = 一 f ( `
, x : , x :

)
x

;
一 g ( `

, x , , x Z
)

x Z x 。 一 中 ( ` ) h (
y :

)
x 。

二
x Z x , + x , x Z “ x

;
+ x : x 3

( 2
.

3 )

x 。 x , + x , x , = x 3 x : 一 f ( t , x , , x Z
)

x , x 。 一 g ( t , x , , x :

)
x , x : 一 甲 ( t ) 入(

x :
)

x ,

x 3 x Z + x : x 。 = x

;
一 f ( `

, x : , x Z
)

x : x 。 一 夕( `
, x , , x Z

)
x

;
一 甲 ( ` )无( x ,

)
x Z

/万矛了!lwe

j
l!
eeJ
、

( 2 ) 确定组合常数
:

分析微分矩方程组 ( 2
.

3 )
,

可以看出第 3个和第 6个方程右端各函数几乎都是第一
、

二

类函数
,

因此
,

可选取 P
, : = P

Z : = P
: , = P3 : = 0

,
P
。 : = 1

,
P 3 : = a ,

其中
a
是某个正数

,

则得

到组合关系式为
:

x 。 x 。 + a
(

x 。 x Z + x Z x 3

) = 一 〔 f ( `
, x , , x Z

) 一
a 〕x

;
一 a g ( `

, x , , x Z
)

x

;

一 a f ( ,
, x , , x Z

)
x Z x 。 一 g ( t , x : , x Z

)
x : x 。 一 a甲 ( t ) h (

x ,

)
x : 一 甲 ( t )人(

x ,

)
x 3

对 ( 2
.

4 )中右端的第二类函数建立下列等式
:

( 2
.

4 )
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f ( t
, x : , x :

)
x : x : =

d ,
,

.

、

「

丽
f 、 ` , 尤 ` , 尤“ ) 一

J

义 :
口f x Z d x : 一 〔 {

戈 2
日f

口x l

x :
d x : 〕x Z ,

g ( r , x , , x Z

)
x Z x 3 =

G “
,

一
, 一

{
一

留
X Z“ · 2 一 〔

{
戈 2 口g

口x l

x z
d x Z〕 x : ,

呼̀2口
叉o

甲 ( t ) 人(
x :

)
x Z =

中 ( t ) h (
x :

)
x 3 二

〔中 ( t ) H (
x t

)〕一 甲 `
( t ) H (

x ,

)
,

( 2
.

5 )

〔切 ( ` ) 11 (
x ,

)
x :

〕一 中 (` )人
`

(
x ;

)
x

:
一 甲`

( ` ) ,` (
` ,

)
二 2 .

d一dtddtd一dt

F “
, X l , X Z

,
=

{
G“

, X l , X Z

,
=

{

气 lr
. 、 ,

丁L不 , x l一 丫 2 ) x Z a x Z ,

O

气
l 、 r

g 、 忑s x l 一 x Z
) x Z a x Z 。

H (
x :

)

将 ( 2
。

5 )代入 ( 2
.

4 )即得到

“
J

。 ” 、 x ` ) “ ` ,

d

d t
〔
含

x

:
+ 。 x Z x 3 + “ F “

, ” 1 , x Z

, + G“
, x ! , x Z

, + , “ ,” ( x l , x Z+ 。 , “ , H (
x !

,〕

= 一 〔 a g ( t , x : , x Z

) 一 甲 ( t )人
`

(
x :

) -
义 ,
口f

口x -

介 dx
:

一
_

1

X z {
劣 2
口g

。
口x -

x : d x Z〕 x

;
产..1,J

a一介

+ 〔· , ,
(: )。 (

X :
) + 、 ,

( , )“ (
X l

)
X Z + ·

{
x Z

d f

口 t
介 d介 十 l:令

九 dxz 〕

一 〔 f ( `
, x : , x :

) 一 a 〕 x

: ( 2
.

6 )

( 3) 求出李雅普诺夫函数V及其导数

如果我们给出如下假设条件
:

1 ) f ( t , x : , x :
) )

a
> 0 ,

2 ) g ( t , x , , x :
) 》 乡> 0 ,

3 ) o < h `
( x :

) ( c ;

4 ) 0 <
a 《 中 ( t )镇口,

奋

a一介5 )
a乙a 一 c口

2

>
-口 a

X 昌 !
戈 :
日沂

。
口x l

xz d介 + !
劣 2

旦夕
J

o
口x l

x Zd x Z
) 0 ,

6 )
· , ,

( , )。 (
· :

) + , ,
( , )、 (一 )一 + ·

I
戈 : 口f

0 t

x z
d x Z+

!
戈 2
口g

口t
介 d介镇 0

。

其中 a ,

乙
, ` , a ,

口是正数
,

那么从 ( 2
.

6 )便得出所求的李雅普诺夫函数 V及其通过 方 程 组

( 2
.

2 )对 t的全导数:V

z一2
一一V ( t , x ` , x : , x 。

)
x

互
+ a x : x 3 + a F ( `

, x : , x :

) + G (`
, x : x Z

) + 甲 ( ` )人(
x ,

)
x : + a甲 (` ) H (

x :
)

一 〔“ ` ,

一
’ 一〕 X

;
一 〔· g “

,

一
, 一 甲 “ ,”“ 一 ,一

分 }
x 2 a厂

_

-J
石 一 人 , “ 人 ,

口x l

.

=V
f x 之

爵
一“一〕 ·

:
+ 〔· 甲“ ` , H`一 , + 甲“ ` ’ ” `一 ’ 一
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二 l:
2

豁
一“

一 {:
`

斋
一“一〕

·

事实上
,

由假设条件推出
:

F ( `
, x ! , x Z

) )
号

x

:
,

G“
, X ! , X Z

, )

音
劣

重
,

” 2
(一 ) = 2

了:
`”`一 )“

, `X !
, dx

! ` 2· H 一̀ ,
·

因而

V`才
, x ! , x Z , : 3

, )
合

x

:
+ 。 x Zx 3

+

专 咬+

着咬
一

阿 c2 (H
` :

)1 xl1 + a a
H (

x :
)
。

或写为

: ( , , 二 : , 二 : , 二 3

) ) 畏
一

(
。 x : + 二 :

)
“ +

半
〔 `

/终恤立一 色 l: :
}〕

2

a a b 一 c B:

十 一一 一

_2夕口
x

璧

可见 V是定正函数
。

另外注意到
a

卜 口
。 ) 工 (

。石。 一 :
夕

,
) ) o

故可知 V 为常负的
。

此时 ( 2
.

2 )零解是稳定的
。

如果讨论驻定系统情形
,

则第 6 )条件自然成立
,

第 4 )条件不复存在
,

而第 5 )条件可

改为
:

ab 一 >

冬{:
2

一

爵
介dx

Z +

寺广斋
X Z

dx
Z

、 。

这即是 〔1〕中的结果
,

此时 ( 2
.

2 )零解是全局渐近稳定的
。

例 2 考虑二阶方程

x + a 丫 + bx + c x Z = ( 2
。

7 )

其中 a 、

乙
、 `
均为正数

, ` 二 3的情形巳由 J
.

P
.

L a s al le 俩
` 〕详细讨论

,

现写出 ( 2
.

7 )的等价方程组
:

X = 万

y 二 一 a y 一乙x 一 ` x
( 2

.

8 )

显然
,

在 (
/ , , )平面上

,

( 2
.

8 )有两个 l。界点 (。
, 。 )和 ( 一

粤
, 。 )月通过一次近似方程

可 以判断原点 ( 0 ,

0) 是渐近稳定
, 而点 ( 一

粤
, 。 )是不稳定的鞍点

·

这里我们应用微分矩方法
,

对 ( 2
.

5) 作几个不同的李雅普诺夫函数
,

进而通 过 计算

检验寻求一个比较理想的李稚普诺夫函数
,

以确定原点 ( o ,

0) 尽可能大的吸引域
.

首先写出 ( 2
.

5) 的微分矩方程组
:
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{
X X = X g

夕 夕 = 一 a , 2一 bx , 一 c x Z夕

x g + y x = 一 a x 夕一 bx Z一 c x 3 + 万 2

( 2
.

9 )

i ) 对 ( 2
.

。 )取组合常数 P l , = o ,
P

Z , = o
,

P 2 2 = i ,

得
:

荟(冬
, 2

、一
“ ’ 一 “ X“ 一 ` x Z“

“ ` 、 乙 I

其中右端的第二类函数为
、、.夕了

X

6一2
叮户.、

`

,

、、.,了
.曰

XC

兰dt d

{
一 bx 夕 = 一 bx x 二 一

一 c x Z夕 = 一 c x Z x =
一兰 ( 生

d t 、 3

( 2
。

1 0 )

因而得到

x Z + 三 x 3

3 〕= 一 a 夕2 ,
612

+夕
1一2

万广Ikd一dt

故可取

V
l ·

音
, 2 +

(夸
+

号
·

)
一

,

V z 二 一 a夕2 。

2 ) 对 ( 2
.

9 )取组合常数P
, 1 二 a Z ,

P: , = a ,
P Z: = 1 ,

得
:

.

…
a Z x x + a

(
x y + y x

) + 夕夕 = 一 a
(乡+ e x

)
x Z一 b x , 一 。 x Zy

再利用第二类函数的公式 ( 2
.

1 0 )即得

乡`ax
+ , )

2 +

夸
x Z+ 二

x 3

3 〕一
”̀ + “ ’ ` ”

乡`一
+ , ,

2 +

(乡
+

号
X

V
Z = 一 a

(西+ e x
)

x 2 .2
X

、、 .万声
刀

尹lee=̀
d一dtVz

故又得到

3 ) 对 ( 2
.

9 )取组合常数 p
, ; = a Z ,

p
Z , = a ,

p
Z: = 2 ,

得
:

.

…
a Z x x + a

(
x 夕 + 万 x ) + 2夕夕 = 一 。 〔y “ + ( b + 。 x

)
x Z〕一 2 ( b x +

同样对函数 一 2 (今x + c x Z
)夕利用公式 ( 2

.

2 0 )
,

得
:

c x Z
)夕

劳
〔 (号

X + , )
2 +

子
一 + ”̀ +

警
·

, X Z〕 =
一 a〔 , 2 + (乡+ e x )

x Z〕
,

又可得到
:

X X
c2一3y 。 = (粤

x + , )
“ +

乙

(可 + 。 +

’

4
V

。 = 一 a 〔夕“ + ( b + e x
) x Z〕

,

显然
,

时
,

集合

当二 > 一 互> 一

护时 v

C 乙 C

: ,

V
Z ,

V
3

都是定正函数
,

而 V
; ,

玖常负
,

V
:

定 负
。

同

{ (
x , 夕) }V ; = 0 } = { ( x , 夕) 1夕 = o }
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{( x, 梦 ) ! V : = o } = { ( x 一夕 ) 】x = 0 }

都不可能包含 ( 2
.

5) 除零解以外的任何正半轨
,

故由V : ,

近稳定
。

V : ,
V 3
均可以判定 ( 2

.

8) 零解渐

根据 J
.

P
.

L a s a
l l e 及 5

.

在 由矶 ( x ,

约 < K `所确定的域岛

L fe s o h e t :
专著〔4〕中的一个定理

,
如果对某个正数 iK

,

内
,

V` ( x , 夕)定正
,

价 定负或者常负而在集合 { ( x , g ) l

犷` = O 蛋内没有除原点以外的其它轨线
,
则岛便是零解 x 二 穿 = 。的一个渐近稳定域

.

现利

用上述三个函数砚来确定零解的渐近稳定域
,

并比较其范围的大小
。

二 ,
, _ 。 、

一 人 一 , 一一。 、 。 ,

b
_ 、

「

~ ”
_ 、 ,

~ 一 。 一
人
一 , ` ~ ~

、 , _

。
` 、 、 ,

由于 (“
·

8 )有一个不稳定的鞍点 p ( 一着
, ” )

,

因此必须使城不含有 p点
,

即取边界线为

V i ( x , 夕 ) = K i

使其含有点 P
,

于是求得

K ` = V ` (
x , 夕)

《 一

冬
, o ,

从而分别得出三个不同的渐近稳定域如下
:

9 1:

`” +

譬
X ,

X Z+ , “ <

务
,

二 > 一 立 ,

普 )
g

, :

(。十粤
二

)
二 , , (

a 二 、 , )
2 <琴(

a : 十

J C一

、 b
X

沪 尹

) 一 — ;
C

夕

I
J

l
l、产.., ,味

l

(
替

+ 。 +

警
·

)一 + (号
X + ; )

2 <

多
(
誓

+

夸
)

甄 飞>x
一

冬
从 V ` ( x , 夕) ( i ” z , 2 , 3 )的形式可以看出

,
V

:

不依赖于
a ,

它就是 L a s a l l
e 〔3 , ` 〕 所 采

1月的李雅普诺夫函数
.

而V 么和V
。

都包含有
a ,
显然V

:

和 V 3
多一个参数

a ,

因此比 V
:

更 广

泛些
,

而
a ” 0时

,

V :
~ V ; ,

矶` V : .

根据实际计算表明
,

当吐匕较小时
,

g
: ,

g 。与 g
;

之 间

啥别不太明显 ( 见图一
、

二 )
,

但当
a 比较大时

,

它们之间的差距就很突出了 (见图四 )
.

同时
,

从三个函数所确定的渐近稳定域来看
, V :
是比较好的

.

最后顺便指出
,

如果对方程 ( 2
.

7 )取 不同于 ( 2
.

8 )的其它等价方程组
,

还可 以 用 微

分矩方法作出其它各种形式的李雅普诺夫 函 数
.



第四期 关于构造李雅普诺夫函数的微分矩方法 ( I)

_ _ 一

一
~

-
~

一
. .
一 ~ 口 - 润~ 户~ . 卜. ~. , ~ 确~ 州. 门卜

图一
父 + 工止+ 2二 + 工 2

4 图二 父+ 生玄+ Z x + x , = o

图三 父+ 又+ 6 x + 3 x , 二 0

〔注〕 图中阴影部分表示 9
2

大于 g :的范围 ,

箭头表示轨线的走向 ,

阴影内虚线表示曲线V 3〔 x ,

y ) = k 3

图四 父+ 6玄+ 6 x + 3 x 2二 o

一

- -
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