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摘 要

本文对用微分矩方法构造李雅普诺夫函数提出各种充分性条件
,

具体解决了确定组合系

数的问题
,

各定理为实际应用提供了明确的运算法则
.

本文继续文 〔1〕的工作
,

对几类不同的方程研究如何用微分矩方法构造李 雅 普诺夫

函数
,

着重讨论如何选择组合微分矩方程的各种系数
,

并用实例说明它在应用上的方便

之处
。
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“
微分矩方程组

”
如下

:

b刁: 一 f (刁
,
)

{
刁:几

=

刁:几
二

刁: 刁s

一 a ” :
一 b刁: 刁3 一 f (`

:
)刁

:

于是有
:

”“ : ,
: + “ 3“

: =

一〔` 3+

华
〕 2

一 , (“
!
)“ ! 一 “ , (̀

!
)̀

! +
八“

!
) : +

粤
利用 f (刁

:
) = 一礼得出

:

头
〔

音
“ :

+

合
” :

+

晋
: : + 。

{ f ( x ) .dt 〕 二 一 a 〔刁s只坦〕: 一

罕
〔“ ` x 一 “ ` ’ 〕

因此
,

取李推普诺夫函数为
:
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T, _ b
l 二 _ . ` 、 2

.

1
, , _ ,

r ` 下『 、 U 一 “ 孟 ) 甲 气不
~

七 、 “ -

一 U ) 石 一 “ 万 宁 ` J
-

` 乙

+

分
`

如
·
,̀

·

护= 一 。 〔 ( a
: 一 。 ): 一

。 , + : 十近(主与
: 一丝些〔 a。: 一 f (二 )〕

a a

上述函数 V便是 J
.

O
.

C
.

E : e il 。 〔 3〕中所采用的函数
。

务3
.

构造广义二次型加积分项的李雅普诺夫函数

本节考虑构造形式上更广泛的一类李雅普诺夫函数
,

其二次项是某些函数的平方形

式
。

定理 3
.

1 如果存在具有连续一阶偏导数的函数U ( x
: , … , x 。 )使U (O

,

…
, 。 ) 二 o

,

而对

某个整数 l
,
当 x l == o时

,

只要有一个 x i祷 0 ( i = z
,
2

, … , 牡 ,
f笋 l )

,

便有 U ( x
: ,

…
, x 。

)笋 。 ; 并满

足

1 ) 〔U。 : , …
, x 。
) + X : ( t

, x : , …
, x 。
)〕/ x 于是常负函数 ,

2 , 记 F` ,
, · 】,

一
, =

乡
:

器
X ` , , “ , · : ,

· ·

… ,̀ · , 定正 ,

}:
`

臀
` · , · `

凳
` , :`
{:

`

器
`· ` ,“ ` ” ;

那么
,
可构造出广义的二次型加积分项的李雅普诺夫函数

。 _ 1
, r , ,

_ . 、 、 :
.

丫
, l ” , ;

_

, “ 百 k L, 、 不 ` ’ ` ” ’ 不 ” 户 J
一
宁
-J’
。 f “ ” 弄 ` ” ” ’ 弄 ” ’ “ 弄 ` ( 3

.

1 )

它通过方程组 ( 1
.

1) 对忿的全导数为

` =

f 器
dx ;

气
.

系
, , `
扩斋

dx , ,+xf
`“ “ ’̀ ”

〔证〕 注意到

dU (
劣: , … , 劣。

)
二

d t

三 a U
二 乙

一二一甲一

i一 i 口劣 i
X i

’

二 F (考
, x : , …

, x , )

因而
l d

, r r ,
_ _

、 、 , _ , r , 一 二 、 二 , 二
` .

厄不 L LJ 、不 , , ”
’
, 不 ” ) J

一
` L, 、弄 , , ”

’
, 弄” , L

’

气` ,

“
, ”

’
, ` 。

另一方面
,

有

关(J:
` F ( ,

, · : ,

一
。
) d· ,〕

一

}:
`

器
“ · , · `

裳
` ,

蔗
`

器
“· ,

〕
X ` · 刀“

, · ! ,

一
, X ,

将两式相加
,

得到

兰 J生〔U ( X
l ,

一
: ·
)〕

2 +

):
, F ( ,

, x ! ,

一
x ·
)“ · ,

}

器
、 · ,

气
一 、

象
J

曲:
`

器
“ · ,

〕
X “ `U “

` , F
州淤
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故取 ( 3
.

1) 形式的函数
,
由条件 1) 2 ) a) 容易验证V是定正的李雅普诺未函 数

。

定 理 得

证
。

类似地
,

还可以证明

定理 3
.

2 如果存在仅依赖于部分变元
x : , 一

, x 。 ( 1《 优镇 : 一 l) 的函数 U ( x
: , …

, x初

使U ( o
,

…
, 。 ) = 。 ,

而对某个整数 l
,

当 xl 二 0( 或U不含幻时 )
,

只要有一个 右笋 。 ( i = 1
,
2
,

…
, , ,

i笋 l )
,

便有U ( x
: ,

…
, x 。 )祷 o , 并满足

:

1 )

犷
`

一

盟
` · ,

弋
.

系
,

厂):
`

釜
`· , ,X “ 0 ,

2 ) 记 F ( ,
, : : , … , 二。

) = 省擎
x ` 一 : ,

,
; ( ,

, : : , … ,二 ,
) z劣淀正 ,

`一 1 o x 亡

3 ) 有 2 (
n 一 m )个正数 P*和实数 口s( i = 二 + 1

, … , ” )
,

使

么
, ,

,
. 、 , 、 L

” 、
~ ,

, , , . 、 , 、

皿 口U t,

乙 仁 q八 x i人 J十 x才本 ` ) 一 F i x `人 心J夕办气以 十 人 I ,与
.

芍二一 4 `
`一 沉+ 1 , `价 1 1一 I U 不 i

n

(其中 K = 艺
`一 m + 1

吕

q ,

竺一 ,

K 子 0 )
P i

那么
,

可构造出广义的二次型加积分项的李雅普诺夫函数为

: =

尽〔
u (二

: ,

乙

柑 翻
.

,
.

rr 男 ,

… , x 。 )〕
2
+ 艺 令 ( x 蔺一咎 x x )

不 + K I
, ’

F ( t
, x :

,

…
, x 。
) d x l ( 3

。

2 )
`一 m + 卫一 f 价 l 乙 F `

.

J o

通过方程组 ( 1
.

1) 对 t 的全导数为

` =

咐:
`

餐dx ,

李
:

今
, ,〔
):
`

器
dx , ,X`〕

` K〔 U ` X , , `
或会

X ` ,

一 公 〔口̀ ( x ` X I+ x lX` )一 P̀ x iX i〕
i一 1, `户 I

上述这两个定理均需要考虑取函数叮
.

对于方程组右端是分离变量函数时
,

一般可

以考虑取口
,

使
会

=

卜
“ “ , .dt

例 考虑方程组

{
x = e Zy 一 e y

万 “ x之 + x Z z

: 二 一 ( 1+ 护 )
〔叮

x +

哥
) + “ (

· , 一 1 ) + “ ( ; )
·〕。 ,

其中
a
> 0

,
乙) 0

,
人( , )> 孚

U

分析其右端
,

方程组
:

限戈
_

r y

可 令 F ( ` ) “围
。

(“ + ` ) d
` ,

G ( “ ) ” )
。 己y
心

·

建立
“
广义的

”
微分矩
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( 1 + x Z
) F (

x
) x = ( i + x Z

)尸(
x
)G ( g )

e y

e y G (万 ) 夕 = ( 1 +
x Z
)G (万)

e y
· :

: : = 一 ( 1 +
x Z
)〔

a F (
x
) + 乙G ( , ) + h (封 )

z〕 e y
一 :

( 1 +
x Z
) G (夕 )

x + e y F ( x ) , = ( z +
x Z
)〔 G

Z
(夕 ) + F (

x
)
: 〕e y

z o y y + G ( , )
z = ( 1 +

x Z
)
e y z么 一 ( i +

x Z
)〔

a F ( x ) + 石G ( y ) + h (夕 )
: 〕G (夕 )亡 y

取组合系数 P , : = a Z ,
P: : = 今2

,
P
3: = 石

,
P: : = a乙

,
P : 3 = a ,

得

兰〔才
: :
(
二
) + 笔

。 2
( , ) +

冬
: , + 。。F (

二
)。 ( ; ) +

: 。 ( , )
: 十 :

(
y 。 ( , )* ( , )

。 , 、 ; 〕
“ 不 乙 乙 乙 J O

= 一 b ( 1 +
x Z
)
z “ 〔人( ; ) 一尽〕。 y

U

因此取

1 , 二 , 、 . , 。 , 、 、 , .

1 产 。 , 、 . , _
_

、 , . ’

y( 。 , 、 尸 , ,
_

、

r = 气二 七探厂 、 工 ) 十 O妙 、万 ) J
一
十 石至忆口行 、 g ) 十 U 乙 J

一
十 Q 、 妙 、万 ) 七几 、万 ) 一

乙 ` U J O
乒〕

。 , d ;

口

则此函数是定正的李雅普诺夫函数
。

一般地说
,

对方程组

{
于
= : ( , ,
{:
。 ` , ,“ ”

,

g = f (
x
)
: ,

`一 *(
·
) 〔

·

于:
, (· )“

· + “

I了
。 ` ; ,“ , + “ ` , ,· 〕。 ’

(
a ) 0 , 乙> 0 ,

f (
x
) ) 0 , 夕 (夕 ) > 0 ,

h ( y ) >

普诺夫函数

)可以作出广义的二次型加积分项 的 李雅

, ,
1
尸 ” , 、

. ,

。 ,
_

、 、 ,
.

1 尸 。 , 、 .
。

_

六 : . _

嗽y
_ ,

_

八 。 ,
_

.

、 。 : ,
.

八 在 、
二

.

y = 气二
.

七“ I’ 气不 ) 十 U订气万 ) J
一
十 二1二七口。 、百 ) 宁 U ` J

一

宁 “ 愁: 夕气万 ) 订 、 万 少k [` 、 y 尹一 几丁 J “ 万

乙 乙口 J o “

其中 尸 (二卜 I:
, (

·
)dx

,

“ , , =

伪
; )、

.

则通过方程组对 ` 的全导数为

分
= 一 “〔` (, ) 一号〕f (

x
)。 ( , )`

’

特别当厂( x) 二 1及 g (妇 二 1时
,

所得结果化为对方程

x + 权 x)
x + b x 十 a x 二 0

的稳定性结论川
.
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