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关于随机R iem an n

和的均方收献性

谢 平 民

( 数学力学系 )

本文给出随机R iem an n和在闭区间上一致均方收敛的充分性条件
,

并把所得结果应

用于随机积分
,

高阶随机积分
,

同时还得到一 类 I ot 随机微分方程在均 方收敛意 义 下 的

解
。

一
、

随机形e m a n n 和的均方收敛性

设 ( g
,

F
,

P )为完备化概率空间
。

D 二 〔a ,

的为右半直线上任一有限闭区间
.

F , ,

犯D 为

F的单调上升子叮代数族
,

并且 F
。

包含 F的一切零测集
.

f 二 { f( O
, et D } 为具有有限二阶

矩的可测适应过程
.

乙二成 t, s)
, a ( s提 t提 b

,

成 t
,

O = 0为一族具有有限二阶矩的 随 机 变

量
,

且当
s
< t时

, 」对氏可测
。

又设存在

l) D 上的单调不减函数 F ( O ,

2 ) 具有有限二阶矩的
一

可测适应过程小

s) 非负实数 M 、及正数 M
: 、

m ; 、 。 2 、

战在某些场合下
,

M :
可以是任给 的

,

这 时 占还与

M
:

有关 )
,

使得以概率 1 ,

当。 < 卜
: < 占时

,

都有

! E { 」( t
, s
) IF

:

} 1( M
:

〔F ( t ) 一 F (
s
) 〕爪

:夕(
s
)

,

( l )

: { 。
,

( `
, :
) I。

:

} 、 二:〔
F ( , ) 一 F (

:
)〕 , 2 0 2

(
:
)

,

( 2 )

又对区间 D 的任一分割人
:

a = t o < t ; < t : < … < t。 一 :

< t
。 二 b

,

令 J i 二 〔t i
, t i + 1

)
,

i = 0 , 1 , , 二 , 犯 一 2 ,
J卜 : 二 〔 t。 一 , , t。 〕

.

l h l卜 M a x { t `+ : 一 t ` }
.

0 ( i ( ” 一 1

现在我们来考虑 f对乙的随机 iR e m a n n和
:

) 乙( t
,

t
。

)
,

t o J
。

f ( t i )刁( t i , : , t i ) + f ( t; ) 乙( t
,
t ; )

,
t o j k

,

k ) 一

ù

r、介、̀户工产
.

产f、,、 ..、

I ( f八) ( t ) =

固定分割 11时
,

容易看出
,
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i ) I ( f; ) ( r )对于 f及乙都是线性的
,

2 ) 若对任意的
_

r 《 s 《 t ,

乙( ,
,

r ) = 刁( t
, s

) + 」(
s , :

)
,

则阶梯过程 f对于刁的随机 R ie m a n n和 I ( f h ) (乙)因D 的再分割而改变的
,

最多有 f的分点那

么多项
。

此外
,

我们还有如下重要估计式
:

当皿h朋( 6时
,

对任意的 A e F
。

及 to D
,

都有

{
, 〔“ ,、 ) ( , )〕

2、 、 M :写
( “ F`: ` ) ) 。 :

一写
“ F “ ` ,
又
` 2

( ,` ,。
2
( ,̀ ,̀ , ` 3 ,

}
, 〔` ( ,、 ) ( , )〕

2“ , 、 M :写
“ F “ ` ) )二

娜
, `

2

“ * ,。
2“ /,` ,

· ZM ! M:

写
(乙: ( ,` ) )李(l

, ,: ( ,` )。
么
( , f )口,

)
`

x

氮
“ F“ ` , )“

1

({
,

。 ( ,̀ )。
2
( ,` )` ,

)
`

( 4 )

其中 刁F ( t i ) = F ( t e , :
) 一 F ( t s )

.

为了证明 ( 3 )
、

( 4 )式
,

除了条件期望的一些熟知性质外
,
我们还须要如下的

引理 设 BI =C B: =C F为二 a代数
,

又设X
、

Y
、
Z为非负函数

,

其中 X
、

Z 对 B :
可 测

,

丫

对氏可测
,

且

E { Y / B
:
} ( Z

, a . 5 ·

则对任意的A o B
: ,

有

J
,

X YdP 《 1
,
X Z d P

若 X Z可积
,

则上式意味着

E { X Y IB
:
} 《 X Z

, a . s .

这个引理可用通常的办法给予证明
。

( 3 ) 式的证明
:

容易看出
,

只须就 t 二 乙的情形给出证明
,

并且不妨设

玉
,
2
(“ ,。
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, ` == 。 , ` ,

2
,

一
`

·

因而由引理
,
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,

有

从而

玉
, 2
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2
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2
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2
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2
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玉
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: ` )。, ( , , )刁( , ,一
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, ` ,

, = 。 , 1 , 2 , … ,

一 1
.

)
` 〔“ 、̀ ,`” ,〕 2` , =

{
,
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(s )式得证
。

( 4 )式的证明
:

丁
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,
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2
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由 ( 3 )
、

( 4 )二个估计式我们得到随机 R ie m a n n
和在 D上一致均方收敛的三组充 分 性

条件
:

定理 1 若 F (` )连续
, 丑 { f

Z
( t ) 9

2

( t ) } 有界
,

且满足下列三条件 之一
: 1 )二

: > 2 , 2 )

二: = 2 , m : > 1 , s ) m : > 1
,

M
: 二 o ,

则当五h口神 o时
,

关于 to D及血 F
。 ,

一致地有

了
, 〔 I ( t。 ) ( t )〕

Zd P* 0
.

定理 2 若 F ( O连续
,

E 攫产( O扩 ( )t }有界
,

而 M :
是任给的

,

且满足下列二条件 之

i ) 二
: 二 2 , 2 ) m : = 1 ,

M : 二 o ,

则当11研、 。时
,

关于 et D及 A eF
。 ,

一致地有

1
, 〔I ( f h ) ( t )〕

“ d p、 0
.

定理 8 若当U创` 。时
,

公 刁F ( t ` ) Jf
Z
( t f )夕

2
( t s ) d P` o

i 一 0

且满足下列二条件之一
:

1 ) m : 二 2 , 2 ) 二 : = 1 ,

M , = 0 ,

则当!!hll 、 o时
,

关于 t
eD 及 A o F

。 ,

一致地有

J
、
〔I ( f。) ( t )〕

Z
dp* 0

.
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二
、

应 用 于 随 机 积 分

设夕= {夕t: toD }为 B o r w n i a n
运动过程

,

令

F , = a {夕
: : a ( s ( t }

, t o D

为F的子口代数族
,

并且 F
。

包含F的一切零测集
。

设几为任意实数或复数
.

考 虑 作为级数
和的随机过程

:

〔几口,〕
”

n !
= 习

月一 0

以 (夕
, 一 夕

。

)〕
”

作 !

.艺例一一

容易证明
,

对任意的 t、 袋刀
, t>

: ,

有

l i m E { }艺
介一今 . f· O

以 (口
, 一 夕

:

)〕 i

艺!
一 。“ 口* 一口s , }

2
} = 0

· ,

于是
,

利用逐项求期望的办法可得
:

久2 ,
_

-

r L r 一 s 夕

石 {
e轰 `芦t 一 :̀ s , } = e

为了方便
,

引进下列记号
:

以

S
。

(D )表示全体具有有限二阶矩的可测适应阶梯过程 , s( D )表示全体可测适应均方

连续过程 , I ( f )表示 f对刁的随机 Ri e m a n n和了( fh ) ( b )的均方极限
,

I :
( f )表 示 I ( f

,

) 的均

方极限
,

其中介护 (D x 甜)为可测适应过程
,

而脉 S 。
(刀 )

,

并使

才竺
. E `
要:“

·

`: ,一 “ ! , ,
’ “ ’ = ”

·

l) 令 刁 ( t,s ) = 几一凡
, t> s

。

那么利用定理 3 可以证明
,
I

;

( f) 存在并且就等于通常

所指的 f对夕的随机积分
。

2 ) 令刁( t
, s
) g 印

, 一夕
;

)
“ , t> : .

#lJ 用定理 i 及定理 3 可以证明
,

当 f̀ ,
( D 又 。 )时

,

f对 ,的二阶随机积分
Jf6(

s) 朔游在并且

困:
, (

`
) “ ,卜

{:
“ ￡

,`
了·

这就是说
,

在这种情形下
,

f对口的二阶随机积分就是通常 的 L e b e s
gu

e 积分
。

这里推广了

〔 4〕的结果
。

3 ) 令 刁( t
, s
) = (夕

, 一口
s

)用
, , ) s , 二 > s 为自然数

。

利 用 定 理 1 可 以 证 明
,

当

介尸 (D
x

功时
, I :

( f) 存在且等于零
,

推广了〔4〕的结果
.

4 ) 利用上述结果可得

,言
一 ,尝

二 。

{:
“ f

一“ “
· +

, }b ,罗
一 `、夕

: +

P( P一 i )
2! 至

b 时
一 ’

识

P( P一 i )
2!

「 b
_
。

l
_

夕岁
一 乙

d s 。

J 0
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这是关于 B or w in a n
运动过程的幂在均方收敛意义下的 tI 。 公式

。

这里推广了 〔6〕 的结

果
。

在那里是指依概率收狱而言
。

5 ) 令 刁( t声 ) 二 ( A ( t ) 一 A (
s
) ) (夕, 一夕s

)川
, t> s , m 为自然数

.

A ( t )为D 上的连续

函数
。

由定理 2 可知
,

当介尸 (D x 习 )时
,

I :
(厂)存在且等于零

.

作为特例
,

由此可得

{:
口
·` : =

丁:
(卜

￡
,̀ “

·

这就是 〔 5〕的例 5
.

3
.

1
.

也是 〔 6〕的例 4
.

5
.

2
.

6 ) 令 刁 ( t
, s
) 二

e 口t一夕s 一 1 一 邝 , 一口
s

) 一 十 邝 ,一 夕
s

)
2 , t )

5 .

由 定 理 1 可 知
,

当

介尸 (D x 口 )时
,

I ;
(厂)存在且等于零

。

作为特例
,

由此可得

“ 6 · 1 +

I:
·“ ’ “ ,

: +

合{:
· “ ` ““ `

·

7 ) 与 6 )类似可得
· ““ = ` +

I:一
`“

· +

专l》
, ; ` : .

s ) 令 刁( ,
,
: ) 二 。 , t一 , , 一于

` t 一` , 一 1一 “ , 一 夕
:

)
,

: >
: .

由此可得

“。一十 ( ,一“
) = 1 +

l
b 。 ,` 一士 (

` 一 “
)`夕

:

J a

。 ) 由过 程 、 e)f
: 、
川 的连续性

.

并注意到当 feL
Z

.(D
、 。 时

,

过程

分s() 。 .s

你sd) 嘟 以概率 ` 在” 上连续的事实
,

由 7 ,
、

8 ,便得 到漏随机微分方程

, (,卜 , +

!少(
`
)̀ ,

· +

翻;
, (

`
,“

/

“ ` , == 1+

于少
(
￡
)` ,

:

在均方收敛意义下的解
.

并求得解的一
、

二阶矩
.

上列随机微分方程的解
,

通常是从 tI 苏复合函数求导公式推导出来的
,

而这个公式

通常是就依概率收敬而证明的
.

参阅
,

例如 〔3〕
、

〔5〕
、

〔8〕
.

上列随机积分都对应于夕二 1的情形
.

进一步
,

还可得到对应于 g 的其他情形的 随机

积分
。
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