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在文 〔2〕
、

〔3〕中
,

我们讨论了双曲方程组 ( H ) 〔
’ 〕的第一特征问题 ( 在两条不同特征

线上给定特征条件 ) 和第二特征问题 ( 在三条不同特征线上给定特征条件 ) 解的唯一性

的充要条件
。

如果特征条件给在四条不同特征线上
,

则称它为第三特征问题
,

由于方程

组 ( H
:
)才具有四族特征线

,

因此
,

仅有第一类双曲方程组
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才能提第三特征问题
。

本文由于所求得的特征问题的解属于两不同的函数类
,

在夸3
、

吞4将证明在三 条 特

征线上给出
:
(或v) 的函数值

,

在另一特征线上给出城或
:
)的值时

,

除了一 种情形外
,

它

们的解在相差一次函数项下是唯一的
,

此外还将讨论在两条特征线 上 给 出
:
的值

,

而在

另外两特征线上给出
v 的值时

,

四种特征问题解的唯一性
。

在本文的尽4
、

夸5将继续讨论

另二种特征问题解的唯一性
,

它们的解属于另一函数类
.

即 齐 次 函 数 方 程 的 解

引理 1 假设齐次函数方程
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意实常数
。

对于拜假设它使实函数沪在 一 oo < t < + co 有定义
.
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引理 2 假设函数方程

r (
二
) 一 会

。 `*(
a `x )

,

,。 `一< l
, 一 oo < x < 、 co

f . 1

、的解是解析的
,

则函数方程的解厂。 )是一多项式或者是一常数
.

证 由于了(x )在 一 < x < + oo 中解析
,

故
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。
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引理 2证毕
。

系 若引理 2的函数方程的解在 一 co <
x < + co 中解析

,

而且存在某一自然数
。 。 ,
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则函数方程的解为

f ( x ) = e x ” 0 , c = c o , s t
-

触 序号 1一 4的第三特征间题

设 l`
,

i = l
,
2

, 3 ,
4是方程组 ( H J 的四根不同特征线

.

本节要求方程组 ( H
:

)的如下特

征问题的解
:
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定理 , 候设方程 ( H )I 的特征问题 ( , )的解在域内属于 c ’ 函数类
,

如果在特征线上

给出的函数适合条件( A )
,

则
’

i) 对于序号 1 ,
2

, 3的齐次特征问题解的不唯一 的充要条件是 拌= 1
,

而且其不 唯一解

按序如
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对应于序号 8 的不唯一解为

·

〔(
一 ( 1一 “ 2

,· ,拼 + (一 k; )“ 一 (“
`
( x 一苍) )“〕

一一一一UV
才̀.,七、.几
、

{
: 二 ·

〔`
- 1一 庵2

k
, )户 + ( x 一 k夕 )“ 一 (

x 一 二竺
一

、 。 1
介

`

J
, ( 3

.

4 )

李
一 Z b

,

一 `
鱼一二二

一

2

( (卜 。 2
) X ) “ + 〔x 一 ` ; ) “〕

一

旱
· `X -

工 、 拌

介
/

取 序号 10 的第三特征间题

定理 4 假设双曲型方程组 ( H
:
) 适 合 序 号 ( 10) 的 条 件 的 解

’

为 解
一

析 函数
.

; ) 若k < 2。: < 冬
,

则问题的解唯一
污

,
ii ) 若 k > 2叭或 含

< Zbl
,

.

卿齐次 问 题的解不唯

一的充要条件是存在一正整数、 > 2 ,

使条件

成立
。

1 ` ,

今 一 Zb
,

k “ 一 皿

k 一 Zb l

而不唯一解为

f 1 1 1 一 k Z \ . 0、 :
吸 ~二 , ;

- 一 t
叫

se
二

`

ot 一

二
== 1 .

、 白
.

勺 、 左 , ,

( H一 3 )

「[ 护 一 l
一 C! 吸- 一 1了一一

.

封
` 、 “ )

” ’ 一

(
X 一

备)
” ’ +

(气鲁)
” ’ 一

(
1一 掩2

k
z (

x 一 k g )

1 。 , ,

,

1 一 一 乙D 一 尸 , 二 l ,

.
匀 1 1 1 一 尽 -

`

一
1 I es ~ es es弓日r

ee2 七 \ 左
`

)
” 。

〕
,

( 4
.

1 )
X

)
” 。 一

((
三履竺 )

’ X

)
” ’ `

(气咎)
’ 。

+

(生笋
(一 、 , )

)
” 。

〕
+

产普鱼 (
* 一

苍)令
.

( 4
.

2 )

一一一一UV

厂!11
矛l
义
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证 由 ( 2
.

1 )
,

( 2
.

4 )
,

( 2
.

6 )
,

( 2
.

7 )省去 f ,
,

f
: ,

f
:

得函数方程

f` ( x ) 一 f
`

( 0 ) = 箭
2西

`

寿一 2乙:

〔 , .

(音 )
一 2 , .

(嗜
- X

)
+ ,

`

((
二
咨 )

’ X

)〕
,

( 4
.

3 )

命F `
( t ) 二 f

4
( t ) 一 f

4

( o )
,

F
.

( t ) ==

由
.

上式易得
一

2鱼
一
F `
( 、

: t ) 十 ZF `
( ( z 一 、 2

) t ) 一 F
`

( ( i 一 、 :
)
“ `)

.

一 2西l

( 4
.

4 )
卜
.
à,土一
.

白

.

左ù一矛

这就是引理 2 所讨论的函数方程
。

由函数方程有

一b2一1
a i n

左一 Z b
掩么

月 + 2 ( 1 一 k么)
” 一 ( 1 一 k , )

2”
夕

tE洲

卜

厂

k么
”
〔 l 一 (小

一

(音
一 “

)
”

)
“

〕
+ 1

.

( 4
.

5 )一,土

.
卜口一
`
口̀、\

.一ó.洲、、.产口

一
。

曰一卜月介

d.孟
`
山陀ù J

-
l刁、.

吞一1一k

ù

n甘
<

甘

口一̀口O山一几̀
l

一
、
一卜

m火

. 、

,
* , _ , , 1

,少石
召气 艺“ `久下

,

一

1一掩
了口、、

一
i一护

瓦一lb
O乙ūQ自1一掩一k

故

少
I

兄 a ` a i n 斗 1
, 九 二 o

i目 1

由引理 2 ,

得 F
4

( ` )
.

二 0 ,

即得

j ` (
;
) 二 厂

:

( 。 )
,

i 二 1
, 2 ,

2 , … …
,

3
一 4

-

将介( )t 代入 ( H为得
。 二 。 , 。 二 .0 故间题的解唯一

二 、

~
, 、 ·

, ,

山 1 , 。 , 。 .l

“ 少 石
曰户乙“ ` 飘万久 乙 , , J叹”

1 ~ ,

— ee 艺 0 -

总

掩一 Z b -
> 。

.

若 ( 4
.

5 )式的右端为 1
,

即存在这样 门

自然数
, 二 , 。 ,

使

1 、 ,

万 一 乙 0 `
了 1 , 1 ` 、 ”

叭
” 少二

一

盔二厄`丁 、初 一
又下

一 “
少

。 ( )n 是单调上升函数
,

这是因为

1
_ ,

。 ,

l

轰
· (

·

卜 2

麟 (春
一

(去
一 “

)
”

) {鉴
一

(含
一 “

)
” `·

(青
一 “
)」
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> 2

1 * ,

布一 一 艺 O -

左

寿一 Z b
; (春

一

(食
一 `

)
”

)
’ `·

青
> 。 ,

因此至多有一自然数
。 = 。 。 ,

使。 (
, 。

) 二 1 ,

从而

l

三
“ ` a
璧今 ` ,

当 n 今 n 。
时

。

当 , 。 二 0 , 。 ( o ) = o , 当
。 。 = 1 ,

如果。 ( 1 )
= o ,

则西
:
( k

Z 一 1 ) = o ,

这是不可能的
,

故
。 。
> 2

-

由引理 2
,

如果存在一自然数、 > 2 ,

使 ( H
` 一 3) 成立

,

立得

f
`
( t ) = e t ” o + f` ( 0 )

.

从而还可以求得 f s ( t )
,

f : ( t )
,

f : ( r )
,

代入 (H 户)便得不唯一解 ( 4
.

1 )
,

( 4
.

2 )
.

那 序号 9 的第三特征问题

定理 5 假设双曲方程组 ( H
:
)适合序号 9 的齐次特征条件的解属于解析 函 数 类

。

1一 k
z 、 ,

~ ~
。 / . ,

/ 1 而
, ,

, 一一 *
_
` 一

, 、 _ ,

一 1 / _ , , , 。
一一一 _

i) 当
一
生是竺

一

今 1时
,

若 k < 2b
:
< 牛

,

则问题的解唯一若 k> 2么或牛 < 2西: ,

则问题解不
司 k

’

一
J ’

引
` ’

一一
`

、 九
’ 入 ,J ” “

楼
曰 砂 ,”

一
界

.

们 ” /
“ 一 人

洒 k \ ` “ ` ’ 人幼 ’
, 咫附

/` ’

唯一的充要条件是存在整数 0n ) 2 ,

使

k 一 2乡;

1
o t

一 ; -
ee 乙 U -

匀

〔
“一

1 一 k Z

一
下

`

一)
” 。

〕 ( H
` 一 5 )

翻口、

而且当
一

孚1< 时
,

至少有一奇数=n0 2m
l + ` > 3和有限个大于 ` 的偶数使 .(H

一 5 )

成立
.

当

华
> l 时

,

至多只有一偶数
n 。 = 2

暗
2和有限个大于 1 的奇数 使 (H

` 一 5 )

成立
。

11) 当
1 一 k

Z

k

使 ( H一 5 )成立
。

( H
` 一 5 ) 成立

。

1时
.

若 k < 2b : ,

则问题解不唯一的 充 要 条 件 是 存 在 一 偶 数
。 。 = 2叭

,

若 k> 2乙:
,

则问题的解不唯一的充要条件是存 在一奇 数
, 。 = 2二 + 1使

而且其不唯解 ( 在齐次特征条件下 ) 呈如下的形式
:

。 ,̀ = e ;

{〔 (
二 一

答) “ +

付

( 一答) “ 〕 -

邢

k 一 2乙1

1 。 ,

~
; 一 ~ 乙 0 .

左

〔(
x 一 k万)

“

+ `“ , )
· +

(
’

拼
(一 “ , )

)
“ +

(
~

丫
~

, )“ 〕
}

,

( 5
.

1 )

· ,` · e ,

桩笋 { (
一

铲
X

)
“ 一

(气葬( x 一 ` ; )
)
“

一 (
二 一 、 ; )一 (一群 }

·

( 5
.

2 )

这里群为正整数
.

证 由序号 9 的齐次条件代入 ( H约便得 ( 2
.

1)
,

( 2
.

3 )
,

( 2
.

6 )
,

( 2
.

5)
,

消去 f`
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( i 二 1 , 2 , 3 )
,

因之得函数方程

F
`

( : ) 二
一

六竺
上 F `

(“
2 `) + 2 F 4

( (卜 、 2
)才卜 ;

`

( (卜 。么 )
2`)

,

二一 一 艺 0 ,

佗

F
4

( t ) = f
4

( t ) 一 f
4
( o )

.

i) 当

旱
、
毗

~ 1 一 左2 _ .

~
,

~ 。 ,

一
, , ~ _

,

_
_

~
、 , 、 `

。
_

_ ~ _
, 一 上少 石一飞- -< 1, 则幽数力 住足 5 1埋 艺 rPJ订化阴

,
门且有

去
a 、 a

卜兰二卫些上 「、
。 -

`· i
一 `

1 。 ,

L
1 一 一 乙O ,

翔

一 1 一 寿2

k 〕
’

( 5
.

3 )

~
, , ` , , 1 。 二

石
“ 久却

`
久万

,

则
寿一 Z b l

1
,

一 乙 U 硬

句

< o ,

式 ( 5
, 3 )对于一切的自然数

: 它恒不为 1
,

根 据 引

理 2 得凡 ( O 二 0 ,

由此可以证明问题的解唯一
,口一
心

口口曰一9曰
口

左一
.

一,;
.一d.工一几陀

若 k > Z b , ;
则 0 <

,
,

~ 1 、 。 t

、 上 ·

石万户
` “ ` ’ > 1

.

当
n
为奇 数时

,

由

( 5
.

3 )有

。 ;
(
:
) = f l 一 k Z \

”
1

一 I

—
二\ 舟 I J

由于
1 一 k Z

壳
< 1

异
必 ! `· ’ 一 2 k 一 Z b l

1
一于一 一 ` U .

左

「护
+
似

二竺 、
”

〕陌111 、 +

(
一

续竺喻
:
工刃竺

一

1<
。

,

L \ 左 / J ` \ 纪 / 斤 J

所以。 :
( n) 是单调下降的函数

。

仿照定理 4 的作法
,

可证至多有一
: 。 二 Zm

, + 1》 3使 ( H
` 一 5 )成立

,

从而可得问题不

唯一解为
u = u Z沉一+ x , v = 扫名附 1 + 1

当 , · Zm为偶数时
,

若 “ > 2” : ,

则。

砰
,

二

粤
一 < 1 ,

又由于 〔
“ 2 , 一

(气望 )
” 〕

“

一、 - 一 乙 U 各

左

,

式 ( 5
。
3 )对于一切正的偶数恒小于 1 ,

根据引理 2 得 凡 ( O = o ,

故问题的解 唯一
。

1

k
( Z b : ,

则

_

寿一 2乡x

1 。 ,

一

广 一 乙 0 .

息

> z ,

当 。 = : 。 二 2二 : ,

使 ( H
` 一 5 )成立时

,

有

V若

f
`

( t ) == c
Z。 2 ` 2 拼 , + f

`

( o )
,

另方面
,

由于
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一
~

一

一一
一一

一

一一
-

一

一
-一 -

.

~
~

一

-
一 ~ ~

一—

1 9 8 0 年

。 :
(
n
) =

k 一 Zb x

1
。 。

一 , -
.

~ ` U 、

总

r
, 。

1 1 一 k Z \
”

丫
I R

- -

一 I

—
l !

`
。

\ R I J

得 l葱, 。 :
(
n
) 二 0 ,

所以存在正整数N
,

使当
n 二 Zm > ZN时

,

1必
2
( Zm ) }( 1 ,

所以有有限个偶数 n0 》 2 ,

使 ( H
` 一 5 )成立

。

即 f
`

( O是由有限个非常数解的线性组合
,

故

得齐次问题的不唯一解为

u = 艺 u : 拼 , U “ 艺 ” : “ -

料一 1 拌一 1

i 一 2 ) 若 1导竺> 1
.

这时函数方程改写成
R

: `
( ,卜

一 :
`

((书纷
~

)
’ ,

)
+ Z F心

(
一

占
`

)
1 ` :

~ 下一 一 乙 0 1

斤
十 一
丁

一 :
~

石

一
总一 2口:

一 1 k Z \
刃 `

、又不二福厄)r
`

)

这一函数方程属于引理 2所讨论的
.

而且

注二

甲们UO自

一
ù

J.土l
甲

龙

f 寿
2

\ 2
”

.

`
I

二 一 、
一
, - - , 石

一
. 十 乙 t 一

\ 1 一 左
`

I 、

k艺

1一 k Z 少
十

k一 Z b
l

I k \ 2 ”

l 一 - - - ~ -~ 二, 二
~

l = 1

\ 1 一 掩
`

I

介
-

.

a召

IE洲

1 。 r

_

万 一 艺 o ` r k \
, n

j
十 一

,
~

丁二 - 一 ! 二犷一一一下万一 刀 1
九一 2 0 一 \ 1 ~ 介

“ , 气

k 一 Zb
,

l 一
, 丁

— —1 0 1

- 二一 ~ 艺 U l

介

r
, ,

1 1 一 k Z \
”
1么 )

! R
’

-

一 吸 一 一二

一
. l r

L 、 兑 1 J J

如果上式等于 1
,

则要求存在一自然数
。 ,

使

-一-

由

吞l
切

办,一一,自k一1一̀
。 :

(
。
) =

广
, ,

1 2 一 寿
,

\
”
1
2 ,

. R ”
一 I 一 —

一
犷 - 一 . 皿 = 1 .

、 、
、

左 , J

` , , , , 。 ,
, 1

月 付久 乙口 L` 、
1 ,

付

, 二

k 一 Zb
.

贝廿

—
1 o t

一 石一 一 乙 0 1

左

< o ,

从而得

l

。 :
(
n
)续 0 ,

艺 口 `口飞
午 ` , ” 二 ” , ` , “ ”

`

”

一劲
一一一1一寿

故得 F
`

( O “ o
,

若 k > 2乡
L

故问题的解唯一
。

一 1 / , t

默 万火训
` ’

寿一 Z b - 二
_

一 1
_

一寿
2 、 . ~ L

,
, 、 ,

夕 .V 兰 ”

月 m盯
,

田寸 百一 户 i 户 凡 ,

所以

d功
2

(粼 ) _

d拜

k 一 Z b -

1 。 ,

一二一~

一 ` 口 ,

左

【
* ;̀ 一

(
卫

子 )
“

〕〔
“ “ `,之“ 一

(
1贡兰 )、

,!

(气竺 )〕



第三期 双 曲 型 方 程 组 的 第 三 特 征 问 题 1 3

< 2
k 一 2 b

l

l 。 ,

一二
、

一 乙0 1

句

(
、一 (

二
一

云兰 )
“

)
2 `· “ < 。 ,

即叭伽 )是单调下降的
,

所以至多有 一 邵 = n 。 = 2跳> 2 ,

使 (H
` 一 5 )成立

,

根据引理 2
,

函

数方程有解

f
`

( t ) = C : , : ` 2优 2 + f
`

( o )
,

故齐次问题的不唯一解为

2亡= 女 2沉 2 , 口 = 口 2优 2 ,

当一 2 ! + ` 为奇数时
,

如果 要 求

点
a ,
犷

二 1 ,

即要求

1

三二
~

竺全了一互
一

一

、一
k 一 2吞i 、 1一 k

z /

/
`

.

1 k Z \
”
\ 名

一
火
1 + 火丁万牙 J )

= ”
·

A = ( ( 1 一 k Z
)
” + k

Z n

)
2

k Z n

则 A > 1
,

从而得

2 b
i 二

A k Z

羊奖共牛
不

< k
介 L丑 一 1少

由于乙
: 今 。 ,

因此
,

有
, = : 。 = Zm : + 1> 3

,

使 ( H
` 一 5) 成立

,

而且这样的仇有有限多 个
,

故齐次问题的解为
衣 = 艺 衣2 ,

, , U = 艺口 z份
, .

爪
。 一

爪
。 -

` 目 .

当 2 ” ! >
青时

,

对于 m 。
为奇数的情形

,

问题的解是唯一的
·

11) 当
号竺

一 l时
,

函数方程为

F
`

( t ) = (寿一 Z b ,
) 〔F

。
( k

么 t ) 一 Z F
`

( 一 k t )〕
,

而且

户
,

一:
” = ( “ 一 2” :

) (“
:

一 2`一 “ ,
·

,
·

ii 一 l) 若 k < 2b
: ,

当 ,
为奇数时

,

由于

( k 一 2乙: ) ( k
Z n 一 2 ( 一 k )

“

) ( 0
,

由引理 2得F式t ) = 。 ,

故问题的解唯一
。

当 n = 2仇 时
,

点一:
’ 一 ( “ 一 2“ 1

, (“
4仍 一 2“ 2二 ,

,

由于 (寿一 2乙: ) ( k
Z “ 一 Z k “ ) 对于拼是单调下降的

,

所以至多有一偶数
n 。 二 Zm : ,

使

( k 一 2乙: ) ( k
4川卜 2 k 2 m 2

) == l ,

即 ( H一 5 )成立
,

故齐次间题不唯一解表示为
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份 =uZ 用 2, U = ” 名m : 。

ii 一 ) 若 k> 2西:
。

当
,
为奇数时

,

由于

( k 一 Zb
,

) ( k
: 拼 + Zk “ )

是单调下降的
,

因此
,

至多有 一 。 二 , 。 = 2二、 + 1使 ( H
` 一 5 )成立

,

齐次问题的不 唯一解为

u = u 名拼 i + , , 刀 = v Z脚 x+ : ·

当
n
为偶数时

,

由于

(左一 2乙1
) (寿

4邢: 一 2 k 2用 “
)成 。 , 二 : = 0

,
1

, … …
,

故问题的解是唯一的
。

参 考 文 献

〔 1〕 华罗庚
、

吴兹潜
、

林伟
,

二阶两个自变数两个未知函数的常系数线性偏微分方程组
,

科学出版社
, 1 97 9

。

〔幻 吴兹潜
、

林伟
,

双曲方程组的第一特征问题
,

中山大学学报 (自然科学 )
, 19 8。 , 1

.

〔3〕 吴效潜
、

林伟
,

双曲方程组的第二特征问题
,

中山大学学报 (自然科学 )
,

19 80 , 2
.

T h e T h i r d C h a r a e t e r i s t i e P r o b le m f o r t h e

S y s t e m s o f t h e H y P e r b iol e E q u a ti o n s

L i n W
e i W

u C i sq i a n
(W

u T z e ch i n e
)

Ab s t r a c t

W h a t w e e a l l t五e t h i r d e h a r a e t e r i s t i e P r o b l e 班 f o r t h e s y s t e m o f t五e h y p e r b o l i c

e q u a t i o n s

0 、 , ,
I 乙

,

. a - . 。 ,
I 二二一二- + 乙 I
I 口劣

`
l `

, 、 U 3

1 0 0

( H
,
)

0 b l

\ 口2
.

f
l 一

; ` 一二二 - 一 + I

I 口 x口夕 \ 0 1 )斋」(: )
= 。1占八U

, , I f
。 .

1 \
,

1
= “ ` 一 丁、

“ 十下夕
“ ` 十万于 ” , b l子 0

s a t i s f y i n g t h e

l j , 铸 l`

0 < k < 1 ,

自日以ǐ如

15 t o l o o k f o r t h e u n k n o w f u n e t i o 红 s “ , v - e il a r a e t e r i s t i e e o n d i t i o n s
.

“
111 ” , 一( x )

, v
1 2代= 功(

x
)

,

J

i = 1 , 2 ,

3

O r

w h e r e

d i t i o n s

== 甲` (
x
)

, v
} z吃二功(

x
)

,

11手 15`

夕

a r e f o u r e h a r a e t e r i s t i e l i n e s o f (H
,

)
.

T h e

t h e u n i q u e n e s s o f t h e t h i r d e h a r a e t e r i s t i e

f
,

j 二 1 ,

2

s u f f i e i e n t a n d

p r o b l e m
, a s

军犷 e

n e C e S S a r y c o n -

k n o w , 15 s t i l l

.

仃!l’r
!
0

U
·

二r且

,
.

二

l e f t

a 15 0

O P e ll
.

I n t h i s p a P e r w e e o m P l e t e l y s o l v e t il e a b o v e 一m e n t i o n e d P r o b l e m
.

F u r t h e r ,
w e

f i n d o u t a l l t r i v i a l s o l u t i o n s f o r ( H , )
.


