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芬1 引 官

本文沿用〔1〕
、

〔2 〕中的记号和定义
。

设 at ( 。 ) (O ( t < 七( 。 ) )是齐次马尔可夫过 程 X =

( xt
,

乙
,
M , ,

尸x) 的几压缩几齐次几可乘泛函 (详细定义见后 )
,

则尸 ( t
, x ,

r )
二 Mx( x 厂 (

x ,
)

a ,
) ( t> O

, x o E
,

几 )B 定义相空间 ( E
,
B )上一转移函数

.

从直观看来
,

这们 当于以一

定的规律缩短原过程的生命而得到一新的转移函数
, a ,

给出在时间区间〔O ,

门 内生 命不

缩短的概率
。

P ( t
, x ,

r )对应 的半群算子是

T ` f (
x
) = {

:

f (万) P ( z
, x ,

d夕) = M二 { f (
x t )

a t }
,

这里 f是任意 的 B可测有界函数
.

人们有兴趣于研究在什么条件下 P ( :
, x ,

r ) (或 tT )仍保持 P ( ,
, x ,

F ) (或 T ,
)所 具

有的一系列重要性质
.

例如
,
E

.

B
.

几。 H K ll H 〔` 〕 、

梁之 舜 〔“ 〕和 尸
.

A
.

M ey
e r 〔a l ` 〕都 曾

分别对这类问题的某些方面进行了研究
.

本文的 目的是较系统和全面地进一步 研 究 这

类问题
,

主要是给出连系于几压缩几齐次几可乘泛函
a `的转移 函数 尸 ( t

, x ,

r )保持原 过

程的转移函数 P ( t
, x ,

F )的某些重要性质 ( 例如
,

保守性
、

正规性
、

概连续性
、

强 马氏

性
、

F e
lle

,
性

、

强 F ell el 性和可微性等 ) 的条件
。

在讨论 F o ll 。 性和强 F o ll 。 :
性时

,

为

了把〔6〕的一些结果强化和推广到 D
。
空间

,

首先对作者在 〔8〕中提出的D 。
空间的性 质 和

结构作进一步讨论
,

这些工作可以看作是 〔8〕的继续
。

定义 1
.

1 设 X = (
x , ,

乙
,

M , , p力是一齐次马尔可夫过程
,

它的相空间是 ( E
,
B )

.

又

设对每一 * g ( g是基本事件空间 )对应某一区间 《 。 )里 〔0 ,

co )
。

我们把取值于 某一可测

空间 ( E B ) 的映像

a 一 a

: (
。 ) ( s ( t 0 1 ( 。 ) )

称做过程 X 的泛 函
,

若它满足下列条件
:

对任意 F 。 B

,
’

{ 。 ` a

: (
。
) 。 厂 } 。 万

“ , ,

( l) 若以 N0 代可
,

则泛函 a 称做 N可测的
.

至于 N0 和丽的定义可参看〔l 〕或〔2 〕
.

(2 ) 马时又称马尔可夫时间
,

其定义可参看〔1〕或〔2〕
.
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2
。

`。 :a

: (
。 )

。 F
,

; (。 ) > , } 。 M : .

今后为叙述简单起见
,

我们假设对任意。 。 g 均有 (I 的
= 〔o ,

以。 ) )
,

于是 条件 1
“

和

2o 可合并为
:

对任意。镇 :
( ,和任意 r

。 B

{ 。
: a

: (
。 )

。 r } 。万 n M , .

( 1
.

1 )

还假设 E = 〔 O
,

co )和 B 是 〔0
,

co )上的波雷耳代数
,

相空间一般是D
。
空间

.

泛函的可乘性
、

几可乘性
、

连续性
、

几连续性
、

压缩性
、

几压缩性以及两泛函等价

( 或几等价 ) 的定义可参看〔幻
.

本文不再复述
。

定义 1
.

2 几可乘泛函
a 称做强几可乘的

,

若它满足下列两条件
:

( A ) 对任意 。、 : < , , a

; (
。 )作为 (

u , 。 )的二元 函数在〔:
, : 〕 x “ ,上 是 B : :

, ,〕 、 M`
可

钡(的
。

( )B 对任意
s
> o

,

任意马时
` “ , :

)
: ,

任意 t ) o和任意
x o E 有

?+a
, ·

《 :+a
, a(

. 0 .

抓
t ,

助
.

若上式代以

a

:
+ , = a

:
“ , a ,

(
a . a ,

“ : · , , p 、
)

.

则称做强几齐次几可乘泛函
,

这里 0是齐次性定义中的
“
挪移算子

” 。

定义 1
.

3 相空间E中的点
x
称做 (关于

a 的 )不变点
,

如果

p , { 。
: a

: (
。 ) = 1 对所有。、 :

<以 。 ) } 一 1
,

否则称做非不变点
.

注意若
a 是齐次泛函

,

则上述条件等价于

( 1
。
2 )

( 1
.

3 )

P , { 。 : a o

( 。 ) = l } = 1
.

定义 1
.

4 设 a
是齐次马尔可夫过程 X 的几压缩几齐次几可乘泛函

,

由 公 式 p ( t
, x ,

。 一 M二 { z (r xt a)
, } 定义 ( E

,

面上一转移函数
,

我们称之为
。 一

转移函数
,

它对应的半群

tT 称做
a 一

半群
.

如果 tT 还满足条件
:

对 X 的任意马时
:
有

T
, + , f (

x
)
= T

,
T ,

f (
x
)

则称之为强
a 一

半群
。

芍Z a 一

转移函数的保守性
、

正规性和概连续性 , 强几齐次几可乘泛函 和 强
a 一

半群

此后除特别声明外
,

一般假设泛函
a
是几压缩

、

几齐次
、

几可乘的
,

同时简称做泛

函
。

定理 2
。

1 设
a
是马尔可夫过程 X 的泛函

。
1

。

若 X 的转移函数有 P ( t
, x ,

E ) = 1对某垅 E

和某 t ) O
,

则 P ( t
, x ,

E ) = 1的充分必要条件是
a ,

( 。卜 i (
a . a .

g , , p 二 )
。

` 2
.

1二
,
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2
“

若尸 ( t
, x ,

r )是正规
`“ ’

(概连续 ) 的
,

则 P ( t
, x ,

r )是正规 ( 概连续 ) 的充分必要条件是

对任意拢 E和 t , 奋O有

11 ,比 “ , = 1
尹 } n

’
n

` n 分 甘

(
a P x

) ( 2
.

2 )

这条件又等价于
“ t , 依概率 p 二收敛于 1

·

〔证〕 1
。

可直接 由P ( t
, x , r )的定义推出

.

往证 2 。 。

因正规性是概连续性的特款 (取

U 二 =
)E

,

故只须就概连续性证明这一命题
.

这时要证明从
。 t。 依概率尸

, 收敛于 1可推出

P ( t
, x ,

r )的概连续性
,

以及从 P ( t
, x , r )的概连续性可推出 ( 2

.

2 )
.

下面证明 第一 个 论

断
。

设 U是任一可测开集
, x
是 U中任一点

,

我们要证明

l im P ( t
, x ,

U ) = 1

￡工0

这相当于要求对任意数列 t。和均有

l i m P ( t
。 , x ,

U ) = 1
。

由依概率收敛的定义知对任意
。 > 0

,

6 > O
,

存在一正数N
。 ,

使当
: > N

。
时有

P二 { 。 :
12一

a t。

( 。 ) ! ) 占 } (
。 ,

故这时有

下(
`

一
U ) =

{
。、 ·

(
X ,。 )

· ,。 p ·
( “ 。 )

)

I
、 。 :

! , 一
。 ,。 }、 。 ; 、 ·

(一
,

)一
。

, 二 ( 、· )

令 n ” co 得 iI m

n - J, .

)

困
、 。 :

! , 一
。 ,。

}、 。 } ( 1 一 “ )、
·

(一
。

) ,
二
( 、 。 )

) ( 1 一 “ )
呱

、 ·

( X
,。

)尸
·
( 、 · )一 ) , ( ,

。 , · , 。 ) 一 。
一

(P t 。 , x ,

U ) ) 1 一 占一 。 ,

邮和。的任意性即得所欲证
.

第二个论断的证明从略
。

因为 p ( t
, x ,

r ) ( 尸( t
, x ,

r )
,

由此易得

定理 2
.

2 ` 咭’
若过程 X的转移函数尸( t

, x ,
r )分别满足

有界性条件
:

对任意
: 》 o

l im s u P
y 一。 t ` u

P ( t
, 夕 ,
厂) = 0 ;

( s ) P ( t
, x ,

r )称做正规的
,

若对任意 x ` E恒有 P ( o
, x , E ) = 2

.

( 4) 这里假设相空间 E是具有可数基的局部紧 H a us d or “ 空间
,

百不下表示
x 的卜邻域之余集

.

参看〔2〕第 3 章 ; 2
.
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连续性条件
:

l im

才40

对任意
。 > 0

`一 ’ s u p p ( `
, x

刀又于) )
= o

x C r

右连续性条件
:

对任意
。 > O

z 。̀ s : p p ( 。
, x

刃百石丁) = 0
·

丈10 x ` r

则 p ( t
, x ,

r )亦分别满足对应的条件
.

引理 2
.

1 若对任意。镇 : 镇 , , 。

二(
。 )是变元 (

,` , 。 )的 B 〔s
,
t〕 火 M t

可测 函数
, : 是 任一

马时 (
: ) :

)
,

则式( 。 )是 ( g
丫 ,

M
:

)到 (〔o
,

co )
,

B 〔。 ,一 ,
)的可测 函数

.

证明从略
。

定理 2
.

3 设 X是强马尔可夫过程
, a ,

是 X 的强几齐次几可乘泛函
,

则它对应的
a 一

半

群是强
a 一

半群
.

〔证〕 对于 X 的任意马时
:
有

T
, + , f (

x
) = M

二

〔 f (
x ,十 了 )

a : 十 ,〕

= M
二

〔f ( 8
, x ,

)
a :
8
: a t〕 = M

二

〔 a :
8
:

( f (
x ,
)
a t
)〕

.

由引理 2
.

1知价是 M
:

可测的
,

而厂( xt )
a ,
是 N可测的

,

故 由〔幻之 定理 3
.

1 1即可推得

T , 十 , f (
x
)
= M

二

〔 a :

M二
r

f (
x ,
)
a t〕 = T : T , f (

x
)

设 : 是任意 马时
, a 是 X 的泛函

.

若
: 最多取可列个值

,

则易证 ( 1
.

3 )恒成立
,

据 此又

不难证明下面的定理
。

定理 2
.

4 若 X 的泛函是右连续的
,

而且对每一二 E有

zim a

厂
, ’

( 。 ) = a

; (
。 ) 对所有 。簇 s

< : ,

(
a . a .

尸、 ,

g ,
)

s ,

工
s

则
a 是强几可乘的

。

推论 若所有二 E都是泛 函
a 的不变点

, a 又是右连续
,

则
a 是强几可乘的

.

定理 2
.

5 若完满的
` ” , 马尔可夫过程 X 的泛 函

a
是几右连续的

,

而且对每一二 E 有

a 。 = 1 (
a . a .

p x
)

,

( 2
.

3 )

则 a
所对应的半群是强

a 一

半群
.

〔证 〕 注意到几等价的泛函对应相同的转移概率尸 ( t
, x , r )

,

我们先证明存在一使所

有
x 。 : 都是不 变点的齐次几右连续 泛 自瑟与

。几等价
,

为此只须石乳
, (。 )

= 0
:
at ( 。 ) (对

s ) 0 , t ) 0)
。

由a 之几齐次性知
a
与

a 几等价
,

又 由 a 之定义易 知
a 是齐次几右连 续几可

( 5 ) X = ( x t ,

日
,
M t , P二 )称做完满的

,

如果 M 。 二 丽
。
和 M t =

丽
,

这里丽
。
和丽 r分别表示M

。
和 M t 关

于测度族 P以 x c E )的完备化
.
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乘的
。

再由( 2
。

3) 式推知所有xe E都是
a 的不变点

。

其次
,

我们证明存在一个除具有
“ 的性质外还是右连续的泛 函 a

与
a
等价

。

事实上
,

由几可乘性和几压缩性 知 存 在一全测集 习
,

使当 。 。后和 t取有理数值时 at (。 )是 t的不增

函数
。

对于任意实数 t ,

令

澎
_

{
“ :

.

认
。

( 。 )

“ `一

)
了

丫
不

t n取有理数值
, 。 。 g

。 。 g \ g

由袖几右连续性知鹉氛等价
.

又由珊完满 性得渝需的可测性
.

了的右连续性

则是显然的
。

余下只需引用定理 2
。

4的推论
。

定义 2
.

2 马尔可夫过程 X 的泛函 at 称做拟左连续的
,

若对X 的任意单调上升于马时
T的马时序列 笼丁

。
} 和每一二 E

, : ) O有

1 少 了 s /
八 书

、

里兰 as
十 r 。 = as

十`

砂
· 口 · “` r , 厂刀

· ( 2
.

4 )

可以证明
,

若 X 是拟左连续
`” ’ 的强马尔可夫过程

,

而且
a
是压缩的

,

则对任意有界

可测连续函数沂( x) 有

T , f ( x) , 几沂( x) 当
n
, co

。

定理 2
.

6 若 X是拟左连续的强马尔可夫过程
,

泛函
a
是几左连续的

,

立
。

定理的证明与定理 2
.

5的相类似
。

定理 2
.

7 若完满 的马尔可夫过程 X的强几可乘泛函
`掩’ at ( k

= 1 , 2 ,

…

任意初始分布召和任意
。
) o , 。 > o有

( 2
。

5 )

则 ( 2
.

5) 式 成

)满足条件
:

对

l im

从
一粉~ 卜 份

s u p
0 ` S ` t ( 口

( m ) s ( ” ) ·

:卜
·

卜
0

( 2
.

6 )
;

` 飞.. J,

拌P

则 `壳’ a , 依概率一致收敛于某一强几可乘泛函 at
。

〔证 〕 由〔2〕第 6 章引理 6
.

1知 `旬 a , 依概率一致收敛于某 一 泛 函 at
,

而且可选出

一几乎处处一致收敛 的子列 ( “ n)
a , , 这就是说存在一全测集虱 使 得 当 。 。

而 对 任意

v ) 0有

5 Zz P
S t ( “

“̀ · ,
·

: (
。 )一 ; ; (

。 )
}
一 。 “

一
现在定义一新泛函如下

:

f 5 1 、

·

; (
· , ·

}
“

;
L田 ’ 田￡ g

。 。夕 \ g

( 6 ) 简单地说
,

X满足条件
: l im
r 。

t
r

x r 。 = x : ( a
. a .

夕 , , p 二 )

. . . . . . . . . . . . . . . .
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。 。 (蛛 )
_

一 。 。 二 L 二 t

~
、

、 ~ 一
: : 。 一

, , _
, _

卜 ,
_

_ _ _
、
_
二

、

_ _
_

_ _ _ :
、 二 _ _

易见
、 “ ” , 。

讥乎处处一致收敛 于 《
,

可具有所要求的二元可测 性
.

下 面 证 明 “

: 满足

` 1
.

2 )
。

事实上
,

对任意马时
: 和 u

) O有

{ 丁 + : < 乙 } 二 U { 了 + : ( 勺 < 乙}
二 U岛

、

r j 为有理数
r

j

由 (“
”

) 。 ,的强几可乘性得 ( k
·

)
。 : 十 。 · ( k

”

)
。 :

( k
”

)
。 ·

(
。 . 。 .

甜
: + 。 ,

:
二

)
.

我们断言

li m

几
.

, 卜 .

( k
”

)
。 , + 。 = a : + u

a . a .

g
: + 。 ,

P 二

l im
为州卜 .

a r 二 a r (
a . a .

g
: ,

p 二 )
.

= a `

(
a . a .

甜
: + 。 , p ,

)
。

、矛子、 .声,

气、
矛.龟、了、

l im

儿一知 .

假若不然
,

例如
,

存在一集合刁
,

使得 p 二 (刃 > 占> o和当二」时 z枷
为

~月卜 .

( k
。

)
。 r + 。

( 。 )

沪。 : 十 “

( 。 )
.

但另一方面
,

由氏 )
。 ,的几乎处处一致收敛性知在每 一 岛

,

上有

l im
k n今

,

( k
, ,

)
“ r 十 “

( 。 ) = 。 : 十 。

(。 ) (
a . a .

“ r
j

,
p 二 )

.

又因p 二
{ 甲夕

,
, } “ p 二 (。

: · “

)
,

故存在整 数 N
。 ,

]

矛盾
。

于是最终有

使得尸
二
( “… \ 日

: “ ·
, ) < 占

,

这就产生

a r 十 “ = a 丁 a (
a . a .

口: + 。 , p 二 )

例 设马尔可夫过程 X 的定义如下
:

相空间 E只含 0和 1两点
,

其拓扑 是 散拓 扑
, 口

代数是波雷耳代 数
.

假 定 系统开始时处于。则以后恒处于。 ,

若系统开始时处于 1 ,

则

在 1逗 留的时间有指数分布
.

我们取右连续的轨线
,

并以这些轨线对应的函数空间 作 为

基本事件空间
。

定义 X 的泛函 a
如下

:

￡ , 、

` 0
a L甲 ) = i

t 又 1

易见
a 是 X 的几齐次连续的几可乘泛 函

,

当 : 是跳跃点时 ,

其它情形
。

但它不是强几可乘的
.

( 即发生跳跃 ) 的时刻
,

则 : 是一马时
,

但这时 有
a : * : = 1和 a

事实上
,

设 : 是 X首 达 O点

= O ,

所以
丁 + t

P
,

笼。 价
十 , 二 价 a 丫

} = 0
.

注意到 X是一跳跃型过程
` 7 ’ 这一事实

,

易知这过程符合 〔3〕中对过程的假设
,

而 且
a 又是 几齐次连续几可乘和压缩的

,

故本例可作为〔3〕中有错误的定理 4
.

2的反例
。

( 7 )跳跃型过程的定义及性质可参看 〔1〕第 6 章 谷4
.
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夸 3 D
。
空间上浦度 的弱收故及 P (t, x ,

r )的 F e l l e r性和 强 F e l l e r性

为了讨论 P ( t
, x ,

r )的 F le leT 性
,

需要先讨论 D
。
空间上测度的弱收敛 问 题

,

为 此 我

们对 D
。
空间的性质作进一步的研究

,

然后把 〔6〕中有关结果稍加强化并推广到 D
。
空间

。

首先回忆 D
。
空间的定义

。

拓扑可测空间 ( E
,
C

,

B )称做 O。空间
,

若它满足
:

(
a
) B = 叮 ( C

I
)

,
C ,互 C ,

(b) 对任一 A o C
, ,

存在一有界可测连续函数 f
,

使得A 二
蓬

x :
厂( x) 子 0 }

下面引进一些记号
:

以 Z表示所有能表成 毛x : f ( x )
= 0 } 的集合类

,
U表示所有能 表 成 { :x f ( x) 笋 o } 的

集合 类
,

这里 f是任意有界连续函数
。

称 Z中的集合为 Z集
,

U中的集合为 U集
。

以 M表示所有能表成 笼:x 厂(
x
) = 。 } 的集合类

,
N表示所有能表成 王:x 厂( x) 铸。 } 的集

合类
,

这里 f是任意有界可测连续函数
.

称 M中的集合为M集
,

N中的集合为N集
。

M集
、

N集与 Z 集
、

U集之区别在于定义中对 f有无可测性要求
.

M集和 N集 有如 下

性质
:

( l) M集和 N集互为余集
,

若以 F和 C分别表示闭集类和开集类
,

则有

B F卫 B Z 卫 M

B C二 B U 卫 N

( 2 ) M对可列交有限并封闭
,

N对可列并有限交封 闭
。

( 3 ) 设M
, 、

M Zo M
,

且 M
;

自M : = 叻
,

则存在 ( E
,
C

,
B ) 上的 连 续 可 测 函 数 f

,

使 得

0落 f (
x
)毛 1和

( 0
J、 工 j = 几

叮
1

x ` M
l ;

x 6 M
Z 。

( 4 ) 设 f是任意有界连续可测函数
, F和 G分别是数直线上任意闭集和开集

,

则

厂
一 ,
( F )

。 M ; 厂
一 `

( G )
。 N

根据这些性质可得 D
。
空间的如下等价定义

:
拓扑可测空间 ( E

,

C
,

B )称做 D
。
空间

。

如果它满足条件
:
存在 U集族 { 日

。
} = U

,
二 U

,

按定义 U
。 二 { x : f

a

( x ) 子 。 }
,

故 { U a }

对应一族有界连续函数 F
: 二 { 几 }

,

而 B就是使得 F : 中所有函数 fa 为可测的最小 a 代 数
.

利用 M集和 N集的术语可以把〔8〕的命题 13 叙述得更精确些
。

定理 3
.

I D
。
空间上任意有限测度召必满足以下正则性条件

:
对任意几 B有

拌(厂 )
= i , 2厂{ 声̀( N )

:
N 卫 r

,

N
o N }

= s , , P 凌群( M )
: M 互厂

,

M 。 M }
。

基于以上结果并利用本质上是在 〔6〕中使用过的证 明技巧
,

可以把〔6〕的一些结果强

化并推广到D
。
空间

。

定理 3
.

2 设衬
, 、 召2

是 D
。
空间 ( E

,

C
,

B )上两个有限测度
,

则下列诸命题等价
.
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( z ) 群:

( r ) = 召:
(厂 ) 对所有 r o B ,

( 2 ) 产:

( M )
= 产2

( M ) 对所有M o M

( 或脚 ( N ) = 召2

( N ) 对所有 N
o N ) ,

( 3 ) 召
,

( A )
= 产: ( A ) 若 A o B并存在M o M

,

N
o N

,

使得M互 A二 N 和召i ( M )
= 召、 ( N )

,

2 = 1 , 2 ;

( 4 )丁厂d邵
: = 丁厂d产

:

对所有有界连续可测函数 f ;

( 5 ) {厂d召
, 二 I厂d召

:

对 E上所有附可积的可测 函数 f
.

定理 3
.

3 设 ( E
,
C

,
B ) 是 D

。
空间

,

又 Y是任意拓扑空间
.

若每一班Y对应 B 上一测

度仰
,

而 f 是 ( E
,
C

,
B )上任意有界连续可测函数和夕

。

汀
,

则下列三命题等价
.

( 1 ) {
:

厂d召少连于万
。 ,

( 2 ) 产
y
( E )连续于 y 。 ,

且对任意 N o N和 M 。 M有

( N ) 镇 l im 召 ,
(N )

;

y 一
一
卜 y 。

召夕 (M ) ( 那
, 。

(M )

0一m
夕一曰2

y
~ 一 ) y o

( 3 ) 若 A ` B
,

且存在 A
, ` M

,

人
`
N, 使得 A

,
里 B二 A

:

和 , y 。

(凡 \ A
,

)
=
0, 则仰 ( A )连

续于 万。 。

推论 设召和召
。

(
n = 1 , 2 , … )是 D

。
空间 ( E

,

C
,
B )上的有限测度

,

则下列命题等价
.

( 1) 1汀d脚
:、 {

:

f即 对所有有界连续可测函数
.

( 2 ) 。。

( E )” , ( E )
, _

鲍 召,:

( N ) ) , ( N )对所有 N
o N和不下石

一 。。

( M ) ( 。 (几f )对所有

乃犷̀ M
。

( 3 ) 若月
。 B且存在 A

工̀
M和 A

Z o N
,

使得 A
I
里 A 里 A

:

和召( A
,

) 二 召( A
Z

)
,

则 召。

( A ) , 召 ( A )
.

定义 3
.

1 转移函数 P ( t
, x , r )称做 F ell

。 :
转移函数

,

若对任意有界连续可测函数 f
,

tT f (
x
) 二 丁

:

f (夕) p ( t
, x ,

d妇是变元
x 的有界连续可测函数

.

p ( t
, x ,

r )称做强 F el l。 : 转 移函

数
,

若 对任意有界可测函数 f
, T汀( x) 是变元

x 的有界连续可测函数
.

根据定理 3
.

3易得

定理 3
.

4 设过程 X 的相空间是 D
。
空间

,
X 的泛 函 at 是 N可测的

,

则转移函数 P ( l
, x , ,

)r 二 M 二 { 粉 执 )at } 是几
,

lle
犷转移函数的充分必要条件是

( A ) J
:
`

a ,
(。 ) P

二

(汀。 )是
x 的连续函数 ;

(助 对每一肠
。 E和任意M o M

,

N 〔 N有

瓦
。

I
、 二 ,。、 , 一 (· ,尸

·
(“ · ,簇

{
、 二 “ 、 }一 (· ,尸

· 。

(“ · ,
;

黑
。

{
、 二`。、 , 一 (勿 , p

·
(“ · , )

工
、 二 ,。 、 , 一`。 , p一 `“ · ,

·

定理 3
.

5 设过程 X的泛函 at 是 N可测的
,

又X 的转移函数尸( t
, x , r ) 是 凡 lle

:
( 强
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Fe lle l)的
,

则 p (
t , x ,

r )是 F ell
。 :
( 强 F ell

。 :

) 转移函数的充分条件是
:

对每一二E
、

任意

固定的 t ) O和任意正数
。
> 0 ,

占> O
,

存在
x
的邻域 U二和非负数

a ,

使当好U 二时有

P y { !
a t
(。 ) 一

a
l ) 占 } ( 。

〔证 〕 若 f ( x) 是 E 上的有界连续可测 ( 有界可测 ) 函数
。

先设 0镇厂( x) 镇 K
,

于是当

岁。U 二时

} T
, f (

x
) 一 T , f (夕 ) 1= IM

二 { a ,
f (

x t ) } 一 M 夕 { a t f (
x ,
) } }

=

…I
。 , (一 )一 p ·

(“ 。卜呱
, (一 )一 p · `“ 。 ,

}

{
、 ,

。 , 一 。
. ) 。 , 一` (一 , p

·
(“ ,一

I
、 }

。 , 一 。
} ) 。 ,

·

了
、 .。 , 一 。 、、 。卜一`(一 ,尸

· “̀ ’ 一

I
、 ,

。 , 一 。 、、 。 }

a ,
f (

x ,
) p y ( d。 )

a t f (
x ,
) P y ( d。 )

` ZK · +

1工 a , f ( x
,
) P

二
(面 )

{ }
a , 一 a

} ( 占

一
『

{
.

。 tf (
x t
) p y ( d。 )

J

{ ! a t一 a } ( d }

这里 K是 f 的界
。

可以验证上式右端最后一项不超过
a
l J

;

f ( x t ) p
,
( d。 ) 一 l

。
f (

x ,
) p y ( d。 ) !

+ 2 K 6 + 2 (
a + 占) K

。 ,

故

I T
, f (

x
) 一 T ,

f ( , ) }蕊
a
}T ,厂(

x
) 一 T ,

f ( , ) }+ 2 K 6 + 2 (
a + 占+ z ) K

e .

据此并由 p ( t
, x ,

r )之 F e l l e : 性 ( 强 F e l l e : 性 ) 即可推得 尸 ( t
, x ,

厂) 之尸
e l l e : 性 ( 强 F e l l e ,

性 )
。

现在取消 f ) 0的限制
,

这时只须将 f 分为正部与负部并利用上面的结果
.

芬4 P ( t
, x ,

r )的可微性

我们把 〔7〕的定理 1一 3 稍加改变而得到下面三条引理
。

引理 4
.

1 设 p ( t
, x ,

r )是任意相空间上的转移概率和对某二E有

q (
x
)
二 l im t一 ’ 〔1 一 P ( t

, x ,

{ x } )〕 < co
,

t工0

则若 q (
x
)

= o时有 p ( t
, x ,

r )
二 p ( 0

, x ,
r )

= p ( 0
, x ,

E ) x厂 (
x
) ,

若叮(
x
) > o时有

p “
, · ,

r )
= 。 (

·
)
{:

` - 。 ( · ) ( ,

一 (
` , · , E ) “

万 + ·

一
p ( 。

, · , E ) 、厂 (
·
)

,

这里 《 t , x ,
r )是 t 的可测函数且。簇 ,

( t
, x , r )毛 1 ,

同时对几乎所有的 t , :
( t

, x ,
r ) 是关于
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r 的测度
。

引理 4
.

2 设相空间 E 是欧 氏空间
,

P ( t
, x ,

r ) 是其上的转移函数
.

若 对 某 二E 有

0 < 或x) < co
,

则存在唯一的具有以下性质的函数 R ( t
, x ,

r ) ( t> o ,

几 B )
:

( A ) 当 t 固定时它是 B上的测度 ,

( B ) 当 r 固定时它是变元 t 的连续函数 ,

( C ) R (
s + t , x ,

厂) = J
:
R (

s , x ,
d互) p ( t

, 夕 ,
r )

,

而且有

p ( `
,

一 r ) = 。 (
·
,
{:

· - 。 (

一
R (

￡ ,

一 r , “
! +

一
’ ) 才; 厂 (

·
,

·

引理 4
.

3 在引理 4
.

2的假设下
,

P ( :
, x ,

r )在 t > o处存在微 商 P
产

( t
, x ,

r )
.

当 武 :x)

= o时 p `
( t

, x ,
r ) = o , 当 q (

x
) > o 时 p /

( t
, x ,

r ) = q (
x
) ( R ( t

, x ,
r ) 一 p ( t

, x ,
r ) )

.

而且

p ` (t
, x ,

r )是 t的连续函数
,

也是 r 的完全可加集函数
,

它满足关系式
:

p `
(
s + t , x ,

r ) = J
: p `

(
s , x ,

d。 ) p ( t
, 。 ,

r )
.

定理 4
.

1 若相空间和过程 X 的转移函数分别满足上述三 引理的条件
。

又设 X 的泛函

at 满足条件
:

对足够小的 `有

,一 ` 〔 1 一 a t ( 。 )〕 ( K (刃 ) (
a . a .

p x
)

,

这里K ( 。 )是 p 二可积函数
.

则对转移函 数 尸 (t
, ` ,

r ) = M
二 { x厂 ( xt )a

, } 亦分别 有 以上

三引理的结论
。

〔证 〕 只须证 明 ll’ m t一 `
〔1 一 P ( t

, x ,

笼x
} ) 〕 < co

.

事实上
,

我们有
t工0

l im t 一 `
〔 1 一 P ( t

, x ,

{ x } ) 〕
t工0

= l艺m 艺一 1

t上0
〔1 一 M ,

{ x 玉
二 } (

x ,
)

a ,
) } 〕

,一 , 〔 ( i 一 M x 王x , _ 、
(
x ,
) } ) + M二 { x 了 _ 、

(
x ,
) ( 1 一

a ,
) } 〕

,

飞 八 J 飞 人 ,

由引理条件知对于等式右端第一项有

l该优
t工0

对于第二项则有

`一 `
〔 1 一 M X { ` { 二 } (

x `
) } 〕 - If二 : 一 ’ 〔 i 一 P (艺

, x ,

{ x } )〕 ( co
,

t工0

0 ( l im t一 l

t工0
〔M “ { x { 二 } ( x

,
) ( 1 一

a ,
) } 〕钱`一 `

M二
( 1 一

a ,
)成 M二 K ( 。 ) < OO

,

几 l im t 一 ` 〔 i 一 尸 ( t
, x ,

{
x
} ) 〕 ( co

。

t 40
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