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局部凸拓扑线性空间 内的紧集A恒有端点
,

而当 A是紧
、

凸集时
,
它的端点 集口A的

闭
、

凸包即为A
,

这就是 K r e i n 一 M il m a n
定理

.

见 〔1〕p
.

4 40 )
.

本文讨论 L ’ 空间中 某

些集合的端点的特征 ; 并利用 K r e i n
一

M i l m a n
定理及 A

.

P
.

R o b e r t s o n
在文〔5〕中使用过

的方法
,

得到 L y a p o u n of f定理的一个证明
。

在本文 中
,

可测空间 ( S
,

M )恒表示 S = 〔o
, 1〕

,

而 M表示 由〔O
, 1〕中的子 集所 组成 的

一个。 一代数
,

测度空间 ( s
,

M
,

刃中的原子 E 是指 E
o M

,

以 E ) > 0且

F ` E
,

F o M井拼( F ) = 0 或 拼 ( F ) 二 “ ( E )
.

不含有原子的测度称为非原子测度
。

L , = L· ( S
,
M

, ,
)表示 ( s

,

M )上的本性有界可测函数组成的线性空间
,

在 L ` 中定义如

下的范数
:

,}
·
}}

= i n `

{
a
!
·
> 。 , , 、 : } }

·
( , ) ! > 一 `·〔。

,
1〕 } 二 。

}
这样

,
L ’
成为一个 B a n

ac h空间
,

L ` 中的弱
带
一拓扑记作a( L “ ,

lL )
,

其中 lL 是 ( S
,

M
, , )

上的可积函数组成的线性空间
。

设 A
o M

,

( 1
。

t` A

I
,

( t ) = 弓

! 0 , t磋A

称为集 A的特征函数
。

引理 1 集合

K “ {
u
1
2̀ 。 L一

, o (
,`
( t )镇 1在 ( S

,
M

, ,
)上几乎处处成立 } 是弱

命
一拓扑叮 ( L

一 ,
L ,

)中的

一个闭集
。

证明 考虑 f诺K
,

则存在集及 M使
,
( )B > 。及

f ( t ) ) z 对所有 t o B

( 在 厂( )t < O时可类似地处理 )
,

由于

B 二 王t }1
0 5

,

f ( t ) ) 1 }
= 。

戮“ , f“ ) > ` +

专
,故得 E o M

, ,
( E )> 。及自然数

: 。

使

f ( t ) ) i
+ 生

刀 o

,

对 爬 E
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考虑
a
( L

’ ,
L

`

)邻域 N
= N ( f

; I
: , 。。

)
:

N =

{
·
}一 L 一

小
·

(`一 ) d
·
} < 一

}
这里 0 < ￡。 <

清;
· `E ,

,
4

故此
,

只寸所有
:

“
,

有

「
, , 广 、 , _

f
了

1
。

1
, 。 、 、

J
` E气工一 ’ ` ) “ v 声 J

’ 刀 ` : 。 u 歹 一

瓦
歹 、乙 ’ 户 “ 。

于是 : 磋N ( f ; 几
, 。 。

)
,

这样
,

f不是 K 的聚点
,

故此 K是闭集
,

证毕
.

引理 2 设 (X
,
S

,

v) 是一个测度空间
, : 是一个正数 ; 又设

1 ) B o S
, ,

(B ) ) 0 ;

2 ) 产
: , … ,

八均是 S上的非原子测度月
, = 产, + … + 产。 ,

则

① 存在 (X
,

)S 上的一个可测函数 v(
·

)使以
.

)在集合 B上不几乎处处为 零 ( 对测度 ,

而言 ) ;

② I
v
(

·

) d拜i = 0 ,

对 i 二 l , 2 , … , , ` ;

③ l
”
(
x
) 1镇音

,

凡 尤 CX
·

证 明 由于
,
(丑 ) > o及 v = 召, + … + 声̀。 ,

故存在 艺
。 , z ( i

。
簇 , 2
使 ,, i

。

( B ) > 0
.

又根据拼
。̀

是

非原子测度
,

故存在互不相交的 A
二 。 S

,
A
入

二 B
,
K = 1 , 2 , … , , , + 1使对每个 K

, 1蕊 K (
, , + 1

有群
。̀

(A
:
) > o及

产i。 ( B )
= 群i。 ( A

,

) + … + 矛̀ i。 ( A
。

) + 群i。 ( A
。 , ,

)

现考虑下述
n + 1个变量方

, , … ,
方
。 + ;

的 :
个方程

:

h
l召 l

(月
,

) + … + l/
。 声工 (且

。

) + 乃
。 十 ,召:

(月
n + ,

) = o ,

11
, 召2

( A
,

) + … + 丙
。群2

( A
:

) + 丙
。 + ,召:

(月
。 十 ,

)
= o ,

/犷.、 ,/、J于̀、

`

,..孟
J

t

11
: 召。 ( A

I

) + … + 丙, :娜。

( A
。

) + h
。 十 ,粼。

(月
。 十 ,

)
= 0

.

分两种情形讨论
:

情形 1) 若行列式

拼 l

( A
,

)…召
:

( A
。

)

D 二
i
, 。

产”

( A
:

)… 召
,̀

( A
。

)
`

则在 ( l) 中指定札
十 ,

为非零实数
,

这时由方程组 ( )I 可得非零解 (乃
, , … ,

丙
。

) 子 0
.

令

h s , r o A , 2 ,

…
, 72 + 1

。
( t )

0 , t o X \ B

则由 ,
( A

, 十 ,

) > 片
。

( A
。 十 ,

) > O及 11
。 十 :
手 。知 。

(
·

)在集 B上不几乎处处为零 ( 对测度
,
而言 ) 另
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外
,

由 ( 1 )知对每个 f 有丁v(
·

) d脚 = O
,

最后
,

由于h
; ,

一
,
h。 :

是齐次方程组的解
,

故可

将 ih 乘上正数“使 !
”
(t ) }` 音

·

情形 2 ) 若行列式 D = 0 ,

则取人
。 + : 二 O

,

这时 ( )I 化成
n
个变元入

: , … ,

蛛的
n
个方程 组

( I
尹
)

,

由于 D = o ,

齐次方程组 ( I
`
)有非零解 ( h

; ,

…
,
h

,

)笋 。 ,

故至少有某一个 j 使 入z 特

o
。

但
,
( A )j 》 阶

。

( A .)) > o ,

故
。
(

·

)在 B上不几乎处外为零
。

其余情况与情形 1) 相同
.

证

毕
。

定理 1 ( A
.

L i a P u n o f f ) 设拜
, ,

…
, 拜。
是可测空间 ( S

,
M )上的非原子 测 度

,

则 群 =

( ;
: ,

…
, 拜,

)的值域拌( M )
= { , (E ) j E

o M }是
n一
维欧氏空间 R

。

中的一个紧凸集
.

证明 首先注意

v = 产1+ … + 拜 t:

是一个有限测度且产`《
, ,

i = 1 ,
2

, … , n 。

这就是说
,

每个价是对
,
绝对连续

.

根据 R a d o n 一

N i k o d y m定理
,

存在非负
、

可积函数 f`使

对每个班 L ,

; “ E , =

{
: ,`“ · 凡 E · M

.

定义一个实值
、

线性泛函衡如下
:

, ` :

二 L

一 {
· d; ` =

{
· , ; d,

每个叭对弱
.
拓扑 a( L’

,

lL )是连续的
,

因而映射

, :

一 L

一
`
{
· ` ; , , …

小
岔;

。

)

是 ( L
一 ,

a( L 一
,

L
`

) )至 R
, :

中的连续
、

线性映射
。

令

K = { u
}
u o L 一

,
o成 u

( ` )簇 1在 ( S
,
M

, v
)上几乎处处成立 }

.

由于 K是 ( L
` , a ( L

一 ,
L

`

) )

中的紧集的一个闭子集
,

故此 K是紧集
.

不难验证 K是凸集
,

因此兀的连续 像袱 K )是 R
,

中的紧
、

凸集
。

现考虑 L “ 中的另一子集 K
。 ,

K
。 = { :

l
u
( t ) = I ,

( t )
,

A o M }

对
u o K

。 ,

得
。 `· , =

{
`二 ,“一 丁

,

*`一 ; ( A )

因此甲 ( K
。

) = 群( M )
.

如果能证得

甲 ( K )
= 甲 ( K

。

)

则立得知拜 ( M )是紧
、

凸集
.

现在
,

显然有 0K 江 K
,

故此诚 K
。

)二侧 K )
,

现证相反方向 的

关系式中 ( K )〔 甲 (K
。

)
.

考虑
: ,。甲 ( K )

, : 工 = 中 (
u ,

)
, u l o K

.

定义如下子集尺
I

=c K :

K
, =

{
u
!
: 。K

, 甲 (
:
)

= : *

}

由于 K
,

是 K中的闭子集
,

而 K 是紧集
,

故 K
,

也是紧集
.

由下式

甲 (几,` , + ( z 一 丸) :
` 2

) = 又甲 ( u
,

) + ( l 一 几)甲 (
u Z

)
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= 几: ; + ( i 一 久)
z : = : :

知 K :
是凸集

.

由 K r e i n 一 M i l m a n
定理可知 K

,

含有一个端点
u 。 ,

便得
z , = 切 (

。 。

)
, 、 。。 K : .

现证
u 。

是一个特征函数
,

从而 uo o K
。 ,

假若不然
,

由引理 2 知有诚
·

)比
“
使

0 ( u 。

(

0 ( u 。

(

) +
v
(

) 一
。
(

)镇 i ,

( 因而
u 。 + v o K )

)成 i ,

( 因而
u 。 一 v o K )

( 1 )

并且有甲 (
v
) 二 o

,

这样就有甲 (
u 。士 v

) = 甲 (
。 。

) 士切 (
v
) = z , + o = z : .

这就是说
, : 。

士 。 。 K
, ,

再 由
· 。 =

合
一̀ + ·

, +合`
· ,一 ’

及
u 。笋 u。 + 。 , u 。 铸 u 。 一 。

便知 u0 不是 K
,

的端点
,

故此得出矛盾
.

由此得 札。 K
。 ,

这就是

说
,

诚 K ) C 袱 K
。

)
,

证明完毕
.

定理 2 设拼: , … ,拌,

是 ( S
,
M )上的非原子

、

符号测度
,

又产 =
(群

, , … , 群。 )
,

则 召( M )是

R
。

中的一个紧
、

凸集
.

要证明定理 2 ,

可考虑测度
, = }拜

,

卜 … +1 产。 }
,

这里 】川 表示 群的全变差
。

那末每

个价对 }川是绝对连续
,

其余部分与定理 1 类似
。

定理 s 设 K : 的端边界 (
e x t r e m e b o u n d a : y ) 为口K

: ,
K 的端边界为口K

,

那末有

1 ) 口K
,

〔 K
。 ,

2 ) 口K = K
。 .

证明

注意当
u 。。K

。

时
,

有
u 。
( t ) = I , ( t )对所有 t。 〔o

, i 〕
.

若 t 。。 A
,

则由

` 一 `· “
。

) =

合`
X l

“ , + x Z`亡
。

, ,

及 o (
x ,
( `

。

)镇 1 ,

x ,

( t
,

) 二 x :
( t

,

)
二

o簇 x :
( ,

。

)簇 1得 x ;
( ,

。

) = i 及 x Z

( t
。

) 二 1 ,

用类似方法 知道当 艺,

住 A

o
,

因此
u 。

(
·

)
= x ,

(
·

) = x Z
(

·

)
,

故% 是 K 的一个端点
.

另 一 方 面

时有

若
。 。

磋K
。 ,

则由定理 1证明中的 ( l) 式可知
: 。

不是 K 的端点
,

故口K 〔 K
。 ,

于是得 口K 二 K
。 .

证毕
.
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-

n e a r S P a c e , S o m e P r o P e r t i e s o f

t h e o r e m o f A
。

e X t r e l】l e b o u n d

a r e g l v e n

丈U e a S U r e S

L i a P u n o f f o n

a r y o f e o m P a e t e o n v e x s e t s i n L 的

t h e r a n g e o f n n o n 一 a t o m i e s i g n e d

o n m e a s u r a b l e s p a e e ( S
,

M ) 15 p r o v e d
.

单P
一

函数和单更新序列的构造 (摘要 )

东夏士 贤
( 数学力学系研究生 )

在更新序列和p一函数的理论中
,

单子 (
s i m p le )的构造问题是一个相当重要而又难度

较大的课题
。

R
.

D a vi d s o n
在这方面做了大量工作

,

侯振挺教授等近年来也对这一课题

进行了研究
。

本文建立了三个跟更新序列和 P一函数有关的等式
,

并利用这些等式对单 P
一

函数和单

更新序列作了研究
。

本文还统一处理了 R
.

D va i d s o n 和何远江的有关工作
,

推广和深化

了他们的结果
。

一
、

给出了标准 P一函数是不稳定单P一函数的充分条件
.

二
、

把 R
.

D a vi d s o n
的R

一

有界单P
一函数类扩充为几速敛单 P一函数类

.

本文把 R一速敛的想法应用到非周期更新序列的情形中
,

提出了局部速敛更新序列和

速敛更新序列这两个概念
。

三
、

构造了比 R
.

D a vi d s o n 和何远江的结果更广泛的一类正的单更新序列—
正的

局部速敛单更新序列类
。

四
、

证明了具有唯一表示式的可分解更新序列是存在的
.

五
、

对非周期单更新序列作了初步的统一研究
,

给出了它的一个充分条件
.

文中给出了单更新序列的许多例子
。

本文还顺便给出了
“

更新序列类和 p
一函数类在点点乘积运算下成为交换半群

”
这一命

题的一个分析证明
,

这是继侯振挺教授和黄之瑞老师给出上述命题的分析证明后
,

仅利

用数学归纳法得到的一个简明的初等证明
.


