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,
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。
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,

给出 (H
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)
、

( H
3

)
、

(H
`

)的若干不等距对顶点定理
,

并应用于求解 这 三

类方程组在有限域内的一些定解问题
.

即
.
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这里厂i ( i
= 1 , 2

,

3 , 4 )是任意的三阶连续可微函数
。

分别作出特征平行 四边形A B CD及 A :

B : C , D
:

(如图 1 )
,

应用一般解 (H g )
,

可证有

定理 1 方程组 ( H
:

)的正规解
u 、 v

在特征平行四边形上恒有

. 本义于 10 81 年 10 月收到
.

本文足在又咬纽替
、

林伟副教长指号下完成的
.
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4) 是任意的三阶连续可微函数
.

面定理成立
。

同样可证在特征矩形上 (如图 2 )
,

有 下
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定理 2方程组 (H
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)的正规解
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第四类双曲型方程组的标准型是
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,
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,
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利用上述所得不等距对顶点定理
,

可以求解第二
、

三
、

四类双曲型方程组在有界域

内的一些定解问题
.
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.

方程组 ( H : ) 若干有限域定解问题

第一问题是 在由
`
八单位圆叮 : 护 + , 2 二 l,

域 g内
,

求方程组 (H
Z

)的解
,
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、

功为二阶连续可 微 函 数
,

甲:
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。

解 (如图 3 )
,
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:
! y

_ 二 + : = 甲2
(
x
)

, 一 z (
x ( o ,

训 y
= 。 二劝( x)

, 一 1 (
x
( 1 ,

并且甲
,

( 一 1 ) = 甲:

( 一 1 )
, 甲。

( O )

( 2
.

1 )

“ 甲3
( O )

,

则对A
、

E
、

B
、

C
、

F和 D诸点
,

应 用定

u
(
x 。 , 万。

) = (
x 。 + 夕。

) 一 侧 2 一 ( x
。 一 杏。

)
“

(`
。 一 , 。 ) 一 召不不不不 )

“
〔中:

( x
。 一 夕。

) 一 甲
,

( 一 1 ) 〕

2夕。

(
x 。 一 , 。 ) 一 侧乞只分

。 一 , 。 )
“

「m
( (

x 。 一 夕。
) + 侧 2 一 ( x

。 一 g 。

)
“

、
l 甲 3飞

—

一
I

` 、 艺 /

一 2 一 (
x 。 一 夕。

) + 了 2一 (
x 。 一 夕。

)
2

2

并计 及 条 件

)〕
+ , 2 “̀ 。 一 ` ’

,
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.
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、
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将
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Z

)
,

”
! ,
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x
)

,

求得

。
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这里 K是任意常数
。

由此可 见第一问题的解
v
将带一个任意一次式

。

由直接验算得知
。
(
x 。 , 万。

)
、 。

(
x 。 , 夕。
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Z

)及 ( 2
.

1 )式所 给条件
,

故
: `
(x

。 ,

百。

)
、 。 ( x

。 , , 。

)为所求第一问题之解
.
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用类似方法可解如下问题
。

第二问题是在由特征线 x 一 夕二 O
, 夕 二 O及 x 二 a ,

(
a
> 0)

,

所围成的三角形域内
,

求

解方程组 (H
Z

)的解
,

使之适合于

尸 I ,
一 二 = 甲 ,

(
x
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,
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l ,
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这里甲 i ( i = 1
, 2 , 3 )

、

功为二阶连续可微函数
,

而且甲
,

( 0 )
= 甲2

( 0 )
, 印 ,

(
a
)
二 甲。

(
a
)

, 甲:
(
a
)

= 甲 3

( o )
,

在 x 二 0近旁
, 甲 ,

(
x
) = M l

x
i拌

,

在
x = a 近旁

, 甲 :
(
x
)
= M l

x 一 a
{拌

,

在 y = 0 近

旁
, 甲3

物 ) = M 】夕 ! “
,

这里拼》 3
.

第三问题是在由特征线
x 一 夕二 。 , y = 0

, x 一 y = a , y = 。 ,

(
a
> o , c > 0) 所围成的特

征平行四边形域内 (如图 4 )
,

求解方程组 ( H
Z

)的解
,

使之适合于

:
1夕

一 。 = 甲 ,

(
x
)

,
o 《 x

(
a , u

}夕
。 。 = 甲:

( x )
, c

( x 《 a + c ,

: }夕
二 二 = 甲 3

( x )
,

0 ( x (
e , 。 ! y

, 。 , = 功(
x
)

,
0 (

x 《 a + e ,

口 + C
《 a 《 l

,

这里 叭 ( i = 1
, 2 ,

3)
、

叻是 二 阶连 续 可 微函数
,

而

且甲
;
( o ) = 甲 3

( o )
, 甲2

(
e
) = 甲 3

(
c
)

.

如果取
“ 二 、认则解的定义域都在特征平行四边

形上
。

此外
,

如果把
。
在O C上给值

,

改为在 O C 尹上给值
,

C 尹是线段 C J上任一内点
,

则解仍然存在
。
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/
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_ _ _

遮
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夕 /
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邹
.

方程组 ( H
3
) 的一些定解间题

图 4

第一问题是在由特征线
x 二 。 , x 二 a ,

(
a > 0)

, y = 0
, y = 乡

,

(西> 0) 所围成 的 特 征

矩形域 g 内求方程组 (H
。

)的解
,

使之适合于

(
:
}
二 一 。 = 甲:

(夕)
,

0《 夕( 西
, u

}
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,
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,

}
u l ,

巴 。 = 甲 3

( x )
,

0 (
x
(

a , v l ,
. 。 = 功(

x
)

,
o成 x

(
a

这里叭 ( f 二 1 , 2 , 3 ,

)
、

动为二阶连续可微函数
,

而且甲 ,

(0)
= 中 3

(O )
, 甲:

( a)
= 甲:

( O)
。

解 (如图5 )在 g 内任取一点 F (
x 。 ,

y0 )
,

过点 F引特征线
,

则 对。
、

E
、

B
、

C
、

F
、

D

诸点
,

应用定理 2的 ( 1
。

3) 式立得

: `
(
二 。 , , 。

)
=

~ 「
, ,

( ,
。
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(。 ) 1
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(
。
) 1
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“ ` J “ k J

将
u
(
x 。 , , 。 )代入方程组 ( H

3
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v
},

_ 。 = 功(
x
)求得

。
( x

。 , g 。

) =
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。
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1
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,
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x 。 ) + ` y 。 + ` ( x
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)
,

这里 K为任意常数
。
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如果将
u
在 OH 上给值改为在O P上给值

,
P是 GH

上的任一内点
,

则解仍然存在
。

类似地可解下面问题
。

第二问题是在 由特征线 , = o
, y 二 。 , : = 互

,

b
, 、 。 , 、 , _

一 。 、 。 ,

二小 “ , ,
、 。 , / 二 ; 、

一 笼 x 二 万
, 、 “ 户 V,

“ Z V,
`
久 )U肝困双网行 位 肥 平

J戏

O
一

大户̀

0ǐ ||
les月 ||
eses

1B

内
,

求方程组 ( H
3
)的解

,

使之适合于

石一
a

成

{
u
}y

_ C二 = 甲 ,

( x )
, 全(

x 《 。 , 。
} ,

一 。二 = , 2

(
x
)
,

o 《 x

`

u
!
, _

6 = 甲。

(
x
)

, 乙 , /

万气
x
飞

b

a

” ! y _
b = 功(

x
)

, 查(
二 ( 互

心 以

这里叭 ( f
= 1 , 2 , 3 )

、

叻为二阶连续可微函数
, 一

, , ,

b
、

朋且叭 、丁 )

在 x = 0近旁
, 甲i (

x
)
= M l

x
! “

, 召> 3
,

i = 1 , 2 ,
3

-

第三问题是在由半圆弧 a :

(
x 一 l )

“ + 犷 = 1 , y 》 o ,

求方程 (H
。

)的解
,

使之适合于

· , 。

(
)
)
, , 2

(
知

= , 。 (
知

,

及直线万
二 O所围成的半 圆域 内

j
u
l
。 “ 甲 ,

(
x
)

, o ( x
( 2 , u

l
, 一 。 二 甲 2

(
x
)

, o (
x ( 2

,

( 。
l
, 二 。 = 价(

x
)

, o (
x 《 2 ,

这里甲i (乞= 1 , 2 )
、

功是二阶连续可微函数
,

而且切
,

( 0 ) = 甲 2

( 0 )
, 甲 ,

( 2 ) 二 甲
2

( 2 )
,

在
x = 1 近

、
, 、 , , , , , , , 、 3

. , 。

旁
, 中i ( x ) = M l

x 一 1 1
“ , 召》 兰

,

i = 1 , 2
.

2

第四问题是在由抛物线 y 二 护及直线 y = b
,

( b> 0) 所围成的区域内
,

求解方程组 ( H
。

)

的解
,

使之适合于

川 y 二护 二 甲:
( x)

, 一 训万 (
x
( 侧 万

,

训 y
二

b 二 中
2

(x)
, 一 斌 b ( x ( 识 石

” }y
二 。 = 劝( x)

, 一 侧下成 x成侧下
,

这里叭 ( i = 1
,
2 )

、

叻为二阶连续可 微 函 数
,

而且甲
:
( 一 侧了 ) = 甲:

( 一 召了 )
, 甲 :

(召下 ) =

中 2
(亿万 )

,

在 x = 0近旁
, 甲 i (

x
) = M }

x
l“

, 拼) 号
,

i 二 1 , 2
.

若4
.

方程组 ( H 、
) 的一些定解问题

第一问题是在由特征线
x = ` : , x 二 ` : ,

(
` ,

< O < 几 )
, y 二 0及万二 石

,

( b> 0) 所围成的

区域夕内求方程组 ( H
`
)的解

,

使之适合于

u
}
, 一 。 二 中 ,

( , )
, u

}
, 、 e * 二 甲:

( , )
, ,̀

!
, 一 c : = 中。

( ; )
,

o ( , ( b
,

。 】夕
二 。 = 功(

x
)

, c ,
(

x
(

c : ,

这里卿 ( i = 1 , 2 ,
3 )

、

功是二阶连续可微函数
。

解 (如图 6 )在 g 内任取一点M ( x
。 ,

脚 )
,

过点M引平行于大轴的特征线
,

对 A
、

B
、

M
、
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C四点应用定理 3的 ( 1
。

5 )式即得

u
( x

。 , 夕。

)
_
(
x 。 一 c :

) ( x
。 一 e Z

)
c Jc Z

中 ,

(夕
。

) +
x 。

( x
。 一 c Z

)
。 ,

(
c 、 一 c Z

)

x
。

( x
。
一 c .

)
中2 气万。 ) + 一二分一一

一

` 针甲 a气9 0
)

-

C Z气` 2 一 C I
)

将
。
(
x 。 ,

g 。

)代入方程组 (H
`

) 并应用条件川 y
_ 。 = 州 x)

,

解得

1 f y
o r

,

f t
, 、 , 。 , 、

、
,

( y
o

v 气劣
0 , “ 。

) “ 乏」
。

L
4左

J
, “ L丁 ) “ 了 十 奋又̀ ) J

d ` 一 尤。

J
。 “ 气̀ ) “ ` 十 “ g 。 + 孕 L义 。

)

这里 l
、

K为任意常数
,

而

一栽
-
{
、 1

“ ,
气坛〔

一 , 2

“ ,一
,

川 }
,

_ c l + c Z

` 1亡z

2
. 、 .

C , ,
.

、

甲 I L乙 ) 十 一一一二 , 一一一 , 一 r -
甲 Z t不) +

c八 c Z一 c Z )

C !

e :
(
e : 一 c ,

)
甲 3

( t )
.

、,声̀ 、./`
子之子̀2.、

ó

了.、

aDP

五
类似地可解下面 问题

。

第二问题是在由特征线夕 = O
, y = 吞

,

x = 下
一

,

b
a , (

a > 0
,
b> 。 , ` < 0) 所围成的矩形域 内

求方程组 (H
.
)的解

,

使之适合于 G

图 6

“

{一
, 1
( , ,

, “

1
二 .

;
= , 2`; ,

, “

…
二 .

:
二 , 3

( , )
, 。、 , 、 ” ,

”

}
y
二 。 = 州 万 )

,

立《 劣 《 立
,

I C “

这里叭 ( i 二 1 ,

2
, 3 )

、

价是二阶连续可微函数
,

甲` ( , ) = M l夕 !料
, 产》 3

,
1’ = z

, 2 , 3
.

第三问题是在上半单位圆口 : 护 + 刀“ 二 1
,

组 ( z了
`

)的解
,

使之适合于

而且甲
:
( 0 ) = 甲:

( 0 ) 二 中
3

( 0 )
,

在夕 = 0近旁
,

万) O及直线夕
= 0所围成的区域内

,

求方程

u
l
: 一 。 “ 中 ,

( , )
, o ( ,簇 l , :

1
。 二 甲:

(
x
)

, 一

1簇
x 簇 r ,

。
!
y 一 。 = 功( x )

, 一 i 《 x ( i

这里甲i ( i “ l , 2 )
、

必是二阶连续可微函数
,

且中
J
( l ) 二 中

2

( o )
,

在夕 = i近旁
, 甲:

( , )
= M }万

一 i }召
,

在 x = o近旁
, 切:

(
x
) 二 M !

x
! “

,
产》 2

.

应用定理 3的 ( 1
.

6) 式可解下面定解问题
.

第四问题是在由特征线
x = o , x = 。 ,

(
c
>

.

0)
, g = O

, g = b
,

( b> 0) 所围成的矩形

域内
,

求方程组 (H
。
)的解

,

使之适合于

J
v
l
x 二 。 二 中`

( , )
,

o ( , ( b
, v

l
二 = 。 二 , : (; )

,
0 ( , ( b

,

{ 。
}
。

,
_ 。 二 切。

(
二
)

, o簇 : 簇 。 , 。 }
二 _ 。 二 功( ; )

,
o簇 ; 簇乃

这里甲` ( i
二 1

,

2
,
3 )

、

功为二阶连续可微函数
,

而且甲
:
( 0 ) 二 甲

。
( 0 )

, 中:
( 0 ) 二甲

。
( e )

.
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第五问题是在由特征线 y =O
,

成的矩形域内求方程组 ( H
`

)的解
,

, = b
,

(西> 0 )
, x =

使之适合于

立簇
x 簇 。

, 。 .

万
’ (

a
) 0 , c

< 0 ) 围 所
西一c

{
v ry

_ C , “ 甲 ,

(
x )

v

…
二 、 。

(
x
)

_

b
二 甲 2 LX ) , U 妥二 万 乏是—二 a X a

“

{
, _ 。 = ` (“ )

, ” 《 “ 成占
,

了口一a

簇X簇

cb一c

这里甲` ( i
= 1 , 2 , 3 )

、

功是二阶连续可微函数
,

而且甲
,
( 0 )

= 切 2

( 0 )
= 甲3

( 0 )
,

在
x = 0近 旁

,

甲i (
x
) = M 】x l拌

, 产) 3 ,
i = 1 , 2 , 3

.

第六问题是在 由半圆孤 a :
(
x 一 l)

“ 十犷
= 1 , 万) O及 y = O所围成的半圆域内

,

求 方

程组 ( H
`
)的解

,

使之适合于

J
” l

。 = 甲:
( x )

, v
卜

一 。 二 甲2

(
x
)

, o成 x 簇 2
,

{ 。
l
二 _ 。 = 功( , )

,
o成 , 镇 z

,

这里甲 i ( f
= 1

, 2 )
、

必是二阶连续可微函数
,

而且切
,

( 0 ) = 甲2

( 0 )
, 中 ,

( 2 )
= 甲 2

( 2 )
,

在
x = 1近

立
_ _ ,

_

、 。 二 1
_

_ , , 。 ~ 5
旁

, 甲 i ( x ) =
M l x 一 1 1

“ , 产乒 长
,
i = 1

, 2
。

2 一
,
一 。

如对上述所有在圆周
、 ` + , 2 = 1上提出的定解问题

,

改成在椭圆

井
+

筹
= 1 上 给

拱 0 一

值
,

其定解问题仍然可解
。
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