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D
.

C
.

oJ y o e 〔`〕于 1 9 7 1年对外推算法作了综合性评述
.

本文探讨 A i t k e n
外推算法应

用于级数的加速收敛
。

为此
,

建立了定理 1至定理 4
。

最后将外推算法与级数加速收敛 的

传统方法 。 ’ 3 ’ 〕作出比较
。

一
、

基 本 定 理

设 { x 。

}是
a 的近似序列

,

d
。 = x 。 一 a 粉 O

,

误差序列

n 二 0
, 1 , 2 -

一 ( 1
.

1 )

护
产 、

x ” + x = 义 ” + l
(乙

x 。

)
2

乙
Z x 。 一 l

” = 1 5 2 , 3… ( 1
.

2 )

d
n + 一 = x ” 十

一
a , n = 1 , 2 , 3 ,

…

其中』为向前差分算子
.

称 ( 1
.

2 )为序列 {
x 。

} 的 A it k e n
外推序列

,

我们将给出

( 1
。

3 )

又称护外推 序 列
。

l i m d
” 十 l = 0 ( 1

.

4 )

l i m 一

李上
= o

n 目~ 巾 . “ 目+ 1

( 1
.

5 )

成立的条件
。

即

定理 1 若 { x 。

} 是
a 的近似序列

,

误差序列 ( 1
.

1) 有界
,

且满足

d
。 + : = (

c + e 。

) d
。 。 , = 0 , l , 2 , …

。

( l
。

6 )

其 中
c今 0

, 1 ,

而序列 {
。 。

}满足

l i m e , = 0
,

” -一争 .

则 ( 1
.

5 )成立
,

从而 ( 1
.

4 )成立
,

即 {
x 。 + :

} 收敛于
a 。

并 且 当 { x 。

} 收 敛 于 a 时
,

王x 。 + :
} 比 { 介

十 :

} 更快地收敛于 .a
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证明 (从略 )

附注
。

若误差序列 ( 1
.

1) 有界
,

且满足

1i m
们一卜。

d
” , l

d
,

= c今 O
( 1

。

6 )

则定理的结论仍真
。

下面研究级数求和的 A i t k e n
外推算法

。

给定数列级数

云
。 ;

( 1
。

7 )

并作部分和

”

x ” = E a 犷, n = 0 ,
1

, 2 , …
。

` . 0
( 1

.

8 )

关于部分和 { x ,

} 的护外推序列
,

我们给出

定理 2 若级数 ( 1
.

7 )满足

l i m
介一知

刁x 。

. 』x ” 一 z

c , o < 】c
l < !

( 1
.

9 )

则 ( 2
.

5 )成立
,

从而序列 {
x : , :

} 比 笼x ” + :
} 更快地收敛于级数 ( 2

.

7 )的和
a .

证明 由假设 ( 1
.

9 )知级数 ( 1
.

7 )绝对收敛
,

因而有

11m x 。 = a

即假设 ( 1
.

9 )蕴含级数 ( 1
。

7 )的收敛性
。

又由等式

(刁分
。

)
2

」Z x 。 一 l d
。 * 1

可知
,

为了证明 ( 1
.

5 )
,

只须证

1i m
一今

月, ,

」万 ,

」x , _ 、

」x . \ d
. 、 ,

力不

一
一 1 l

we

丽牛岁
` 一

~
才 “
刀一

,
~ ~ 介

即只须证

11m
we

上上士」一 = 一二生一
月d

” 、 1

乙x n
C 一 1 ( 1

.

1 0 )

下面通过二个引理来完成 ( 1
.

1 0) 的证明
,

从而定理得证
。

引理 1 若 (一 9 )成立
,

且
e
> 0

,

则 ( 1
.

1 0 )成立
-

窜实上
,

给定

。 <
。

< m ` n 、 一
合“

一 :
, `

油引理的假设
,

存在N
,

使当
n

) N 时
,

有
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0 <
c

一 <
刁x , + i

刁x . + `一
<

c + :
< 1 f == 1 一2 ,

· ’ `

于是
,

当
n 》 N 时

,

对于 f = i , 2 ,

有

0 < (
e 一 。

) i <
.

二李止
.

习 X ”
< (

c + 。
) ` < (

e + 。
) < 1

对 i迭加这个不等式得
,

当
。 ) N 时

,

有

件 + :

C ee e

艺 刁x

` . 1

1 一 C + e
<

乙x ,
< 二三土生

-

1 一 C 一 己

从不等式中减去
C

1 一 e
得

: 当 n ) N时
,

艺 刁x 。 `

下
一

一
`

弃兰一
丁

一
-

<
.

里 -
.

一
~

-

一生 <
一盛一

一 二、

L l 一 C )气1 一 C + e )
一

习 x ” 1 一 C 、 1 一 C )以 一 c 一 ￡ )

住意到。的选取可知
,

当
: ) N时

,

有

一 )

华理
矿匕

Ll 一 c )
“

艺 刁x 。 , i

泣一 1

乙x ”

C

1 一 C

匕一丝一
`

一

吸1 一 c )
`

由于

dn
十 1 二 一 艺 刁xfl

十 `

i = 1

引理 1得证
。

引理 2 若 ( 1
.

的成立
,

且
`

< O
,

则 ( 1
.

10) 也成立
.

事实上
,

给定

0 <
。

< m i n 一 清
“ + ·

, `

那么存在 N
,

使当
。 ) N时

,

2 有

一 1 <
。 一日<

’

对于 f 二 1 ,

』x 。 + `+ -

刁x : 十 ; <
` + 。

< 0
。

于是
,

当 2 , ) N时
,

对于 i = 1
, 2 , … ,

我们有

{
(

c 一 。
)

2 `一 `
<

乙x : (。 二 ) .l一

刁 x幼
< (

c + ￡ 2 1一 1

(
c + e

)
2 ` <

刁x : ( , + ` )

刁x : 。 < (
c 一 。

)
“ i

及

(
c + 。

)
么 i <

刁x : 、 ” 十 ` ) , ,

< (
e 一 。 )

“ i

击{(
c 一 。

)
2 `一 ’

<
一

乙x : ” + l

」x : ( 。 + r )

< (
c + e 、 2 1一 1

2月+ 1
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迭加这二组不等式都得
,

当
n ) N 时

,

有

1 9 8 1 年

(
e + 。

)
“

艺 乙x ” , i

` . 1 C 十 名

1 一 (
c 一 。 )

2

于是我们有

1 一 ( c + e
)
“ <

刁x 。 1 一 (
c + 。

)
2

(
e 一 。

)
:

1 一 (
e 一 。 )

“

C 一 忍 (
e + 。

)
2

1 一 (
c 一 。

)
名 1 一 (

c + 。 )
么
蕊 l i m

艺 刁x 。 + 正

`一 l

刁x ”

提 l i m

艺刁x 。 + f

宕赶 1

刁x 。

一 C + 己

芝七二- 一 - - 丁一一甲- - 气丁矿 十
1 一 气c + ￡ )

“

(
e 一 。 )

2

1一 (
c 一 。 )

2

再令
:

, 0取极即得

公 刁 x。 , i

c 月
.

` 一 1

. -

一一下 芝妞 1 1 1 11

—
1 一 ` 一丽- 一 习 X ”

成 1i m

E 刁x 。 , i

` = 1 一 e

一刁 一 一
一

芝乏万一
~

口 X n l 一 C

引理 2 得征
。

由于引理 1
、

引理 2 ,

定理 2 得征
。

对于极限 ( 1
.

9 )等于士1的一类级数
,

分条件
。

定理 3 若级数 ( 1
。

7 )满足

下面给出序列 { 介
+ :

} 收敛 于 级数和
a
的充

1; m 。

(粤乒
- 一

门
二 ,

·

> 1

”
斗 . \ 口 汤 n + x l

( 1
.

1 1 )

则 ( x
.

4 ) 成立
,

即 { x 。 十 ;

} 收敛于级数和
a ,

并且有

0 ( 1气m
d

” 十 1

d
。 十 -

健 1i m势
、

~ 介 + 1

( 1
.

1 2 )

先证 2 个引理
。

引理 3 在定理 3的假定之下
,

级数 ( 1
.

7) 收敛
,

并且有

E 乙 x ,: 十 i

1 i m

一
攫

” 刀。 X ”

1

下一 1

( 1
.

1 3 )

事实上
,

对任意的

0 <
￡

<合`一
` ,

,

存在N : ,

使当
n ) N : 时

,

有

, 刁x . _

、 、

.J,

…
_

二
, 、 `

』
. 口

`
,

, `气一不厂了一一 -
一 1 刀/ 产

,
一 ` ,

、 。 x ” + 1 /
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即当
n 妻 N :

时
,

有

乙x 。 、 二

—
夕 1 十

习 x
+n

l
-

犷 一 己

又因

1i m :

f ( : 十工 ) 一
:

一 1
1

= , 一 2。
,

” 一卜 . ` n J

故存在N > N
, ,

使当
。

) N 时
,

有

( ` +

专)
r 一 2“

< `

即当 n
) N 时

,

有

十

里
<

一

华羊上
儿 习 X . 小 ,

. .
-

.

.

煞卿 <
口 X ”

(
n + i )

r 一 2 `

_ r 一 Z C

于是由
, 一 2。 > 1知级数 ( 1

.

7 )收敛
,

并且 当
, ) N时对于 i = 1 ,

.2 二 ,

我们有

乙x 。 、 ; /

一二不 巴

一乙 久
曰 X”

<
-

_ _
r 一 2 0

1
儿 . 一 几

一
丁合二一不 l r

, 通~ . 月 、 ,
一 “、 I ` 宁 不少

n r 一 Z e

犷一 Z e 一 1〔(
,: + i 一 1 )卜

2卜 `
(

n + i
r 一 Z C一 1〕

对 i迭加不等式得
,

当
n ) N 时

,

E 刁 r ,: 十 `

旦
万

一
-

( 一牛 ,
;

习 X忱 了 一 乙己 一 1

于是

1i m

乙 乙x 。 、 、

f
= 1

刃』 x 。

`
一 了一

_

1 一 Ze 一 1

令。 、 0取极限即得引理 3
。

引理 4 在定理 3的假定之下有

乙 刁x 。 十
`

h m
-

一
,

一 )
一忱

一 n O X ”

( 1
.

1 4 )

事实上
,

任给 。
> 0 ,

存在 N
,

使当
,

) N 时
,

? !

(
』x ,:

」 x 。 , r

一 1

)
<

· + “ ,

丫 ,苦+ 1

一

I
,

、
,

,`

尹Z

r + 召

于是
,

当1卜
一

N 时
,

对于 i 黑 了
,

:2 我们有
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X” + f

刁x 。

对 i迭加这不等式得
,

) 叶了一 1

一
” -

拄 + 才一 1 + 7 十 召 儿 + 下十 君

>
(

刀

儿 + 犷 + 巴

当 n 妻 N 时
,

有

艺刁x ” 十 `

` = 1

A x 。
)

,

二
- .

下 十 C

从而

迪n

艺 乙x 。 十 s

i 之 1

n 刁x 。

1

下 + 巴

令
。

, 0取极限即得引理 4
。

定理 3的证明
。

由于

Z、

d
。 * -

d
。 十 l

于是有

1i m

(刁x 。

)
2

1一

一
【 1 . 、

r 刁 X . _ .

l 【刀 一 1 ) I

一
七

. ’

、 习 X n

陀 一 1

祝

刁
Z x ” _ .

d
. 小 :

〕 、 1厂 一 d
. ` :

1
一 1 , 1 1

一
l

/少 L n口 X ” J

月 一 l

= 1一

—
一

-一 一 一 刀
_ _ _ _

艺刁x 。 * l’

〔(一 1 )
(
乙x 。 _ I

刁x 。

一 `

)〕早丽舀

1 万丁丁
.

1
= 1 一 — 1 i n i

—
一

X” + i

1一 生 一一一』二一一下 .

它乙x , 二 、

巨n

` , 1

” 刁x ”

乙
.艺洲

,
.

件

+一+

,月一月

九』x ,

势 0
,

Z 、

丁而「夸一
= 1

n “ 月+ l

_ 工 il m 一一一l l
= 1 一 —下 一节一 .

艺 刁x 肚`

1
.

一
_

1 . 1

刁n x 。 1i m
n

乙 刁x 。 十 `

i
吕 1

犯刁x 。

一 1
气

二

—

又由等式

d
。 十 1 = d

。 , 1

。

d
” + l

d
。 + -

可得 ( 1
.

4 )
。

定理证毕
。

不等式 ( 1
.

1 2 )说明
,

对于这一类级数
,

部分和 { x 。
} 经 6 2

外推之后收敛速度 略有加

快
,

并且将随
, 的增大而逐渐加快

.

在极端情形
,

即
: 二 十 co 时

,

{ x 。 十 : 于就比 笼八
, :

}
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更快地收敛于级数和
a。

当( 1
.

7 )为交错级数

艺( 一 1 )`乙* ( 1
.

7尹
)

= O

时
,

我们有

定理 4 若级数 ( 1
.

7 )
尹
满足

、 .少
口

、 .尹
比J八匕ō1.1 ..J

1i m n

n 一 J, .

1i m ”

n
一 刁, .

快、 口 介 十 l

一 1

)
二 s > ” ,

( 1
.

了弃决生
、 L, ” + 2 一 口 月 + 3

一 1

)
= 2· > , ,

( ]
,

则序列 笼 x 。 十 :
} 收敛于级数和

a ,

并且有

仁二乙蕊 1i m d
。 + 1

d
” 十 1

、
一

ha 势朴 “ 宁1+ 1

, s + 1 一 1

芝乏;

—
( 1

.

1 7 )
S

由假设 ( 1
。

1 5 )知级数 ( 1
.

7 )
尹收敛

,

记其和为
a ,

并且

l i m = 1
札

n
.

ee 争 舀 b。
+ l

把假设 ( 1
.

1 6 )应用于序列 王万
。

}
:

夕. 二

l i m
. 一争 .

2月+ 1

E ( 一 1 )亡b、
,

宫. 0

n = O , 1 , 2 , …

可得
,

(丝
丝 , 一 1 、

= l i m 。

(
\ 习夕,J , n净

. \

b
Z, 一 乙: 。 , :

b
Z n 十 2 一 b

Z ” + s

一 1

)
= 1

> ,

即序列 {咎
。

}满足假设 ( 2
.

1 1 )
,

于是由 ( 1
.

1 3 )
、

(一 2 4 )

得

一界0(
一 ` ) `乙

2 `

一
, · `

1沙万杯丽兀藕了
一一

一 1
芝之

,
一 一

-

—
.

一

了 一 1
1im

E ( 一 1 ) i b: 《。 , , ) , i

` 含 o

路

n
(右

2 , 一 b
Z。 十 :

)

~ 1
声—

.

T

又从 { 尤
,

} 的定义 ( z

子 、 、

d
Z , + 1

d
Z。 十 1

.

5) 有

= 1 一
1

X
2 万亡一 1

刁x Z n )妙
一

,

~
` 丫 Z n

刁一

一
曰.土

叮住了、

二 1 一
1

艺 ( 一 1 ) f b
: ( ,: 十 , ) , i

, ,
(西

2 , 一 乙
2 。 十 ,

)

、、./
刁.1

一一+1
蝙ì标b

Z。

b 2月 + 1

+
一.1

召了r性龟、

从而得
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l i m
d

Z , 十 1

d
z。 十 ,

一 _

1
畏

;
1 一

—
=

S + 1 一 1

S

1 一 1

1i m

n

争黔
、 1 -

~ Z刀 十 1

类似可得

1i m
d Z。 + 么

d
z” 十 :

一 s + 1 一 下

气

—
,

S

l i m d z , + 2

-
,
厂 d

z 。 + 2
》 “ 一 了 ,

定理因之得证
。

不等式 ( 1
.

1 7 )说明
, 对于这一类级数

,

如 比值二随 的增大而趋近于 1 ,

则 序 列

称
十 :

} 的收敛速度将会随
了的增大而加快

.

在极端情形
,

即当 h m 二
谷

= l时
,

{ x 。 十 :

就 比 { 、
十 : } 更快地收敛于级数和

。 .

一般说
,

当
: ) 冬时

,

外推算法才有实际效果
.

`

二
、

数 值 例 子

求级数

二 1

六
,

下 ( 2
.

1 )

之和 a 。

这也是一个收敛很慢的级数
.

笼 x 。 , : } 收敛于级数和
.

现取
: = 12

,

x 1 2 = 1
。

5 6 4 9 7 6 7

及外推值

x 2 2 = 1
.

6 0 1 5 0 7 8

而准确值
万 2

a 一

万
一 1

·

6 4 4” ” 4 0 “
`

二

根据定理 3 ,

(
: 二 2 )其部分和 笼x 。

} 的护外推 序列

我们有

可见
,

计算结果 与理论分析也吻合的
。

对于这一类级数
,

也可继续进行外推
,

以不断改善级数的收敛性
。

或者先利用库麦

尔 ( E
.

E
.

K u m m e r
)变换 〔3〕

,

增大级数的
:
值

,

再行外推
,

以提高 { 称
+ ;

} 的收 敛速

度
.

或者运用积分近似公式增大级数的
:
值〔2〕

.

例如
,

对于级数 ( 2
.

1 )
,

运用梯形法及

辛浦生法后分别变为

3
.

1 二 1

百 宁 万六
1

了叮不万) 1 ( 2
.

2 )

及 .

。 , ~ , l

乙 一 乙
日 一不犷不气气 ~ 一二 屯万

`二 主 : 一气4 1 一 1 )
-

( 2
.

3 )

它们的
r
值依次为 4 及 6 4

。

根据定理 3
,

它们的部分和 { x 。
} 的护外推序列的收敛 速度

将进一步得到改善
。
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