
多维拟左速续局部鞍的可选表示性

周 健 伟
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本文定义了k维可选过程对掩维拟左连续局部较的随机积分
,

然后建立了 掩维拟左连

续局部鞍的可选表示性基本定理
,

这 推 广 了 一维情形下严加安
、

Y oe 盯 p 〔 l 〕 ,卜的相应

结果
。

设 ( g
,

F
,

P ) 为完备概率空间
,

( F
,
) ,奋 。

为 F的子
a 域族

,

满足通常条件
.

本文采用如

下、己号
: M

:一零初值有界鞍空间
,

L
。

一零初值局部鞍空间
, “ ,

一日
`

鞍 空 间
,
日; 一零

初 值 H
`
鞍空间

。

本文 中随机过程符号右上角的数字都是附标
,

若要表示幂次
,

则 加括

号后再写上幂次
。

若 M ` ,

M
Z ,

… ,

M k为拟左连续局部鞍
,

则称 M =
( M

` ,

M Z ,

… ,

似勺为几维拟左 连续局 部

鞍
.

下一 引理中的随机积分厂̀
.

M `是严加安〔2〕护已定义的
.

引理 1 设M =
( M

` ,

M
“ ,

…
,

对的为 k维拟左连续局 部鞍
,

且〔M i j 妇〕 二 o ,

凡 i手 j
。

则

下列断言等价
:

l ) 任一 N o L
。
可表为N 二

寿

乙 f i
.

M ` 其中 f i为可选过程
,

i = 1 , 2 , … ,
k ;

2 ) 任一 N o M
: 可表为

N -

3 ) 设 L 〔 L
。 ,

且〔L
,

M `〕 = o ,

E f i
.

M i

i
“ l

其中 f i为可选过程
,

i = 1 , 2 , … ,
吞,

二 1 , 2 , … ,
k

。

则 L = 。 ,

4 ) 设 L o
M:

,

且 〔:
,

M
!

〕 = 。 , ` = 1 , 2 , … ,
k

.

贝uL 一 。
.

证 2 )井 1 )
: 设 N o L

。 ,

由〔3〕定理 9
.

2 7
,

N可分解为N = f
, .

M
’ + L , ,

其
, ! , f

`

为
` ,

J
一

选

过程
,

lL o L
。

且〔L ’ ,
M

’ 〕 二 0
.

但 lL 又可分解为 L
’ 二
尸

.

M
“ + 尸

,

其中厂
2

为可选过 程
,

尸 。 L
。

且

〔扩
,

M
Z

〕 = 0 ,

由计算易知〔厂
,

M
`
〕 = 0

.

如此继续
,

N可分解为

儿

N 二 E f i
。

M ` + L 儿 ( 1 )

其中 f伪可选过程 ( i = 1
,

2
,

一
,

秃)
,

L 掩。 L
。
且 〔L气M i〕 = o ( i = 1 , 2 , … ,

k )
。

往证 : “ = 。
.

不妨设五帷 日:
,

“ :
,

使 J烈 }N
” 一 “ “ }}一

0
·

由 于 M
: 在

“ :
, }1稠密 (参见〔 3〕定理 1 1

.

5 )
,

故存 在 一列

N
” 〔 但由 2 )有
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k

N
” =艺

` .

f` .。

Mi ( 2)

其中 f声为可选过程(i =1
, 2 , … ,

k , n = l , 2 ,

… )
。

故

〔N
” ,

L k〕
庵

= 万 f`
” .

〔万 ` ,

乙k〕 = o (
n = 1

,
2

,

… )
.

从而 E了 〔沙江掩元 ( E了亡N 万汹而元 + 〔L气L而了二=
}!N

” 一 L钊
。 , ,

因此 E了 〔L气L疾
二 o

,

即

吞

kL 二 0
.

故由 ( 1 ) 式得 N = 名 if
。

M `

1 . 1

掩
1 )冲 3 )

:
设 L o L

。 ,

且 〔L
,

M i〕 = o
,

i == l , 2
, … ,

k
。

由 l )
,

L = 公 f i
.

M ` ,

其中f `

1. 1

掩

为可选过程 ( i = 1
, 2 ,

…
,

k )
。

那 么 〔L
,
L 〕 = 艺 f i

.

〔L
,

材 `〕 = o ,

故乙 = 0
.

i “ 盆

3 )睁 4 )
:

4 )睁 2 )
:

显然
。

设 、 。 M
:

掩

重复使用〔3〕定理 9
.

27 得 N = 名 厂`
.

M ` +
kL

.

其 中了`为 可 选
i一 1

过程 ( i == l
, 2 , … , k )

。

L吞为 零初值局部有界鞍
,

且〔L ` ,

M i〕 = o
,

i = z
,

2
, … ,

寿
.

由 4 )

h

易证护 二 0
.

从而N 二 乙 了`
.

M ` 。

引理证毕
。

1
. 二

设M = ( M ’ ,

M Z , … ,

M ` )为 k维拟左连续局部鞍
,

f =
( f , ,

f Z , … ,

f k ) 为 k 维 可 选 过程

( 指每个分量为可选过程 )
。

下面要定义 f对M 的随机积分 f
.

M 尸
( M `

表示M的转置 )
。

这是 J ac
o d 〔4〕中定义的随机积分 ( f为 k维可料过程

,

M为 k维局部鞍 ) 的类似物
.

令

L
。

( M ) = 《f
:

f可选
,

E丫可丙兀亡初几面1元 < co
,

i 二 1
, 2 , … ,

左} ( 3 )

这里 ( f` )
2 .

〔对 i ,
对 i〕.

表示 ( ( f i )
2 .

〔对 i ,

M i〕)
.

( 以后 出现 的 类 似 记 号 也有 类 似 的 含

义 )
.

对 ro L
。

( M )
,

由〔2〕定理 3 ,

可定义随机积分 r`
.

M `。 H
; (` 一 1 , 2 , … ,

k )
,

从 而 可定

k

义
.fM

`
为和式别

` ·

M “̀ “ ;
,

且对任何局部较N, 有

、 .声.`、 .了
月任户勺

了.、了.、〔 f
。

M尹 ,

N 〕 = 名 f i
。

〔M ` ,
N 〕

` . 1

几

特别有 〔 f
.

M , ,

f
.

M I 〕 = 名 f i f j
。

〔M i ,

M j〕
i ,

j
“ l

现设法扩张 f
.

M 产的定义范围
。

由 K u in at 一W at a n

ab
。
不等式易知

,

存在零初 值 局

部可积适应增过程A
,

使对几乎所有。 ,
R

, = 〔o
,

co )上的
a
有限测度 1或 M ` ,

M 门
.

(。 ) }关

于 a
有限测度 d A

.

(。 )绝对连续 ( 例如可取 A 〕 )
{了

—
=

汀摺
1

〔M
` ,

M
`〕

。

由〔3〕定理 6
.

18
,

存 在
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可选过程Ci j
,

使对几乎所有。 ,

对一切拓R
,

有

〔M ` ,

M ,〕, (。 ) =

{
G二, (。 )“ A

·

(。 )

〔 o , t 〕

( 6 )

` 二
(G ii) `,

广以为非负定对称矩阵
·

令

.! ,!:

一
E

了,
,

象
: ,` , J一 )

·

,
。

( 7 )

它是拟范数 ( 其定义可参见〔 5〕 2
.

4 )
.

再令

L ( M ) = ( f
:
f可选

,

}1川
: 《二 , < co }

利用 K u n i t a
一W

a t a n a
b

e
不等式

,

斌云丁瓦l蕊名护 !
a ` }和护 }丽 }簇

L
O

( M ) =c L ( M )
.

引理 2 在拟范数 {}
·

}}
: ( , 、

下
,

L
。

( M )在 L ( M )中稠密
.

}
a

l + l b }
2

( 8 )

,

不难证明

证 设介L ( M )
.

对每个 i( 1 ( i ( 的
,

存在停时列 T二个co 口
.

万
.

5

使 E 了 c M ` ,

M i〕:

轰 < co
·

令

儿
_

B ( n ) = f飞(枢0 , 7
’

石皿{ l咬1川 簇
n } )

和 f
。 = 了I , . ” ) ,

这里 I是示性函数符号
。

则厂
。

为 k维可选过程
,

且

。
犷疏 )

2 .

〔、 ` ,

、 `〕一 E ; ( ,` )
2
, 。 `。 ,

.

〔 , ` ,

, `元 (
。

E

犷
〔 M `,

“ `

( 9 )

户 < 帕

故声示尸 ( M )
。

由介L ( M )和控制收敛定理易知当
n , co 时

,

_
I 。

,“ 一 `
· ”· ` “ ’ 一 七

汀蕊凡
“ `,“ ,`

一
“

’
·

月的一 。 ’

其中” `” ’
`

表示 B `” ’ 的余果
’

证毕
`

对 f o L
o

( M )
,

由 ( 5 )和 ( 6 )式 了,

]
一

知

`

、产、 .了
n
ù, .上月.工, .1

.

才.、
`

才̀、、
k

〔 f
.

M 产 ,

f
。

M 产〕 = ( 艺 f i f j G ` j )
.

A
` ,

j ` 1

E了砚丽兀万〕尹万二==

E

了
h

( 名 f `fj G `了)
。

刁.

i
,

j
` 1

故映身打* f
.

M `
是 0L ( M ) 到代中保持拟范数不变的线性映射

.

由引理 2 易证此映射可唯

一地扩张为L ( M )到 H ; 中的保持拟范数不变的线性映射
,

将 f的象仍记为 f
.

M
,

( 注 意单

独的 f`
.

M `未
1

必有定义 )
.

这时 ( 1 1 )式又」
`

厂〔 L (几丁)仍然成立
.

又J
`

f o L
”

( M )和任意停 J!」
·

T
,

由〔 2 〕定理 3 有

了1
. 。 , : 。 .

M , ”
(厂

.

M ,
)
了

( ] 2 )

还可证明 (一2 )式对 fo L (几J )仍然成立
。

事实上
,

取 B (
:

)如 ( 9 )式中那样
,

则 f l
。 ( ” ) 。 L

o

( M )
,
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对它用 ( 12 )得 f l
。 (。 ) I 。

。 , : : .

M 了 = ( f l , `” , .

M 尹
)

T。

令
n

, co
,

取 H
’
模下的极限即得 ( 2 2 )

.

令

L I。
。

( M )
=

{ f , f可选
,

存在停时列 T n
个co

, a
.

s
.

使对一切
。 ,

f l
. 。 , : 、 。 ` L ( M ) } ( 1 3 )

现设法将 f
.

M 尹扩张定义于 lL
。 。

( M )上
.

对 le lL
o 。

( M )
,

存在停时列 T
。

个co
a

.

:
.

,

使对一切
n ,

f l
。。 , r 。 。 “ L ( M )

,

于是可定义 f l
。。 , : 。 。 .

M
’ .

由 ( 1 2 )得 ( f l
。。 , : ,`* 、 。 .

M
`

)
r ”

二 f l
. 。 ,:

·

。 , , , I 。。 , : 。 , ·

M
` 一 f l

。。 , : 。
卜 M `

·

故存性L〔 L
。 ,

使对一切
n
有 L

,
,

” = f l 。。 , : 。 。 .

M
`

我们就定义 f
.

M 产
为 L

。

于是

( f
.

M `
)

: 。 二 f l 。。 , , ” 。 .

M `
一

( 1 4 )

易知这样的定义不依赖于停时列 ( T
,

)
.

的选择
.

定义 设 M为 k维拟左连续局部秧
.

若任一零初值 ( F , ) 局部鞍N可表为随 机 积分

f
.

M
/ ,

其中 f o L lo 。

( M )
,

则称M有可选表示性
。

对 k维拟左连续局部轶M
,

归纳地定义 M , ,

M
“ , … ,

M k 如下
:
令 M ’ 二 M

’ ,

对每个

云一 1

_ _
i ( 2 ( i ( 存)可象引理 1 证明中那样

,

将M i分解为M i = E f i j
.

M
, + M ` ,

其中 f i j为 可 选 过
j
二 l

程
,

M i〔 L
。 ,

且 〔M i ,

M j〕 = o ( j = z , 2 , … ,
i 一 1 )

.

这样得到的M
’ ,

M
Z ,

… ,

M k 当 然 满足

条件 〔M ` ,

M幻 二 0 ,

凡 f 子 j
。

由于对一维拟左连续局部鞍的随机积分仍为拟左连续
,

故

M = ( M ’ ,

M
“ ,

… ,

M勺仍为 k维拟左连续局部鞍
。

下述定理推广了〔 1〕的定理 3 ( 或参见 〔3〕定理 1 5
.

1 )
。

定理 设M =
( M ’ ,

M
Z , … ,

M勺为寿维拟左连续局部鞍
,

则下列断言等价
:

1 ) M有可选表示性 ;

2 ) 任一万
。

M仓可表为N =
f

.

对 ` ,

其中 f比 l。 。
(对 ) ;

3 ) 设 L o L
。 ,

且〔L
,

M i〕 = 0
,
蓄== 1 ,

2
, … ,

鹿
,

则石二 0 ,

4 ) 设 工。 M全
,

且 〔五 ,

胚 `〕 = o ,

s 二 1 , 2 , … , 、 ,

则乙 二 0
.

证 引进 M
,

将引理 1 四个断言中的M换为 M
,

厂̀换 为厂̀( i 二 1 , 2 , … ,

k)
,

分别记为

断 言 z )
, 2 )

, 3 )和 4 )
。

由引理 i 知 1 )
, 2 )

, 3 )
, 4 ) 等价

.

3 )井 3 )
:

设 L 〔 L
。 ,

〔L
,

M i〕 = o ,
i = 1 , 2 , … ,

丧
.

由计算可知〔L
,

M `〕 = o ,

i = 1 , 2 , … ,
k

.

由 3 )
,

L = O
。

3 )片 4 )
:

显然
.

4 )绮了 )
:
设及 M仓

,

且 〔L
,

丽〕 = o
,

i = 1
,
2

,

:
,

寿
.

由计算可知〔L
,

M `〕 = 0 ,

f 二 1 , 2 , … ,

壳
。

由 4 )
,

L = .0

1 )乡 2 )
:

显然
。

2 ) 、 4 ) : 设 : 。 M念
,

且 〔:
,

肥 `〕 = o ,

i = 1 , 2 , … , 。
.

由2 )
,

: = 厂
.

对
` ,

其 。{l厂。 : :。 。

(材 )
,
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故 存在停时列 T
。

t co
a

.

:
.

,

使对一切
n ,

r , . 。 , : 。 。 。 L ( M )
.

由 ( 1 4 )
,

L
T ” =

r l 。。 , : 。 。 .

M ,

故 由 l( l)
,

E丫亡瓦 L〕场

_ 1
l

h

= 巨

汀“万
二 ,“ ’̀ ` 。。 ,

一
“ `”

·

通二 令
: , co

,

由单调收敛定理得

E 了 〔乙江〕二 =
I一不一E

汀
`、系

!“ “ `f ` f j G ` j

.

A因
.

由 L o M仓得介L ( M )
.

取 B (
n
)如 ( 9 )式中那样

,

则 f l , (。 ) 。 L
O

( M )
.

令 L
” = f l 。 (。 ) .

M 尹 ,

则 由 ( 4 ) 式 和 假

设得

儿

〔L
” ,

L〕 = E f ` I , 《。 ) .

〔M i ,

L 〕 = o

由上式和 ( 1 1 )得

E了 〔L
,

L九 镇 E丫 〔L
,

L〕_ + 〔nL
,

L吃二
二

E丫 〔L 一护
,

石二户〕`

一丫
( `

索:
` , , J

一
,一

由 f。 L ( M )和控制收敛定理知
n~ co 时上式右边趋于零

,

故 L = 0
.

_
,

一 一 _ k _ _ _
l )井 1 )

:
先设 N o H二

,

由 l )可表为 N = f
.

M
产 = E f ` 。

M ` ,

其 「
}
、 f 可 选

.

因 为

_
厂万二一 二下二一

E

汀万
!

“ `”
·

〔M ` ·

“ `〕一 二 E丫〔瓦丙元 < co
,

故 f o L
。

( M ) ( 0L ( M )的定义类似于 ( 3 )式 )
.

当 i < j

f i j

当 f 二 j

当 i > j

( i
,

j
= l , 2 ,

一 k )

夕̀..咬..、
.

一一
…

J

F

F =
( F ` j ) *

,

j
二

讯

_ k _
则由M `的构造法得M ` = 艺 iF

” .

M
” = 1

,

2
,

… ,
k

.

因此

k

〔M i
,

M j 〕 = 〔艺

” 二 1

F i”
.

材
”

吞 _ k
,

E F j用
.

M 仍〕 = E
加

二 1 刀 二

尸 i” F z”
.

〔对
” ,

对
n

〕
,

i
,

j = 1 , 2 , …
,

k
.

故若类似于 ( 6 ) 式那样定义 G i j和 G = ( G ` j )八 s
二

添

i
,

j = z , 2 , … ,

k
.

即

G = F G F ,

_ k _ _ k

又 〔M ` ,

M j〕 = 〔 E F `: M
” ,

M j 〕 = 它 F `” .

k

则可取夕 j 二 E iF
”

F户 G
”

( 1 5 )

〔M
” ,

M j〕

k

(兄 F `.
G

”
j )

.

A =

( F G ) ` j
.

A

( 1 6 )
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由于 }F }二 1
,

F 的逆矩阵存在
,

记为H
.

利用 ( 1 5 )
,

}}f H 】!
: ` , ) = E办

“ GH f 尹
)

。

A .
= E

了
(了。 F万 F ,

H
尹

了
`

,
·

A
二

= E

了
(了了了

,
)

.

A 。 =
!画

: 。` ) < co

其中 11
·

”
: 、
二

, 的定义类似于 ( 7) 式
.

故了H “ ( M )
,

了H
.

M `
存在且属 于 以

.

令 L 二

了H
.

M
` 一
了

.

丽
` .

往证 L 二 0
.

对每个i ( 1 ( i长 k)
,

存在停时列以 个二
。

.

: ,

使 E

了
〔 、 ` ,

、 ` 〕
:

` < co
.

令

k :
_

一 掩

C (
。

) 二 { 日( 恤0
,

T升吸日〔 ! f ` }《
。〕 ) } n { f飞〔 }f ` j } (

。〕 }
i

,

j
’ 1

和 L
. = f H l

。 《。 , .

M
产 一 f l

。 (。 ) 。

M
产

注意到 IIF
二 1 ,

H等于 F 的伴 随 矩 阵 及 F 的定 义
,

易 知 一切 }厂iiI 戒。蕴 含1H .’l) 《

(左一 1 )
’ n儿一 ’

( 几
Z n k

一 ’ .

于是

E

了
k 一

, -

一
-

一一

于
:

f `H “ )
’

J
· `· , ·

〔M ,
,

M ’ 〕一 ( “ 3 ” 为E丫〔M `
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