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摘 要

超越方程数值求解
,

是数值分析中的一个重要课题
.

迄今已有多种求根方法出现
,

但这

些方法多限于处理实变量实值函数的情形
,

并限于求一个根
。

基 于采用 J。剖分和整数标号法的一种互补愉迥的不动点算法
,

本文提出在复平面上同时

计算翅越函数若干个零点的一种有效算法
.

虽1 引 言

超越方程的数俏求解
,

即超越函数的零点计算
,

是科学研究和工程设计
`
一

}“ 经常遇到

的问题
。

不久以前
,

徐利治
、

朱自强 〔’ 〕就函数零点计算
,

提 出三个值得进一步研究的问题
,

并估计 (一 )和 (三 )较为困难
,

(二 )应不难解决
。

其 (一 )和 (三 )是
:

( 一 ) 就有限阶超越整函数求复零点的问题
,

能否找到在一定范围内具有大范围收

敛性的迭代求根公式 ? … …

( 三 ) 能否找到不需要计算函数二阶导数的大范围收敛的迭代公式 ? … …

随后
,

徐利治
、

陈永昌在 〔2〕中
,

提出超越函数求实零点的一种迭代方 法
.

方 法 要

求
,

函数是有限阶整函数
,

对实变数取实依 ( 即限制在实数域
,

是一个实变量 实 值 函

数 )
。

算法的执行
,

是在使 f ( x 。

) 奔 O的初优 x 。
两侧

,

单调地收敛到 f (幼在 x 。

右侧及左侧

最邻近的实零 点
.

基于不动点算法的先前的工作 〔5〕
,

本文提出求超越函数复零点的一种算 法
。

不 动

点算法的要点是剖分— 标号— 互补轮迥
。

就迭代公式而言
,

则只需计算函敬值
,

并

不涉及任何一阶导数
.

我们只要求 f (的连续
.

最后
,

我们的算法在复平 而上寻找函数零

点
,

大体上具有想找几个就找 几个
,

想在什么地方附近找
,

就在什么地方附近 找 的 能

力
。

所 以
,

木文的工作部分地回答了文〔 1〕提出的问题
。

号2 算 法

设函数 f
:
C 、 C 产是连续的

,

这里
,

C是复数
z 二 x 十 佃 平面

,

C, 是复 数 功 = 。 + 动平
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面
, 切 = f (

z
)

。

不动点算法的基本做法是
:
对空间进行适当的单纯形剖分 , 对剖分的顶点进行适当

的标号 , 用一种有规则的搜索方法
,

寻求所谓完全标号单纯形
,

作为近似解
。

第三代方

法的特点之一
,

是搜索步长能自动加细
,

以求得符合任何精度要求的近似解
.

我们就按剖分
、

标号
、

搜索规则的顺序
,

叙述我们的算法
。

1
.

C x 〔0
,

1 ) 的一种剖分

记 C :d = C x 笼1 一 2 一 d }
,

d 二 o , 1 , 2 ,
·

…… 选定参考点 : 。 = x 。 + i夕
c .

给定初始格

距 ( C
。
平面格距 ) 人> 0

.

对C d平面用直线族
x = xc + P

0

h
o

Z一心

刀 = 夕 e + 口
.

无
·

2 一 d ,

夕 = 夕。
士 (

: 一 x e

) + 2 , 一

入
.

2一 d

进行三角剖分
,

这里 P
、

q
、 犷
表整数 (图 1 )

.

显然
,

d越大
,

C d的剖分越细
,

这是因为 C d

的剖分格距为人
·

2一 d而剖分网径为 m e s h C d = 侧了 入
·

2~

人

易见
,

C d平面上一个正方形
,

与 C d
十 ,

平面上四个正方形上下相对
.

C d与C d
, :

之间这

样一个方块
,

按图 2 规则剖分成四面体
。

这样
,

就得到 C x 〔O ,

l) 的一个单纯形剖分
。

我们把 C 义 〔O ,

l) 的这个单纯剖分记为

` , ` 的顶点集记为V ( G )
。

算法将在 V ( G )中进行
。

为记号的方便
,

(
: , 1一 2 一 d)

o V (G )简记为 dz
,

即 :
朔中的

z
表顶 点的复数值

,

下标

d表此顶点所在的 C d平面的层数 .d

少
_

妙
卜

、 `

少少价火火火
厂

·

/ 火
··

厂厂厂厂
`

火火
图 2

2
.

标 号 法

设
,
为欲求根个数

.

令 f
。

(
z
) = (

: 一 z c

)
” , f d (

:
) = f (

:
)

,
d ) 2

.

得到 { f d }
:

C d

一
C ` .

在 G的顶点集V ( G )上
,

规定标号法 L
:
V ( G )一 { o , l , 2 } 如下

:

设
z d =

(
: , l一 2 一 d )

。 V ( G )
,

那末

一 ” / 3毛
a r g f J (

z
) ( , / 3 或 f d (

:
)
二 o ,

二
/ 3 < a r g

一 万 <
a r g

:
) ( 万 ,

z
) < 一 万 / 3

,

了̀、了r气

dd

r丫声丈声
苦

若若若
八曰ō .1,目百夕.,少、..、

一一d
ZL

这里
,

C, 平面上复数幅角取值范围规定为 一 二 < ar g功簇凡



第三期 复平面上计算超越函数零点的一种有效算法

称 Gl 扫一个三角形为完全标号三角形
,

如果它的顶 点具有。
、

1
、

完全标号三角形三顶点的象
,

在 C
`
平面上分踞原点的

“ 三侧 ”

寸越来越小的完全标号三角形
,

作为函数的零点
.

17

2 全部三个标号
.

。

算法就是 要 找 尺

3
.

互补轮迥的变维数算法

( 1 ) 一维搜索 (D Q )

令 二 : = 〔3 ( 1 + 侧玄 ) 叮 4幻 + 1
.

在 C
。

平面上取定 以
: 。 二 x 。 + 初

。

为中心
、

半边长 m
.

h

的正方形Q二
.

注意在 C
。
上顶点的标号是 由 。 =

(
: 一 介 )

“

给出的
,

易证
「L毛方形边 界 口Q二

上
,

按逆时针方向顺序
,

正好有
n
个棱

,

标号由 。 变到 1 (参看 〔3〕或 〔4〕 )
.

先把这
n
个 O

一 1棱找到
,

作为一维搜索向二维搜索过渡的进 口
,

这种 0 0 1棱
,

记作 (
2 “ ,

矛 )
。

( 2 ) 二维搜索 ( IQ )

步 1
.

从每个 (尸
, : `

)棱出发
,

在 C
。
平面 l几

,

有唯一

的一个顶点了 使得
: 。 , : ` ,

才 成为剖分中的一个三角形的

三个顶点
,

并且
: ”

*
: `。 : `

具有正的定 向—
C

。

平面上

的逆时针方向
.

计算之 的标号L (
: 产

)
.

城
,

气 翻有

图 3

步 2
.

若 L (了 ) 二 2 ,

令护
: 二 扩

.

此时
,

C
。
平面 L一个完全标号三角形巳经找到

,

转

少
、

三维搜索
。

否则
,

图 4

步 3
.

若 L (了 ) = l
,

令 砂 : 二 z,
,

回到步 .1

二维搜索总可 以在有限步内找到C
。
平面上一个完全

标号三角形 (砂
, : ` ,

护 )作为转入三维搜索的 进 口 而结

束
,

并且整个过程必在 Q m内进行
,

所找到的完 全 标号

三角形也必在 Q二内
.

( 3 ) 三维搜索 ( L劝

步 0
.

当达到精度要求时
,

打 印 尹
: 二 (尸 + 矛 十 护 ) / 3 作为一个零点

。

步 1
.

若完全标号三角形在 C
。

平面上具有负的定向
,

即 0z 。 : ’ 。 护 构成顺 时 针 方

向
,

则取消矛
,

变成 0 0 1 棱 (尸
,

矛 )
,

回到二维搜索
.

(图 3
.

这种情况只有在 从三维搜

索回到 C
。
上 Q , 内降为二维搜索时才会发生

.

)否则
,

步 2
.

存在 V ( )G 中唯一的顶点 z, 使得
: `

在 尸
、 : ` 、

矛 所决定的平面的正侧
,

即砂
、

lz
、

矛
、 : `

符合右手螺旋法则 (图 4 )
.

计算 L ( z, )
.

若 L (尸 )
= l

,

则令
之 I : = 才

,

回到步 0
.

4
.

主 框 图

算法的进行
,

基于同标号顶点替换规则
:

若 L (了 )
= l

,

则令沙
: 二 之尸 ,

而原来的
之 I

(如果有的话 )取消
,

这就是所谓互补轮迥过程
.

我们的算法从一维搜索开始
,

进 入二维

搜索
,

再进入三维搜索 (可能有限次回退到二维搜索
,

但终将重新进入三维搜索 )
,

在三

维搜索中解决问题
。

这属于所谓变维数算法
。

算法的具体过程是这样的
:

从口Q二右方中央的 护 二 : 。 + 1戚 + io 开始
,

逆 时
一

针 方 向

在口Q。 上搜索尸
,

再找到沙
,

就取代原来的尸
,

直到找到
: ’ ,

一维搜索结束
。

转 入 二 维

搜索
,

直至找到矛
。

然后开始三维搜索
,

直至以 d的增大为标志达到精度要求
,

打印 尹
:
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二 (尸 十 : ’ + 护 )邝 得到一个零点
.

这时将 尸
、

矛
、

矛 清掉
,

回到口Q。 上
,

从上次 。` l 棱

乌伪几自

的下一点开始
,

重复上述过程 (图 5 )
.

这样一个一个搜索零点
.

当在日Q。 上走了

一圈
,

最后走到 护 二 : 。 + 邢人一 ih 时
,
口Q。 上的

n
个。、 l棱出发点已经用完

,

计算结束
,

停机
.

在我们的程序中
,

在口Q二上搜索的目前到

达位置
,

用护表示
。

砂
、

矛
、

护专门记最新的标

号为 。
、

z
、

2 的点
.

三维搜索 时
,

(
: o , : ` , : 2

)

三角形两侧各恰有一点扩
、 : `

分别与砂
、 : ’ 、 : 2合

成 G中的一个四面体
.

护和广究竟哪个在 ( 砂
,

矛
,
扩 )的正侧

,

用行列式判断
。

正侧 的一点作

为
: `

(见图 4 )
,

然后进行同标号替换
.

三三

镶照
___

有些超越函数
,

根本没有有限零点
.

鉴于超越函数零点分布的复杂性
,

程序 中设置了

“
在规定时间内 (例如迭代次数口 = 5 00 )本计算点列未找到函数零点

”
的保护性 出 口

.

主框图如下
:

读入 n ; e P s , z 。 及 f ( z ) 的有关复系数组

m : = 0
.

5 7 n ; h : 士 m
一 1 ; 2 5 , = z e + m h ; R : 二 o

{

一
d0

: = … : = d 礴: 二 。 ; Q
: 二 。 ; 清 0z

, … , 2 4

(
~

石
. .

二涪丽)- 三l - 一

一{丁
杏

一

…

达到精度要求
、 T

)

—
,

…
“ : = “ · 1 ;本序歹“

}_
二
一

犯
一一

主些…资三1 一 } !

…
一 二

更
:

索{食{蕊…一…
作为第 R个结果 …

(
: S = z· + m h 一 h `

杏 F

T

— 。 停机

一 J石石石。
一一厂燕磊乃

T + F

一厂
一

而万
-一一(

一 未有
)

{
F

一一一一巨
= Q 十 , ; L T
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5
.

算法分析

我们把从每个日Q。 上的 0 0 1棱出发的互补轮迥过程所经过的完全标号三角形
,

顺次

记作 { : 。

(左)
, : `

( k )
, : 2

(寿) }
,

叫做一个计算点歹IJ
。

当沂(
:
)是

n
次多项式时

,

〔3〕已证明
,

每个计算点列恰收敛到多项 式的一个根
,

无一

遗漏
.

而当厂( )z 是超越函数时
,

情况要复杂得多
。

超越函数的零点的个数及分布
,

远不

象多项式那样确定
.

一大类超越函数具有无穷多个零点
,

分布于复数平面的广大区域
;

而另一些超越函数
,

则没有有限零点
.

相应的收敛性条件
,

比较复杂
,

将另 行 讨 论
.

这里
,

只 证明下述命题
。

首先需要

引理 设 笼护
,
矛

,

护 } 是由 f标号的一个完全标号三角形
,

并且对 。簇 i < 了簇 2 成立

If (
之 i ) 一 f (

: ] ) l (
。 ,

那末
,

对 i = 0 , 1 , 2 ,

有

}沂(
之`
)】钱 2。 / 侧

一

丁
.

证明 以 G
。 、

G
I 、

G
:

分别记。 平面上幅角范围为 〔 一 习 3 ,

叮 3〕
、

(对 3 ,

叼
、

(
一 二 ,

一 二 / 3 )扇形区域
,

以 内
。 、

内 , 、 仇
2

分别表示 厂(班 )与 G
。 、

G
; 、

` :

的距离
.

找所 设
, :必须

p。 ,
簇 。 、

户。 2

簇 。 .

但 f (
: o

)
。 G

O

(图 6 )
,

f (
: 。

)必在棱形 O CA B内
,

立不个

}了(尸 ) }簇 2叮侧 污
.

同理 下可得 } f (
: `

) }镇 2。 /侧了
,

1厂(
: 2

) }簇 2。 /侧了
.

证

完
.

命题 设 {
: 0

伪)
, : ,

(寿)
, : 2

( k ) } 是一个 上 述 完

全标号三角形计算点列
,

在 C平面上有一个有限聚点尹
,

那末
, : 带是厂的一个零点

: 厂(
:
勺

= 。
.

证明 据命题所设
,

可知所论的计算点列有子序列

收敛到
z 气 由计算点列的构造法

,

不妨设此子序列仍具
图 6

有 王
: o

(寿)
, z ,

(寿)
, : 2

( k ) } 的形式
.

于是
,

有 R> o 使对任何自然 数 左及 云= 0 , 1 , 2 ,

成

立】z ` (寿) 1< R
.

记 G ( R )
: = 凌川川 ( R }

.

因 厂(习 是全平面的连续函数
,

厂(劝在 (G 劝 上 一 致 连

续
:

有M > O使对任何
: 尹 、

尹
〔 G ( )R 成立

】f( : `

) 一 f( 尹 ) ! ( M
·

}
: ` 一 尸 }

.

现在
,

计算点列在以 { : 。
} x 〔0 ,

l) 为轴
、

半径为 R的圆筒内无限发展
,

每次 都 走

到新的四面体
.

但对任何自然数厅
,

圆筒内C d以下的四面体数目有限
,

所以计算点列 必

然无限向圆筒的上底 G (助 K 笼1 ; 靠近
,

其标志是点列所走到的层数 d、 co
,

当 k。 的
.

于是
,

对任意
。
> 0 ,

有 K使 k ) lK 才
,

对 0成 i < j 簇 2 成立

}
之 i (左) 一

: j (几) 1(
。
/M

,

进而

}f (
: ` (九) ) 一 f (

: j ( k ) ) }毛对
.

}
: ` (介) 一

: j (介) } <
。 .

复由引理
,

对 k》 K 及 i = 0
, i , 2 ,

成立

}f ( ; i ( k川 《 2。 /召了
.
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l i m : ￡( k )
= : 裕 i = 0

,
1

, 2 ,

k se 卜扬

厂(尹 ) 二 O ,

证完
.

县3 例 子

对形如 艺氰
,

p 。 (
“
)

S` n
(“ * + “ * “ )

二 o 的方程及形如 E之
二 ,
尸、 (

`
)
“ x p (A 。 + “ 。之 )

= 0

的方程进行了数值试验
,

这里
,

P 儿(约是复变量
:
的复系数多项式

,
A `

、

B k是复系数
.

按

照所编的程序
,

只要输入欲求根个数
: ,

预期点
: 。
的坐标

,

精度要求
e
sP 以及超越函数的

复系数组
,

均可输出
:
个计算结果

.

在以下例子中
,

所有计算在国产 D J S一 21 机上以单精度进行
.

〔例 1〕 沂 (
:
) = 3 : 一 i 一 e o s : ,

在原点 ( o
, o )附近求 6个零点

,

得

之 I = 一 3 4
.

4 0 4 6 6 6 + 5
.

3 5 12 9 8 9 1
,

之 2 、 。 = 5
.

6 8 2 4 4 4 0 士 3
.

6 6 0 5 0 1 2 f
,

之 3 、 。 二 一 2
.

2 4 6 6 7 2 0 士 3
.

2 0 6 9 8 8 6 1
,

“ 0
.

6 0 7 1 0 1 6 4 一 0
.

9 9 3 4 1 0 7 4 火 1 0
一 。 i ;

而在 (O
, 一 4 )附近求 7个零点

,

得

之一 = 1 8
.

5 9 6 1 4 1 + 4
.

7 2 9 0 0 7 2 1
,

之2 = 0
。

6 0 7 1 0 16 4 一 0
.

9 9 3 4 1 0 7 4 x 1 0 一 。 i
,

之 s 、 4 = 一 2
.

2 4 6 6 7 2 0 士 3
.

2 0 6 9 8 8 6 1
,

之 6 = 一 1 5
.

4 2 4 4 8 2 + 4
.

5 8 9 7 2 3 4 f
,

之。 二 一 9
.

0 0 9 7 2 3 8 一 4
.

1 1 4 8 5 4 3 1
,

2 ? = 5
.

6 8 2 4 4 4 0 一 3
.

6 60 5 0 1 2 1
.

〔例 2〕 f (
:
) = : 一 二 + i *

一

1 e o s : ,

在 ( 0
, 0 ) l咐近求 4个零点

,

得

之 a = 3
.

1 4 1 5 9 2 6 + 1
。

6 1 6 1 3 7 5 1
,

之: = 一 1 7
.

0 4 9 1 0 9 + 3
.

7 2 5 5 5 5 0 1
,

之 s = 一 1
。

3 0 6 3 3 7 6 一 2
。

2 3 2 5 4 1 0 f
,

之 ` = 3
.

1 4 15 9 2 6 一 0
.

1 4 9 0 1 1 6 1 x 1 0 一 8
1;

而在 ( 7
, 4 )附近求 6个零点

,

得
之 1 二 1 0

.

5 2 1 6 9 9 + 2
.

8 1 2 3 0 0 8 1
,

之 2 = 3
。

1 4 1 5 9 2 6 + 1
。

6 1 6 1 3 7 5 1
,

2 。 二 一 4
。

2 3 8 5 1 4 0 + 2
.

8 1 2 3 0 0 8 1
,

之 ` = 2 0
.

2 7 3 0 7 0 一 3
。

5 4 5 7 8 2 5乞
,

2 。 = 3
。

1 4 1 5 9 2 6 一 0
。

9 9 3 4 1 0 7 4 x 1 0 一 9
1

,

之。 = 7
。

5 8 95 2 2 9 一 2
。

2 3 2 5 4 1 0 1
.

注意在本例中
,

变量
:
取实值时

,

函数 厂(刁不取实值
.

常见的超越函数
,

许多是以指数运算为特征的
,

所以
,

在计算中
,

溢出是容易发生

的
.

这自然不是算法方面的问题
.

但作为应用软件
,

尚可进一步改善
.
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